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‘কলন গণিত’ অংশ- শ্রীতুলসীচরণ বন্ধী কর্তৃক ন্যাশনাল প্রিটিং ওয়ার্কস, у, মদন 
মিত্র লেন, কলিকাতা-৭০০ ০০৬ এবং “বলবিদ্যাঃ অংশ-_শ্রীত্রিদিবেশ বস্তু কর্তৃক কে. পি. 
qa প্রিটিং ওয়ার্কল, ১১, মহেন্দ্র গোস্বামী লেন, কলিকাতা-৭,০ ০০৬ হইতে মুদ্রিত 


নিবেদন 


উচ্চ মাধ্যমিক সহজ গণিতের এই দ্বিতীয় খণ্ড__কলন গণিত ও ча 
পাঠ্যবস্ত লইয়া প্রণীত। প্রথম খণ্ডের ভূমিকায় বলা হইয়াছে যে, এই খণ্ডের বলবিদ্যার 
অংশটুকু শ্রীযুক্ত Maaa ভট্টাচার্যের বহুপ্রশংসিত “বলবিদ্যা-প্রবেশ হইতে 
পরিবর্তিত আকারে গৃহীত হইয়াছে । এই খণ্ডের কলন গণিতের অংশটুকুও শ্রীযুক্ত 
ভট্টাচাৰ্যই প্রণয়ন করিয়াছেন। এই কাজে প্রযুক্ত ভট্টাচার্যের সহকর্মী শ্রীযুক্ত মানসকুমার দে 
তাহাকে সর্বতোভাবে সহায়তা করিয়াছেন। / 

বাংলায় কলন গণিতের আলোচনার অন্যতম প্রধান সঙ্কট হইল, উপযুক্ত ও সর্বজন- 
স্বীকৃত পরিভাষার অভাব। এ বিষয়ে তাই গ্রন্থকার নিজন্ব বিচারবুদ্ধি-মতে! নুতন শব্দ- 
গঠন করিতে বাধ্য হুইয়াছেন। আশা করি, পাশাপাশি ইংরেজী শব্দগুলি প্রয়োগ করায় 
এইসকল নৃতন বাংলা শব্দের গ্রকুত অর্থ বুঝিতে ছাত্র-ছাত্রীদের অস্থবিধা হইবে না। 

উচ্চ মাধ্যমিক স্তরে কলন গণিতের তত্বঘটিত বিষয়গুলি যাহাতে প্রথম শিক্ষার্থীর 
নিকট সরল ও সহজবোধ্য হয়, সেইজন্য চিত্র ও স্ব্জার lintuition) উপরই বিশেষভাবে 
নির্ভর করা হইয়াছে। স্নাতক-গুরের ছাত্র-ছাত্রীর জন্য রচিত গ্ন্থগুলির আলোচনার 
সহিত এই স্তরের "উপস্থাপনা ও তত্র-বিক্লেষণের আলোচনায় পার্থক্য অবশাই 
থাকিবে। উচ্চ মাধ্যমিক শিক্ষাসংসদের পাঠক্রম-সংক্রান্ত বিশদ বিবরণ ও নির্দেশ 
অনুসারে ইহাই অভিপ্রেত। শিক্ষক-সমাজের একটা অভিযোগ আছে যে, পাঠক্রম 
чч গ্রন্থ বড়ই 9151 গ্রন্থকারগণ সময়মতো সংসদের নির্দেশ-পত্র পান নাই। 
হয়তো, সেই কারণে, তাড়াতাড়ি বাজারের চাহিদা! মিটাইতে এক এক.জন এক এক 
রকম বুঝিয়া লিখিয়াছেন। আমাদের গ্রন্থকার এ-বিষয়ে প্রথমে অবহিত হইয়াই 
কলম ধরিয়াছেন। এইজন্য এই দ্বিতীয় খণ্ডের প্রকাশে বিলম্ব হইলেও, পাঠক্রমের 
М অভীষ্টের সহিত ইহার সঙ্গতি রহিয়াছে বলিয়াই আমাদের বিশ্বাস। ইহার গুণাগুণ 
শক্ষক-সমাজ বিচার করিবেন। আমরা তাহাদের মুল্যবান মতামতের উপর নির্ভর 
করিয়া গ্রন্থটির যথোচিত পরিমার্জন ও উংকর্ষ-বিধানের জন্য সর্বদা সচেষ্ট রহিলাম। 


৫ সেপ্টেম্বর, ১৯৭৭ 


МАТНЕМАТ СӨ 
PAPER II (45100) 
Elements of Calculus and Mechanics 


Elements of Differential Calculus :—30 marks : 

Rational Numbers. Real Numbers and their geometrical repre- 
sentation. Functions of a single variable including trigonometrical 
functions. Limit and continuity (geometrical and intuitive approach). 
Inverse functions. Standard Limits such as ; 

Te за ур 802 
2230 ৮৮ ০৯০ ০-৯০ х 
(Proofs not required) 

Fundamental limit theorems (statement only). Differential co- 
efficient of a function and its significances. Rules of differentiation of 
sum, product and quotient of two functions. Rule of differentiation of 
function of a function (proof not required). Differential coefficients 
of л" (n rational), sin x, ef, log 4 from first principles. Second order 
derivative of a function. 14718 
Integral Calculus and Differential Equations ;—30 marks : 

Indefinite Integrals. Standard forms. 

Integration Ьу simple substitution. Integral by parts in simple 
cases. Definite Integral as the limit of a sum and as an area. Funda- 
mental theorem connecting primitive with definite integral (Proof not 
required). Determination of areas in simple cases. 

Solution of first order differential equations by Separation Method. 


Elements of Mechanics :—40 marks : 

Resultant of any two velocities and of any two accelerations of a 
particle. Relative Velocity : 

Expressions for velocity and acceleration of a particle in cartesian 
co-ordinates. Newton’s laws of motion ; Equation of motion. Motion 
of a particle in a straight line. Simple Harmonic Motion, Vertical 
Motion under gravity, Motion of a projectile under constant gravity 
neglecting air-resistance. 

Resultant of two concurrent forces, two like parallel forces, two 
unlike parallel forces ; Couples. Centre of gravity of a uniform plane 
lamina : simple cases. 

Resultant of three or more concurrent forces in a plane, condi- 
tions of equilibrium, Triangle of forces. 


কলন গণিতে IERS সথহ্কেভ-ভালিক। 
Ја), ge) 0) ইত্যাদি — %-এর অপেক্ষক। 
Ја), /-5৫), la) ইত্যাদি _-&-এর বিপরীত অপেক্ষক। 


E % р ইত্যাদি — তন্তবক-নিৰ্ণয়ের প্রক্রিয়া Бе 


(প্রথম ক্রমের )। 

70), g'a), Ф (а) ইত্যাদি _- %-এর অপেক্গকের প্রথম ক্রমের অবকলনাঙ্ক 
বা তন্ভবক। 

Fa) 0а), oe) ইত্যাদি _-&-এর অপেক্ষকের দ্বিতীয় ক্রমের অবকলনাঙ্ক 
বা 994% | 


4, ау р.  ইত্যাদি_ দ্বিতীয় ক্রমের তন্তবক-নিরণয়ের প্রক্রিয়া চিহ্ন। 


dæ de? 


f _-সমাকলন প্রক্রিয়ার সংকেত। 

(a,b) বা la, bI -ua হইতে b পর্যন্ত মুক্ত অবকাশ । 
[a,b] ав» b o» বদ্ধ অবকাশ। 
15] — অর্ধমুক্ত অবকাশ (বাম প্রান্ত মুক্ত, দক্ষিণ প্ৰান্ত বদ্ধ )। 
[৫01 — অর্ধ-মুক্ত অবকাশ (বাম প্রান্ত বদ্ধ, দক্ষিণ প্রান্ত মুক্ত)। 
a>b = 0,9805 বৃহত্তর | 

a<b = ab» ক্ষুদ্রতর । 

a>b = а, হইতে বৃহত্তর অথবা সমান। 

a<b — ab » ক্ষুদ্রতর. » সমান। 

spb = a b33 বৃহত্তর নয়। 

agb — mbo» ক্ষুদ্রতর নয়। 

D — (sigma) সমষ্টি 


га Да) — %-এর মান ৫-গামী হইলে, (о) 9 সীমান্তমান। 


“সূচীপত্র 


কলন গণিত 
বিষয় 
প্রথম অধ্যায় 2 JAT ও বাস্তব সংখ্যা 


সংখ্যা-শ্রেণী__মূলদ সংখ্যা 
অমুলদ-দংখ্যা 
বাস্তব সংখ্যা__বাস্তব সংখ্যার জ্যামিতিক চিত্র 
বাস্তব সংখ্যার ধর্ম 
মডিউলাস বা! পরম মান 


দ্বিতীয় অধ্যায় ? একটি চলক-সন্বলিত অপেক্ষক 


চলক 

একটি চলক-সন্বলিত অপেক্ষক 
অপেক্ষকের সাংকেতিক চিহ্ন 
অপেক্ষকের ব্যাপ্তি ও প্রসার Унаа Уҹ 
অপেক্ষকত্ব-বিচার TAN OS БЕР у 
একটি চলক-বিশিষ্ট বিভিন্ন প্রকারের অপেক্ষক /- х T 
বিপরীত অপেক্ষক = | 
বিপরীত অপেক্ষকের কয়েকটি উদাহরণ ү; 
বিপরীত অপেক্ষকের লেখ aa хос 
বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষক ১৮ 
লগারিদ্মিক অপেক্ষক 

অপেক্ষকের অপেক্ষক 

বর্ধমান ও হুসমান অপেক্ষক 


তৃতীয় অধ্যায়  সীমান্তমান ও সন্ততি 
সীমান্তমান__অপেক্ষকের জ্যামিতিক চিত্র হইতে সীমাস্তমানের ধারণা 
ті /৫) ও/৫)র পার্থক্য 


সন্ততি 

anaa কয়েকট প্রয়োজনীয় সীমান্তমান 

কয়েকটি আদর্শ সীমান্তমান__দীযান্তমান-সম্পকিত মৌলিক উপপাদ্ধসমূহ 
বহুপদ ও মূলদ অপেক্ষকের সীমাস্তমান ও সন্ততি 


পৃষ্ঠা 


~a ст оо юы 


15 
16 
17 
19 
91 
27 
42 
44 
46 
48 
52 
54 
56 


63 
71 


73 
74 
83 
85 


viii স্থচীপত্র 
চতুর্থ অধ্যায় : অপেক্ষকের অবকলনাঙ্ক ও উহার তাৎপর্য 


অবকলনাঙ্ক ও তাহার জ্যামিতিক তাৎপর্য 
অবকলনাঙ্ক বা তন্ভবকের বিভিন্ন সাংকেতিক চিহ্ন 
অবকলনাঙ্কের ধন- বা খণ-চিহ্ের তাৎপর্য 
অবকলনের নিয়মাবলী 
অপেক্ষকের অপেক্ষকের অবকলন 
প্রথম নিয়ম বা সংজ্ঞা হইতে কয়েকটি অবকলনাক্ক নির্ণয় 
উদ্নাহরণমাল! 

পঞ্চম অধ্যায় দ্বিতীয় ক্রমের তন্ভবক 
অবকল-_অবকলের সংজ্ঞা 
অবকল-সহগ-_-অবকল সংক্রান্ত সত্রাবলী 
উদ্াহরণমালা! 
দ্বিতীয় ক্রমের তদ্ভবক 
উদ্াহরণমালা 

ষষ্ঠ অধ্যায় ই সমাকলন 

সমাকলন ও সমাকল 
অনির্দিষ্ট সমাকল 
কয়েকটি আদর্শ সমাকল 
দুইটি অপেক্ষক মানের বৈজিক সমষ্টির সমাকল 
উদাহরণমালা! 
সহজ পরিবর্তন দারা সমাকলন 
কয়েকটি আদর্শ সমাকল 


নির্দিষ্ট সমাকল-_সীমাবদ্ধ সমতল-বিশেষের ক্ষেত্রফল হিসাবে নির্দিষ্ট 
সমাকল 
একট সমষ্টির সীমান্তমান হিসাবে নিদিষ্ট সমাকল 


স্থচীপত্র 
বিষয় 
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কয়েকটি আদর্শ সীমান্তমান 2 
* sin 2 ডি 62-]. 
БЫЧ ve 4 = 
oun ini wyp 
нз log (1+2) н (67271 ০ 
28948 \ দি 
(ii) A = 1 (iv) Li > n 
1 25 
= = i) Lt —=0 
(у) Lt, (1+2) =e (vi) EE 


(vii) Lt т"=0 (-1<2 < 1). 
অবকলন-এর মৌলিক প্রক্রিয়| সংক্রান্ত সূত্রাবলী 2 
O 2 /০)+০০)---1-/6)+/6) + = 


(4) © 1а) x gla) = д) x fle) +10) x g'a) 


n d ff) _0() х7 (а) - Ха) x (ж), 
04505 Wo 
আদর্শ অবকলনাঙ্ক £ 
у = k (constant), Д =0 
у=а" u = т" 
1 = 108 2 w = 1 
2 


2 ১4৯ 


т ах 


xvi কয়েকটি প্রয়োজনীয় সুত্রাবলী 


2 ау 
у= віп 2 8০০০৪ 2 
у=сов@ z= -sin т 
y=tan 2 W — sec? 2 
у = соб 2 w- — совес®л 


IG ау 1. 1 ৩১8০ 
певао a (8 << 5) 


у= сов 12 an- mer ০৮৭) 


dy 27 
у= вес £% = а কু =- у = совест 20, 
সমাকল 5 х 
ааа a- 1 ERT 
22) 7১. 
edo = е 5 dz = 108 f(x) 


sin æ de = _ соз æ 
сов т dæ = зіп 0 
вес æ dz = 10р (вес 2+ tan 2) 


৪০০৪ їв = 000 т 


3 


21 2 
аа: ап” ~ 
а 
-1 -1 @ 
езіп = 60355 2১ 
гъ т? а 


অংশত সমাকলন £ 


] gdy = 2 f т.т. 


1 
1+2 


dy 1 


ав ЕСУГЕ 


প্রাথমিক কলনগণিত ও বলবিদ্যা 


( Elements of Calculus and Mechanics ) 


II (XI—XII)—1 


কলনগার্ণত (Calculus ) 
প্রথম অন্যান 
Jaq ও 4194 সংখ্যা ( Rational and Real Numbers ) 


11. সংখ্যা-শ্রেণী (Number System)s বিভিন্ন শ্রেণীর সংখ্যা এবং 
অপেক্ষক সম্বন্ধে Жой ধারণাই কলনগণিতের ভিত্তিহৃমি। সেইজন্য কলনগণিতের 
প্রবেশিকা হিসাবে সংখ্যাশ্রেণীর প্রকারভেদ এবং তাহাদের ҷа তবগুলি সদ্বন্ধে সংক্ষেপে 
আলোচনা করা যাইতেছে। 

মাধ্যমিক শুরে, স্বাভাবিক АЛ (Natural numbers), অধণ্ড সংখ্যা 
( Integers ) এবং 489751 ( Fractional numbers এই তিন শ্রেণীর সংখ্যা 
aara আলোচনা হইয়া গিয়াছে । 1, 2, 3, 4, -ayfa অনন্ত পর্যন্ত ধে-সংখ্যাগুলি 
ব্যাবহারিক জীবনে নিত্যই গোণাগুণির কাজে লাগে তাহাদের গ্রস্থটি স্বাভাবিক সংখ্যার 
প্রন্থ বলিয়া পরিচিত Natural শব্দের আগ্ঘক্ষর ম-দ্বারা উহ! সুচিত হইয়া থাকে। 
প্রস্থ বা সেট্‌ (Set) হুচক সাংকেতিক fore ইহাকে লেখা হয় М=(1,9,3,4,.) 
ক্ূপে। ইহার অর্থ, N এমন একটি সংখ, গ্রন্থ যাহার উপাদানগুলি হইল 
1,9, 8, 4." গ্রভৃতি স্বাভাবিক সংখা অনুরূপে, খণাত্মক ও ধনাত্মক, যাবতীয় অখণ্ড 
সংখ্যার ( Integora-44 ) 9198. (абедога. শব্দের: আছ্যক্ষর-]-্ঘাঁরা সুচিত হয় এবং 
тле সাংকেতিক (50а লিখিত হয়, [₹(-*+-4,-8, —9,—1,0,1, 2 

4,5) রূপে। ইহার অর্থ, অখণ্ড সংখ্যার প্রস্থ: [এর উপাদানগুলি হইল, 
একটিকে -1,-,-3,-4," প্রস্ততি অনন্ত шт অথণ্ড সংখ্যা, অন্যদিকে 
0,1,9, 3, 4-*প্রভৃতি অনন্ত ধনসংখ্যা। MS, Na(l, 9, 8, 4১...) বলিয়া 
м-а উপাদানগুলি [-এর чту! অতএব, সংক্ষেপে বল! যায় যে, ম-প্রন্থ 
I-প্রশ্থের 9999 | 

খশ্ডসংখ্যার প্রন্থটি অত্যন্ত ব্যাপক। সেই абя আলোচনাই হইল পরবর্তা 
অনুচ্ছেদ-দুইটির ч | 

12, মূলদ-সংখ্যা ( Rational Numbers ) £  খণ্ডসংখ্যাগুলির মধ্যে এমন 
কতকগুলি সংখ্যা রহিয়াছে যাহাদেয লব ও হর, উভয়ই чөт কিন্তু যাহাদের 
হরের অথগসংখ্যাটি কখনও ҹә হয় all, এই ধরনের খণ্ড ষংখ্যাগুলিকেই ga- 
সংখ্যা বলে। গণিতের ভাষায় বলা চলে, a 90 যদি দুইটি অখগ্ডসংখ্যা হয় এবং & 


খৰি শৃন্ত ন! হয় (অর্থাৎ যদি 8৮: হয়), তবে 7 একটি মুলদ-সংখ্যা সুচিত করে। 


. 


কলনগণিত 
তাহা হইলে, এই সংজ্ঞা অনুসারে ? স্থচিত মৃজদ-সংখ্যার а=0 হইতে পারে কিন্তু 


কোনক্রমেই 0=0 হইতে পারে না। স্থতরাং 9=0 অর্থাৎ 0 একটি যূলদ-সংখ্যা | 
আবার, л যদি শৃন্তভিন্ন এমন একটি অখণ্ডদংখ্যা হয় যে а=ар, তবে 
চা =n ; স্তয্নাং॥-এর বিভিন্ন অখণ্ড মানের জন্য বিভিন্ন অখণ্ডসংখ্যাও মূলদ-সংখ্যা- 
রূপে গণ্য হইবার ঘোগ্য। প্রকৃতপক্ষে প্রত্যেক অখগুসংখ্যাকেই ; আকারে খণ্দখ্যা- 
রূপে প্রকাশ করা যায়। উদাহরণস্বরূপ 132 ইত্যাদি ; 1-1} 
-2 প্রভৃতি ; =; = 5-5 ইত্যাদ্দি। তাহা হইলে, বল! যায়, অধগুসংখ্যার 67 
I-এর উপাদানগুলি যূলদ-সংখ্যাত্র প্রন্থটির অন্তভূর্জ। প্রত্যেক যৃলদ-সংখ্যাকে 
দুইটি অথগুসংখ্যার ভাগফল বা! Quoting ? আকারে লেখা যায় বলিয়া, 
99981৩06-শব্দের আন্তঙ্ষর দ্বারা যৃলদ-সংখ্যার গ্রস্থটি Ъз  স্পষ্টত 
Q= (ў з যেখানে а ও b AGAST] এবং 0 o) এবং I প্রস্থটি 3-এর অন্তর্ভুক্ত | 


মূলদ-পংখ্য। সম্বন্ধে আরেঞ্চটি কথ! উল্লেখযোগ্য যে উহাদের প্রত্যেকটিকে সংখ্যা 
রেখার উপর চিত্রিত করা ষায়। মাধ্যমিক স্তরে এই তথ্য পূর্বেই আলোচিত হইয়াছে, 
এই গ্রন্থে 1'চ অঙ্গচ্ছেদে উহার পুনরানোচনা হইবে। 
18 অমূলদ-সংখ্য। (Irrational numbers ) £ чар শব্দের অর্থ যাহ! 
‘মূল দান করে?। “অমৃলদ' শখের অর্থ তাই যাহা “মুল দান করে না' Л, 4৭, 
v5, „16 প্রতৃতি সংখ্যা যথাক্রমে 141 _1, বা –2,3 বা 3, 4 ব| _& 
প্রভৃতি মূল দান করে। সেইজন্য VI, JE, 49, „Лб অর্থাৎ +1, £9, +3, +4 
প্রভৃতি সংখ্য! যূলদ। কিন্তু 42, এ, 3/4, প্রভৃতি এমন অগণ্য সংখ্যা আছে যাহার! 
এইরূপ মূল দান করে না। অর্থাৎ নিঃশেষে ইহাদেন্স মূল নির্ণয় করা সম্ভব হয় না। 
পাটাগণিতের নিয়মে / 2, ২3, „$ প্রতৃতি সংখ্যার ҷа নির্ণয় করিলে উহাদের প্রত্যেক 
ক্ষেত্রে একটি অনন্ত দশমিক ভগ্নাংশ পাওয়! যায়। জগারিদ্ষের লাহায্যে 17, 5/8 
প্রভৃতি সংখ্যার ҷа লইলেও সেইরূপ অনস্ত দশমিক ভগ্গাংশ-দ্লিত কতগুলি সংখ্য! 


পাওয়া যায়। সেই е} এ সকল সংখ্যাকে পঠিক ভাবে 5 আকারে লেখা ধায় TI L 


যূলদ ও বাস্তব সংখ্যা | МЕЕ | 


টি টে a 14140135- 
উদাহরণস্বরূপ, /2=1'4149135--.বলিয়| এহ-কে 10066900677 7 রূপে লেখা যাইতে 


পারে। কিন্তু এই ভগ্নাংখটির লব বা кт কোনটি সম্পূর্ণ অর্থাৎ নির্দিষ্ট মানের অখণ্ড 


সংখ্যা নহে। কাজেই উহা я আকারের হইল না। স্থতরাং এই аши যে-সকল 


সংখ্যার সীখা-নিরিষ্ট মান নাই এবং ষাহাদের অখগু-লব ও শৃন্যভিন্ন অখণ্ড-হর সঙ্থলিত 
ভগ্নাংশের আকারে লেখা যায় না তাহাদিগকে অমূলদ সংখ্যা বলে। সেই হিসাবে 


сота A 5, ইত্যাদি অগণিত ভগ্নাংশ-সুচিত সংখ্যা ml এন যে чат 


সংখ্য। নয় তাহার একটি পরোক্ষ প্রমাণ উদাহরণমালায় উদ, 9-এ দেখান হইয়াছে। 

qar সংখ্যার তায় অযূলদ সংখ্যাকেও сд সংখ্যারেখার উপর চিত্রিত করা যায় তাহা 
1'চ অনুচ্ছেদে দেখান হইয়াছে। 

14. বাস্তব সংখ্যা (Real Мішђегв) JAT ও অমূলদ, এই দুই প্রকার 
мал লইয়া ব্যাপকতর যে সংখ্যার প্রন্থটি রহিয়াছে তাহাই বাস্তব সংখ্যার প্রস্থরূপে 
পরিচিত। এই প্রস্থের সংখ্যাগুলিকে বাস্তব সংখ্যা বল! হয়, এই কারণে, যে এই 
aşa সংখ্যার প্রত্যেকটিকে বান্তবরেখার উপর চিত্রিত করা যায়। পরবর্তী 
অনুচ্ছেদের আলোচন! হইতে 89] স্পষ্ট হইবে। এই алия উল্লেখযোগ্য যে, 
অমৃলদ সংখ্যা বলিতে কেবলমাত্র ধনসংখ্যার অনির্ণের মূলই বুঝান হইয়া 
থাকে। JIJ, 458) %_ প্রভৃতির ন্যায় খণদংখ্যার যূল-কে বলে কাল্পনিক 
жал, কেননা উহ্বাদিগকে বাস্তব সংখ্যা-রেখার উপর চিত্রিত করা যায় না। 

তাং মূলদ ও অমূলদ যে-সকল সংখ্যাকে  বাস্তব-রেখার উপর 
চাত্রত করা যায়, সেই সকল সংখ্যাকে বলে বাস্তব সংখ্যা ( Real 
Numbers ) এবং Real শব্দের 19991 চ-দ্বারা এইরূপ বাস্তব সংখ্যার 
্রস্থটি সূচিত হয়। Me, যূলদ সংখ্যার প্রস্থ ৫ অবশ্যই বাস্তব সংখ্যার প্রস্থ 
এর অন্তর্গত। স্থতরাং স্বাভাবিক সংখ্যার প্রস্থ মি, অখণ্ড সংখ্যার প্রস্থ І, মূল? 
সংখ্যার প্রস্থ 0 এবং অমুলদ সংখ্যার 99—98 সকলগুলি প্রস্থ লইয়াই গঠিত 
ব্যাপকতর বাস্তব সংখ্যার প্রস্থ В, 

15. বাস্তব সংখ্যার জ্যামিতিক চিত্র ( Geometrical Representation 
of Real Numbers); দংখ্যারেখার উপর যাবতীয় যূলদ সংখ্যা তথা অখণ্ড ও 
স্বাভাবিক সংখ্যাকে থে চিত্রিত করা যায় তাহা মাধ্যমিক স্তরের পাঠ্যক্রমেই বিবৃত 
হুইয়াছে। পরের পৃষ্ঠার 1নং চিত্রে প্রদশিত malaatia উপর А বিন্দুটিকে 0 (55) 


£ কলনগণিত 
EE হইয়াছে। чи পর, যে-কোন একটি দৈর্ঘ্যের একক লইয়া 


А বিন্দুর ডানদিকে অনস্ত বিস্তৃত АХ রেখাংশের উপর পর পর এক একক দৈর্ঘ্যের 
х“. ৪ x 
-4-3-2-1 0. 1 2 3 4 
1নং চিত্র 


ব্যবধানে অবস্থিত বিন্দুগুলিকে যথাক্রমে 1, 9, 3, 4১+. প্রভৃতির ছারা চিহ্নিত করা 


হইল | অমুর্ূপে А বিন্দুর বামদিকে প্রসারিত AX রেখাংশটির উপর পর পর এক 
একক দৈর্ঘ্যের ব্যবধানে অবস্থিত বিন্দুগুলিকে যথাক্রমে - 1, -9, - 8, -4 
প্রভৃতির দ্বার! চিহ্নিত করা হইল । এইভাবে একটি বাস্তবরেখার উপর সংখ্যা দ্বারা 
চিহ্নিত প্রতিটি т সং রা মূলদদংখ্যাটির চিত্র | বলা! বাছল্য, এ সংখ্যা-রেখার 


উপর একক দৈর্ঘ্যের 1 F H 1, 1, “প্রভৃতি абу ছার! যাবতীয় মুলদ সংখ্যাকে e 


চিত্রিত করা যায়। নিয়ের 2নং চিত্র ইহার উদাহরণ। 
А 
-17-8-8-80$8$8য%6 গুছ] 
2নং চিত্র 


/ 


7 

এইবার দেখান যাইতে পারে যে, 12, У, У? প্রভৃতির মত যাবতীয় atag 
чит সংখ্যাকেও সংখ্যা-রেখার উপর চিত্রিত কর! যায়। নং চিত্রে AB 
দৈর্ঘ্যকে একক ধরিয়া 1, 9,8, 4:-.প্রভৃতি বিন্ুগুলিকে চিহ্নিত করা হইয়াছে। 


-> 
А বিনতে АВ-ҹт উপর иччї হইতে АВ-ҹт সমান АО অংশ atini 
с s 


| х, D К 
04114892 в 4 
А ওনং চিত্র 
аўги, B0?= 4B? +A0?=AB: + AB? =94B? হয়| কিন্তু AB=1 ধরা 
হইয়াছে বলিয় B0?=9.1:=9 এবং সেই কারণে B0= V2 হইবে| এখন EO- 
এর সমান Ар অংশ কাটিয়া লইলে AD= JZ gal чай: D বিন্দু ১/2 


২ মশা 
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সংখ্যাটির Ба! эй, AD ছারা 4 1 AD ছার! УЗ বিন্দুর অবস্থান সুচিত 


করা যায়। এইভাবে সংখ্যারেখার উপর qar ও чта সকল বাস্তব সংখ্যাকে 
চিত্রিত করা চলে | _ 

এইখানে মনে রাখা প্রয়োজন যে, 479, / 8 প্রভৃতি কাল্পনিক সংখ্যাকে 
কখনও বাস্তব-রেখার উপর চিত্রিত বর! স্ভব নহে। সেই কারণেই এ সব সংখ্যা 
বাস্তব সংখ্যার প্রস্থটি হইতে RE | 

1:6. বাস্তব সংখ্যার ধর্ম ( Properties of Real Numbers ) 8 

(1) পূর্বের আলোচনা হইতে দেখা যায়, যুজ্দ বা অমূলদ সকল বাস্তব সংখ্যাকেই 
জ্যামিতিক চিত্রে একটি বাস্তবরেখার উপর চিত্রিত কর! যায়। ধর! যাক, একটি 
বান্তব-রেখার উপর একটি নির্দিষ্ট দৈর্ঘ্যকে একক ধরিয়া 14 সংখ্যাটিকে চিত্রিত করা 
হইল। 14514 দশাংশ বলিয়। একক দৈর্ঘ্যের এক দশাংশ পরিমাণ দৈর্ঘ্যের মাপে 
0 চিহ্নিত বিন্দুর 14 ঘর দূরস্থিত বিন্দুটি নিশ্চয় 114কে সুচিত করিবে। এইবার 
এক দশাংশের বদলে এক একক দৈর্ঘ্যের এক শতাংশ পরিমাণ: দৈর্দ্যের মাপে 14 
সুচিত বিন্দুটি হইতে '01 অথাৎ এক শতাংশ একক দূরের বিন্দুটি সুচিত করিবে 
(0৮401) ай 141 সংখ্যাটিকে। আবার, 174 সুচিত বিন্দু হইতে এক এককের, 
সহম্রাংখ পরিমাণ দূরত্বে অর্থাৎ `001 একক দূরত্বে অবস্থিত বিশটি নিশ্চয় (47001) 
41 1401 সংখ্যাটিকে সুচিত করিবে। সুতরাং দেখা যায়, 1'4 ও 141 সুচিত বিন্দু 
দুইটির মধ্যে 1'401 সুচিত বিন্দুটি রহিয়াছে। এইভাবে অগ্রসর হইলে দেখা যাইবে 


যে, 1'4 ও 1'41 সুচিত বিন্দু দুইটিয় মধ্যবর্তী একটি বিন্দু ата বা za বা 


1405 সংখ্যাটিকে এবং 1'4 ও 1405 тж বিন্দুর মধ্যবর্তী অপর একটি বিন্দু 


1211408 বা тоз বা 14095 সংখ্যাটিকে সুচিত করিবে। স্থতয়াং দেখা 


যাইতেছে 14 সুচিত বিন্দু ও 1'41 সুচিত {яң দুইটির মধ্যে 1401, 1'405, 14005 
প্রভৃতি zfs অসংখ্য বিন্দু রহিয়াছে। দৈর্ঘ্যের একক খুব ছোট হইলে এই সব 
সংখ্যা দ্বার! সুচিত বিশ্বুগুলি এত কাছাকাছি অবস্থিত হইবে যে খালি চোখে উহাদের 
পার্থক্য ধর] পড়িবে না । কিন্তু বাস্তবরেখাটিকে অণুবীক্ষণ যন্ত্রে স্থাপিত করিলে দেখা 
যাইবে যে এইরকম খুব কাছাকাছি দুইটি বিন্দুর মধ্যে আরও অসংখ্য বিন্দু রহিয়াছে 
যাহারা কোনও না কোন বাস্তব সংখ্যাকে সুচিত করে। অর্থাৎ সংখ্যারেখার 
প্রত্যেকটি বিন্দু যেমন একটি বাস্তব সংখ্যাকে সূচিত করে, তেমনি 
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প্রত্যেকটি বাস্তব সংখ্যাকে চিত্রিত করার জন্যও সংখ্যারেখার উপর 
একটি বিন্দু পাওয়া যায়। ইহা হইতে বলা যায় বাস্তবরেখার বিন্দুগুলির ছারা 
যাবতীয় বাস্তব সংখ্যাকে সম্পূ্ণক্ূপে চিত্রিত বা সুচিত করা যায়। কথাটা ঘুরাইয়া বলিলে 
বলা যায় যে, বাস্তবদংখ্যার প্রস্থটির ядз аба সংখ্যাকে সম্পূর্ন্পে একটি বাস্তবরেখার 
বিন্ুগুলির ছারা চিত্রিত করা ঘায়। বাস্তবপংখ্যার এই ধর্ষটকে বলে লম্পুর্ণতার 
ধর্ম (Property of Completeness ) | যূলদ সংখ্যার এই ধর্মট নাই। 
কারণ ছুইটি qag эг যত কাছাকাছিই থাকুক না, তাহাদের মধ্যে কিছু সংখ্যক 
অূলদ সংখ্য। অবগ্তই থাকিবে। чэй প্রত্যেকটি JA সংখ্যাকে সংখ্যারেখার 
একটি নির্দিষ্ট Raua সুচিত কর! গেলেও, সংখ্যারেখার প্রত্যেকটি বিন্দুর জন্য 
একটি ан সংখ্যা নাই। এইখানেই ҹа সংখ্যার সহিত বাস্তব সংখ্যার বড় একটি 
পার্থক্য 1 

(Н) বাস্তবসংখ্যার দ্বিতীয় বৈশিষ্ট্য বা ধর্ম হইল উহাদের ক্রম-সম্পর্ক (Order 
relation ) যদি еу পরম্পরভিন্ন দুইটি বাস্তব সংখ্য! হয় তবে হয় г-у, নয়তো 
<y হইবেই। উদাহরণস্বরূপ '11>'09 কিন্তু '11<'19 অর্থাৎ 11 শতাংশ 9 
শতাংশ হইতে বড় কিন্তু 19 শতাংশ geto ছোঁউ। অনুরূপে '005>'004 কিন্ত 
'005-4008 অর্থাৎ Б সহস্রাংশ 4 সহআাংশ হইতে বড় কিন্ত 6 সহস্রাংশ 
হইতে ছোটি। 

(8) বাস্তব সংখ্যার সম্পূর্ণতা ও ক্রম-সম্পর্ক হইতে দেখা যায় যে, কোন দুইটি 
অতি সন্নিকট বাস্তব সংখ্যার মধ্যেও অনংখ্য সংখ্য। রহিয়াছে । বাস্তবরেখার উপর 
এই রকম দুইটি সংখ্যাশ্থচক বিন্দুর মধ্যে গায়ে গায়ে ঘেষিয়া যে-সকল অগণ্য 
বিন্দু রহিয়াছে তাহার! এ দুইটি সংখ্যার মধ্যবর্তী সংখ্যাগুলিকে স্থচিত করে। 
এইভাবে দেখা যায় বাস্তব mata সংস্থিতি অত্যন্ত ঘন। এই ঘন-সংস্থিতি ধর্মটিই 
সংক্ষেপে বাস্তব সংখ্যার ঘনত্ব-ধর্ম ( Property of density ) নামে অভিহিত হয় | 

কলন গণিতে বাস্তবনংখ্যার উল্লিখিত তিনটি ধর্মই বিশেষ ভাবে উল্লেখযোগ্য । 
বস্তুতঃ এই গুলিই чат ও অযূনদ সংখ্যার সহিত বাস্তব সংখ্যার পার্থক্য সুচিত করে | 

1". ক্রমসম্পর্ক-বিষপ্নক কয়েকটি বিশেষ নিয়ম CA few important 
rules regarding order relation ) $ 

() aff a<b অথবা ৮৪ হয় তবে (৮-০) সৰ্বদা ধনাত্মক হইবে৷ 

а< অথব্১৪১৯৫ হইলে, ধরা যাক б =а-ЕЬ যেখানে h একটি ধনাত্মক সংখ্যা 1 
তাহা হইলে, 

৪-০-০+7%-০-17- একটি ধনাত্মক সংখ্যা। 
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টাকা ৪ এই নিয়মে a>0 হইলে (0—0) অবশ্যই ধনাত্মক হইবে। ইহার অর্থ, 
а ধনাত্মক 1 У 

(4) <৮ এবং ৮০ হইলে а<с হইবে। 

ধরা যাক, bath, এবং ০-+%৩ যেখানে ॥, ও 72 ধনাত্মক সংখ্যা । 


তাহা হইলে, . 
০-৪4%৪ 


-০47%5477%5 
অতএব, а সংখ্যাটি ০ সংখ্যাটি হইতে (hı +h) পরিমাণ ছোট | 
অর্থাৎ, а<с. 
(8) ০4৮ হইলে (০+০)(+০, 
খর! যাক, b=a +h যেখানে h একটি ধনাত্মক সংখ্যা 
তাহা হইলে, +০-+-7৮+০-(৫৫+০)+7 
(a+ 0)<(b +০0). 
Gv) ০>০ এবং а<р হইলে ৫০৮ হইবে। 
খরা যাক, b=a +h, যেখানে h একটি ধনাত্মক AN] | 
л. উভয়পক্ষকে ০ দ্বার! গুণ করিলে, b০=a০+ ০h ; 
০০৪০. [০৮১৯০] 
(0) с<0 এৰং ৫৮ হইলে ac> be হইবে। 
ধরা যাক, b=a +h, যেখানে % একটি ধনাত্মক সংখ্যা। উভয় পক্ষকে с দ্বারা 
9 করিলে bo=ac +ch 4] ৫০-৪০--০%, 
এখন ০০ বলিয়া ০৮৫০ অর্থাৎ ০% খণাত্মক। কাজেই —оһ ধনাত্মক। 
—оһ যেন একটি ধনাত্মক সংখ্যা ৫-এর সমাঁন। তাহা হইলে, ৫০-০+৫ অর্থাৎ 
аса মান Бо অপেক্ষা পরিমাণ বড়। 7. а>. 
48, মডিউলাস বা পরমমাঁন ( Modulus or Absolute Value ) $ 
বাস্তব সংখ্যার সাংখ্যমানকে উহার মডিউলাঁস বা পরমমাঁন বলে। উদাহরণ 
স্বরূপ চ ও —Б উভয়েরই efas সাংখামান 5; কাজেই £-এর যেমন, তেমনি 
_৮-এরও পরমমান 5 হইবে। সাংকেতিক ভাষায় 5-এর পরমমান | 5 | এবং – 5-91 
পরমমান | —5] — এইরূপ লেখা হয়। 
জ্যামিতিক চিত্রে সংখ্যা-রেখার উপর মূলবিন্দু অর্থাৎ 0 চিহ্নিত বিন্দু হইতে 
বিন্দুবিশেষের দূরত্ব দ্বারাই এ Razis সংখ্যার পরমমান সুচিত হইয়া থাকে। 
বল! বাহুল্য নিক দূরত্ব বিচারে দিকের কোন সম্পর্ক নাই। কাজেই এই দূরত্বের 
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পরমমাঁন সর্বদা ধনাত্মক হইবেই। প্রত্যেক সংখ্যার সাংখ্যমানও সেইরূপ চিহ্নবর্জিত 
বলিয়া কার্যত ধনাত্মক | নিচের চিত্রে দেগা যায়, 0 বিন্দু হইতে ৮-এর বিন্দুটির যেমন, 


5 একক স্পর্শ 5 একক 


ж НЕ рана а 


x’: x 
Saeb -5-4-3-9-1012 345 ba 


এনং চিত্র 
তেমনি —5 চিহ্নিত বিন্দুটিরও দূরত্ব 5 একক। স্থতরাং পরমমাঁন দূরত্বস্থচক বলিয়া 
151 সঠএবং| -5 | =5, 
অতএব, | 2 | =7 হইলে 2-41 মান দ-ও РР আবার — 7-68 হইতে 
পারে। কারণ 0-বিন্দু হইতে 7 ও – 7 চিহ্নিত বিন্দুুইটির প্রত্যেকটির দূরত্ব 7 একক | 
স্থতরাং সাধারণভাবে বলা যায় যে, 
| x | = a হইলে *-এর মান а বা —a. 
এ সম্বন্ধে স্পষ্টতর ধারণার জন্য 1710 অনুচ্ছেদের (i), (1) ও (ii) দ্রষ্টব্য 1 
19. দুইটি সংখ্যার অন্তরফল ও ял পরমমান ( Modulus ог 
Absolute value of the difference and the sum of two numbers ) 2 
(a) 495 চিত্রে দেখ! যায় b হইতে а বিন্দুর দূরত্ব যত, a হইতে 0 বিন্দুর দূরত্ব 
ঠিক ততটুকু। স্থতরাং | ৮- | যে-দূরত্ব শ্ছচিত করে, | ৫-% |-ও সেই দূরত্বই 
সুচিত করিবে । অর্থাৎ 
1 b-a] = | a-b | =a- 0, যেখানে а>}. 
` গণিতের নিয়মেও, পরমমানের সংজ্ঞা হইতে দেখা যায়, 
]Įb-a | = | —(@—%) | -৫-%. 
এখন, চিত্র হইতে দেখা যায় যে, এ বিন্দু ও -o বিন্দুর দূরত্ব | ৫-(-7)। 
= | a+b | =a+b. > 
সপষ্টতঃ, а হইতে 5 বিন্দুর দূরত্ব (9-8) একক, a হইতে -b বিন্দুর দূরত্ব (a+b) 
একক হইতে ক্ষুদ্রতর | অর্থাৎ 
| a—b | €৫+0) অর্থাৎ |a-5|<(lal +181)..0) 
C lal লঞ এবং 15| = 
আবার, b=0 হইলে, 
[а= | = [2-0 [= [а | এবং | ৫ | + | % | =а+о=а 
এক্ষেত্রে, [20-6 | = || + [|| | © (Шу 
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অতএব, (i) ও (ii) স্থত্র একত্রে লইলে বলা যায়, 
la-bl<loi+lol. 
(b) দ্বিতীয়ত, 4নং চিত্র হইতে দেখা যায়, ৫ ধনাত্মক হইলে-এ অবশ্যই 


AIFI তাহা হইলে, 
а= || এবং -а< |a] [৮0151 
ইহার অর্থ, а ধনাত্মক হইলে а= | а | এবং উহা খণাত্মক হইলে 
a< |а|. 
সুতরাং এই দুইটি ফলকে যুক্ত করিলে দাড়ায় 
a< |а | 25 Gii) 
অন্থরূপে, 151, তত (у) 
অতএব, Gü) ও (iv) হইতে 
(а+0)< lal +121 
অর্থাৎ |а+ьр\<{]а|+]5] Г [a+b] =а+ь] 


স্থতয়াং, দুইটি সংখ্যার অন্তরফল বা সমষ্টির পরমমীন এ সংখ্যা দুইটির 
পরমমানের সমষ্টি হইতে ক্ষুদ্রতর অথব! সেই সংখ্যা দুইটির পরমমানের 
সমষ্টির সমান 1 

110. পরমমান-সংক্রান্ত কয়েকটি উল্লেখযোগ্য সিদ্ধান্ত ঃ 

() ৮৯০ হইলে অর্থাৎ ধনাত্মক হইলে, |] =, 

(i) х=о হইলে, |х| =х=0. 

(৷৷ যখন 2<0 অর্থাৎ  খণাত্মক তখন উহা যেন= -৫) যেখানে ৫ ধনাত্মক | 
তাহা হইলে, 


[e| = | —-а@|=а=-—(—а)=-х. 
স্থতরাং, х<0 হইলে, |х|=-х. 
Чу) =>0 হইলে, _ | ₹ | =- এবং | -s | = বলিয়া 
—[к|<]-|; 
কিন্তু т=0 হইলে _ | æ | _-%-0 এবং | -₹ | =z=0 


war, - 14125175517 
(у) আবার যেহেতু, | -e| =т= ls], 
সেইহেতু - 141 € 1], 
সুতরাং (iv) ও (у) হইতে দেখা যায় 
= [21 হু [+= | 
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উদ্বাহরণমালা 
উদ. 1. দৃষ্টান্তের সাহায্যে দেখাও যে আৰৃত্ত দশমিক সংখ্যা যূলদ। 
`4 একটি আবৃত্ত দশমিক সংখ্যা এবং '4= "4444... 
10х'4=10Х 4444... = 44444... 
এবং 1х'4=1х4444 = 4444... 
বিয়োগ করিয়া (19-1)৯4 = 4:0000--- 
অর্থাৎ 9%'4=4, স্থতরাং 4=5  @) 


অনুরপে, `805 একটি আবৃত দশমিক সংখ্যা এবং '$08= 305305305: 
+. 1000х'805=1000 х '305305305--:=305'305805:-. 


1х'308=1 х '305 305 305... * = "305305305... 
বিয়োগ করিয়া 999 х "305 = 805"000000000:- 
বল, ৪০৮ 47১11 
৮০808 099. (ii) 


(0 ও ()-এর দৃষ্টান্ত হইতে দেখা যায় '4 ও 305 যথাক্রমে দুইটি ү সংখ্যা 
5 এবং 5. এইরূপে দেখা যায় сї আবৃত দশমিক সংখ্যা দুইটিকে আকারে লেখা 


যায়, যেখানে ৪ ও ৮ অখণ্ড সংখ্যা এবং 0,40, 

এইভাবে দেখান যায় যে, আৰৃত্ত দশমিক সংখ্যাধাজই যূলদ সংখ্যা | 

টাকা ঃ আবৃত দশমিক সংখ্যা বলিতে সেই সব দশমিক সংখ্যাকে বুঝায়, দশমিক 
বিন্দুর পর ষাহাদের এক বা একাধিক অঙ্ক পর পর আবৃত্ত হয় TI ঘুরিয়! Үп আসে। 
উপরের উদ্দাহরণে '444...সংখ্যাটিকে দশমিক বিন্দুর পর 4 অঙ্কটি বারবার ঘুরিয়া 
atire এবং '805 305 805...সংখ্যাটিতে ঢু অংশটি বার বার п 
আদিতেছে। এইভাবে যে অংশটি আবৃত্ত হয়, একটি чу হইলে তাহার মাথায়, 


একাধিক অঙ্ক হইলে তাহার প্রথম ও শেষ অঙ্কটির মাথায় ফুটকি চিহ্ন б чө 
অংশটিকে সুচিত করা হয়। 


উদ্া. 2. দেখাও যে '234ঠ সংখ্যাটি একটি যূলদ সংখ্যা 
777৬ 0045 — 10023+0048) 
сет оссе 


=100х'23++100х'0045 = 28+45 
100 100 
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এখন, 100 х `45 = 100 X '45 45 45-::=45`45 45 45o 
এবং 1Х'4$=1 х'45 45 45:--= 454545 


বিয়োগ করিয়া 99 х 48 ==45'000000--· 
২২48-48-56. 
SATT 
;. 99428748 239+5/0 958/11, _129__ 129, 
100 100 100 11х50 550 
পষ্টত 129, বা :2328 একটি যূলদ সং 
চি 5 একটি মূলদ সংখ্যা 1 


টাকা £ () উদা. 1-এর আবৃত্ত দশমিক সংখ্যা গুলিতে দশমিক বিন্দুর অব্যবহিত 
পরেই আবৃত্ত অংশ স্থরু হইয়াছে। লক্ষণীয়, এইরূপ সংখার эйе অংশে যতগুলি 
ча থাকে ততগুলি 9 হরে বসাইয়! আবৃন্ত অংশের সংখ্যাটিকে লবে বসাইলেই দংখ্যাটি 
ভগ্নাংশে রূপান্তরিত হয়। 

Gi) উদা, 2-এর সংখ্যাটিতে আবৃত্ত অংশ দশমিক বিন্দুর ছুইঘর পরে সুরু হইয়াছে। 
সেইগন্ত সংখ্যাটিকে 100 দিয়! যুগপৎ গুণ ও ভাগ করিয়া লব ভাগে সংখ্যাটির দশমিক 
багт আবৃত্ত অংশের অব্যবহিত পূর্বে সরাইয়া দেওয়া হইয়াছে। তাহার পর 
(0 এর নিয়মে আবৃত্ত অংশকে ভগ্রাংশে পরিণত করা হইয়াছে এবং সর্বশেষে সরল 
করিয়া লঘিঠ আকারের একটি ভগ্নাংশ পাওয়া গিয়াছে। 

আধৃত্ দশমিককে অন্য উপায়েও ভগ্নাংশ পরিণত করা যায়। 


উদ্া ৪. দেখাও যে, / একটি অমূলদ সংখ্যা | 
УЗ যদি যূলদ হয় তবে যেন, 


J3 =? যেখানে p ও ৫ অখণ্ড সংখ্যা, ৫৯০ এবং £ একটি লঘিষ্ঠ আকারের 


ভগ্নাংশ | 
তাহা হইলে, % ও ৫-এর মধ্যে 1 ভিন্ন কোন সাধারণ উৎপাদক নাই। 
স্পষ্টতঃ, /2-58৫5 এবং সেই কারণে p? একটি 3-41 গুণিতক লংখ্যা। কিন্ত 
pe যদি 3-এর গুণিতক я] হয় তবে 22 কখনই 3-99 গুণিতক হইতে পারে না। 
পারিলে ধরা বাক ৮-৪7%+1 অথবা 8741 
অর্থাৎ ৪2=9%242.8%.1+1 অথবা 9%4-9.87%-24% 
= 8(8%24+21) 4-1 অথবা 308%4471)71 
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সপ্ত; 8(3%*4-2%)+1 অথবা! 8(3%০+-41-1)4+1-_ কোনটিই ৪-এর গুণিতক 
নহে। দেই কারণে р? ও 8-এর গুণিতক হইবে না । কিন্তু কল্পনা чул росе 
8-এর গুণিতক ধরা হইয়াছে। দেখা যাইতেছে, а 3-এর গুণিতক হয় তবেই 
ইহা 1841 REP? যেহেতু ৪-এর গুণিতক সেইহেতু р- নিশ্চয় 8-এর গুণিতক | 
খর! যাক, р=3л. 


তাহা হইলে, p? =9n2= 3g? অর্থাৎ 42—31°, 

অর্থাৎ ৫৪ এবং সেই কারণে এ-ও অবশ্যই 8-এর গুণিতক. সেক্ষেত্রে 2 СЕЙ 
আকারের ভগ্নাংশ থাকে না, কারণ উহার লব р ও হর ৫_-উভয়ের মধ্যে ৪ একটি 
উৎপাদক হয়। কিন্তু ইহা কর্পনা-বিরুদ্ধ| সুতরাং „З.с 2-49 আকারে afad 
ভয্নাংশে লেখা যায় না এবং সেই কারণে ২/৪ যুলদ নহে, অযূলদ সংখ্যা! | 


উদ্দা, 4. ৮ ও চিহ্নিত বিন্দুহইটির মধ্যবর্তী বিন্দুটি কোন্‌ বাস্তব ал 
afs করে? 


—5 হইতে 2 Баз বিন্দুর দূরত্ব | -৮-| = |-?| -?. এই " 


T A 
দূরত্বের অর্ধেক =.= 


-5 হইতে 2-এর দিকে = একক দূরবর্তী Ян 5+1 £ али, | 
Е; Rab সুচিত করিবে। কাজেই -5 ও. 9 চিন্ছিত বিষ্ণু দুইটির মধ্যবিন্দ 


z বাস্তব সংখ্যাকে সুচিত করে। 


টাকা ঃ а Б বিন্দু হইতে —5 চিহ্নিত বিন্দুর দিকে এ ছুই বিন্দুর 
মধ্যবর্তী বিন্দুটিও (2-2) বা এ? বা =* বাস্তব সংখ্যাই সুচিত করে। 


উদ্দা, চ. acd এবং ৫ ও 6 অখণ্ড হইলে a? ও *-এর তুলনা কর। 


G) ১ হইলে অর্থাৎ ধন-সংখ্য। হইলে, ধরা যাক্‌ ৫+ %=১ যেখানে һ>0 
অর্থাৎ % ধনাত্মক | 
তাহা হইলে (a +A)? = 0° অথবা ৪০427 лаа 


০ 5 жт একটি ধনসংখ্যা ] 


» 


ЫР রাস্সীলটি т টিসি т = 


ТОЗУ "РР eG = 
7 = чыч ক рр 
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Gi) কিন্ত যদি ০০ অর্থাৎ а খণসংখ্যা হয় তবে ধরা যাক ০--% এবং 
в+һ= যেখানে k ও ॥ ধনপংখ্যা। সেক্ষেত্রে 
(a+ h)* =, + 0—0? =b?” 
অথবা, h? — 2h +2 =b? 
অথবা, kh h- 90) =. 
এখন, h=2k হইলে, h(h—2k)=0 
а? =k? =b? 
কিন্তু ॥>2% হইলে hlh _ 2%) ধনাত্মক কাজেই 022° А1 ৫৪. 
কিন্তু һ сар হইলে (27) «ет এবং সেই কারণে k? বা 
а?:>?. 
স্থতরাং a Lh এবং а <0 হইলে, ০? এবং 02-49 মধ্যে সঠিক কোন ক্রম-সম্পর্ক 
বাহির কর! যাইবে না। 


“її 1 
1, নিম্নলিখিত সংখ্যাগুলির মধ্যে কোনুগুলি যূলদ এবং কোন্গুলিই বা 
অমূলদ ? 
(i) “00125; (ii) 01955 (ili) 012555-7- ; 
iv) 0° টু vB у 8 
(iv) 05155155575 (v) W (vi) үз? 
(i) '118; Gu bi; б) 26; 


(х) Баай 
B х1'4142185- 


9. প্রমাণ কর যে, নিষ্ঘলিখিত সংখ্যা দুইটির প্রত্যেকটি অযুলদ সংখ্যা; 
Q v2; (i) м5. 
8. F এবং খর মধ্যবর্তী 4টি মূলদ সংখ্যা নির্ণয় কর। 
4 зе কে দশমিক ভগ্নাংশে রূপান্তরিত করিয়া তাহাদের মধ্যবর্তা 2টি মুলদ 


সংখ্য| এবং ও দুইটি মূল সংখ্যার মধ্যবর্তী দুইটি অমূলদ সংখ্যা নির্ণয় কর। 
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5. মানের Sa atyanta সাজা : 
(0 49857], 5 ‘28578, "28581, "8671. 


(ii) 85618...» 35691... "85554, 
6, সংখ্যা-রেখার উপর ১৪, এটি ও %7.কে চিত্রিত কর | 
7. তিন দশমিক স্থান পর্যন্ত অঞ্চসমস্বিত এমন দুইটি чат সংখ্য| নির্ণয় কর 
Чї /2-এর afit এবং y2 যাহাদের মধ্যবর্তী | 
[সংকেতঃ (1'4)?=1'96 এবং (1'5)2=9'25 এবং (v2)2=9, 
а লইয়া, 14< /2<1'6; আবার (1'41)2=1'9881, (1'411)? 
51990911 ইত্যাদিক্রমে (1414)% = 1°999388 কিন্ত (1'415)? = 9009995 | 
অর্থাৎ 1'414</2<1'415 ইত্যাদি] 
8, ₹ একটি বাস্তব সংখ্যা হইলে দেখাও A, 
Че || এ | 15 (8) — lel এপ 151. 
9. এ যে-কোন বাস্তব সংখ্যা এবং 7 যদি এমন কোন ধনাত্মক বাস্তব সংখ্য। হয় 
যে | | <k, তবে, 


() দেখাও যে,-7৩% ; 
(0) বিপরীত ক্রমে দেখাও যে, -॥<=<॥ হইলে | £ | <h. 
[সংকেত ঃ ০১৯৪ হইলে le | =л এবং ০ হইলে |& | = = ধরিয়া 
অগ্রসর হও |] 
19, |s| =5 হইলে а-а মান কি হইতে পারে? 
1 41. 1 65] = 52 হইলে в-а মান কি হইবে? 
12. | в] এচ হইলে দেখাও যে, _ ৮২৩৫৮, 
18. | 52 | ৯5 হইলে দেখাও 299 যান যে-কোন বাস্তব সংখ্যা। 


М. = ও বাস্তব সংখ্যা এবং < হইলে, কারণমহ কোন্টি সত্য এবং কোন্টি 
সত্য নয় তাহা দেখাও: 


(0) @+3)<(у+9); (ii) (2—3)<(у-а), 
в чь ЗМ 6) ао 


15. * বাস্তব সংখ্যা! হইলে যুক্তি দ্বার! প্রমাণ কর যে 
0) Tel = 725 এবং (i) Га | এর মান ও ও 


- প্রখর মধ্যে ষে-টি 
খড় সেইটির иза | 


бео епі 


একটি চলক-সম্বলিত অপেক্ষক 
( Functions of a Single Variable ) => 


2'1. চলক ( Variable ) $ 

(а) যে-রাশির মান সর্বদা নিদিষ্ট ও অপরিবর্তনীয় তাহাকে প্রুবক এবং যে 
রাশির মান (পরিবর্তনশীল অর্থে) চলমান তাহাকে চলরাশি ৰা চলক বলে। 

гт সংখ্যাগুলি 1,2,3 প্রভৃতি যে-কোন সংখ্যা এবং а, b, oh, 0, m, n 
প্রভৃতি অক্ষর দারা 055 করা হয়। চলক সংখ্যাকে ZS করা! হয়, т, у, 2,0,0 
প্রভৃতি অক্ষর দ্বারা। | 

(ф) চলকের অবকাশ (Interval of a Variable ) 3 

প্রত্যেক চলকের মান সমূহ যে-দুইট প্রান্তিক মানের মধ্যে সীমাবদ্ধ থাকে সেই 
দুইটি প্রান্তিক মানের মধ্যবর্তী বিস্তারকে বলে উহার অবকাশ। উদাহরণস্বরূপ, 
къач মান-সমূহ দুইটি ает এ ও 0-49 মধ্যৰ্তী এবং এট হইলে ৫-এর 
অবকাশ হুইবে (b - а) পরিমাণ বিস্তৃত। 
> (0) বদ্ধ অৰকাশ ( Closed Interv] )$ আলোচ্য ক্ষেত্রে যদি асас 
হয়, তবে, ০-এর অবকাশটিকে বলা হয় বদ্ধ অবকাশ এবং তাঁহাকে সাংকেতিক fo 
লেখা হয় [৫১ ১]-রপে। 

(i) মুক্ত অবকাশ ( Open Interval ) ৪ কিন্তু যদি ০% হয় তবে 
воле নিয়ন ও CA সীম! নির্দিষ্ট হইল না। дап ক্ষুদ্রতম মান а হুইতে বড় 
কিন্ত ঠিক কত তাহা নিৰ্দিষ্ট নহে। তেমনি উহার বৃহত্তম মান & হইতে ক্ষুদ্রতর 
কিন্ত ঠিক কত তাহা নির্দিষ্ট নহে। এইরূপ ক্ষেত্রে £-এর অবকাঁশটিকে বল! হয় 
মুক্ত অবকাশ এবং তাহাকে সাংকেতিক চিহ্ে লেখা হয় Ja, চা এইরূপে। 

(i) অর্ধৰদ্ধ বা অর্ধমুক্ত অৱকাশ (Semi-closed or Semi-open 
Interval) $ ago<b বং а<2<0 এই দুইটি সম্পর্কের মধ্যে দেখা যায় 
গ্রথমটিতে -এর ক্ষুদ্রতম মান এবং দ্বিতীয়টিতে азап 9981 মান নির্দিষ্ট । কিন্ত 
প্রথমটিতে &-এর বৃহত্তম মান এবং দ্বিতীয়টিতে ক্ষুদ্রতম মান নির্দিষ্ট নহে। এই রকম 
ক্ষেত্রে ৪-এর অবকাশকে বলে অর্ধবদ্ধ বা 491 এহ হইলে, সাংকেতিক 
бо এর অর্ধবন্ধ বা অর্ধমক্ত অবকাশ হইবে [4,01 এবং ০০০ হইলে 2-91 
অর্ধবদ্ধ বা {гө অবকাশ হইবে ] а, 0 1, 

п (XI—XID)—2 
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(с) নিরপেক্ষ ও সাপেক্ষ চলক (Independent and Dependent 
Variable ) $ 
_ অনেক সময় একটি চলক সম্বলিত একটি রাশির মান হিসাবে অপর একটি চলক 
sozi উদাহরণস্বরূপ %-চলকটি সম্বলিত w- রাঁশিটির মান s-ar বিভিন্ন 
মানের জন্য বিভিন্ন হইতে পারে। অতএব রাশিটির মান шал মান সাপেক্ষ 
অপর একটি চলক %-রূপে কল্পিত হইতে পারে এবং লেখা যাইতে পারে যে, /=% Б. 
স্পষ্টত এক্ষেত্রে ৫ প্রদত্ত এবং উহার মান নিরপেক্ষ ভাবে পরিবর্তনশীল ; কাঁজেই 
উহাকে নিরপেক্ষ-চলক বলা হয়! কিন্তু দেখা যায়, у এখানে ৫-এর মান সাপেক্ষে 
প্রাপ্ত মানু; অর্থাৎ উহার মান ৫-এর মানের উপর নির্ভরশীল। সেই কারণে এইরূপ 
ক্ষেত্রে /-কে বলে সাপেক্ষ БӘТ | 
2'2, একটি চল ক-সন্বলিত অপেক্ষ ক (Functionof a single Variable) : 
(0 অপেক্ষকের আলোচনার স্ুচনায় প্রথমে একটি প্রশ্ন বিচার করা যাইতে 
পারে। প্রশ্নটি যেন এইরূপ £ 
একটি বাস্তব সংখ্যাকে 9 দিয়! গুণ করিয়া প্রাপ্ত গুণফলের সহিত 1 যোগ করিলে 
অপর একটি বাস্তব সংখ্য! পায়! যায়। প্রদত্ত সংখ্যাটির সহিত উহ হইতে উল্লিখিত 
নিয়মে প্রাপ্ত সংখ্যাটির সম্পর্ক কিরূপ ? 
এখানে প্রথমোক্ত সংখ্যাটিকে ш ধরিলে, এ-এর মান যে-কোন বাস্তব সংখ্যা হইতে 
পারে। সেক্ষেত্রে 2 একটি চলক এবং উহার অবকাশ ]- ос, = [, অর্থাৎ - ০০ 
হইতে = পর্যন্ত বিস্তারিত। অর্থাৎ_ ০ ৮৫৯, 
তাহা হইলে প্রদত্ত নিয়মটি হইল: “৫-এর অবকাশ সীমায় উহার প্রত্যেকটি 
মানকে দিয়! গুণ করিয়! প্রাপ্ত গুণফলের সহিত 1 যোগ করিতে হইবে |” এই নিয়ম 
IRATA, ৫-এর প্রতিটি মান হইতে 254-1 আকারের একটি মান পাওয়া যাইবে | 
কথার ভাষায় লিখিত এই অম্পর্কটিকে সাংকেতিক ভাষায় লেখা হয় এইভাবে £ 
292-1 এবং তাহার অর্থ ш হইতে প্রদত্ত নিয়মে AtA মান 921. 
(ii) উল্লিখিত সম্পর্কটিকে তালিকার আকারেও প্রকাশ করা যায়। যথা 
৪ হইতে প্রদত্ত নিয়মে প্রাপ্ত মান 1(= 2% 04-1). 
ЧУС, 1 হইতে 3 (৪৯141), 
9°, 5 (=9x9+1), 
ЗО 9861); 
4-5 9 (=2х4+1), 
Б^ „11 (=9х5+1), 
2 


ইত্যাদিক্রমে » ®@а+1(=2ха-+Е1) পাওয়া যায়| 
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কুতরাং দেখা যাইতেছে যে (0,1), (1,3), (9,5), (3,7), (4,9), (5,11) প্রভৃতির 
অত সাধারণভাবে ( 2,921) একই সম্পর্কে সংগ্রিষ্ট। আরও দেখা যায় যে, 

এইরপ প্রত্যেক জোড়া মানের প্রথমটি হইতে প্রদত্ত নিয়মে যে একটি এবং মাত্র 
একটিই সংখ্যা পাওয়! যায় তাহাই হইল উহার সহিত সংশ্লিষ্ট বা বন্ধনীর ভিতর জোটবদ্ধ 
দ্বিতীয় সংখ্যাঁটি। এইভাবেই, 1-এর সহিত З, 2-44 সহিত 5, 3-এর সহিত 7,4-এর 
সহিত 9, চ-এর সহিত 11 এবং সাধারণভাবে গ-এর সহিত 2541 সংখ্যাটি 
সম্পৰ্কিত ও বন্ধনীতুক্ত হইয়াছে। একটির সহিত একটির এইরূপ সম্পর্ককে তাই 
এক-এক বা একৈক সম্পর্ক বলে। দম্পর্কটির দ্বিতীয় বৈশিষ্ট্য হইল এই যে, 
প্রথম সংখ্যাটির মান হইতে প্রদত্ত নিয়মে প্রাপ্ত দ্বিতীয় সংখ্যাটির মান প্রথমোক্ত 
নংখ্যাটির মানের উপরই নির্ভরশীল বা অপেক্ষক। এই কারণে উল্লিখিত একৈক 
মম্পর্কটিকে গণিতের ভাষায় বলে অপেক্ষক। 

(ш) স্থতরাং উপরের (i) ও (0) বিভাগের আলোচনার আলোকে অপেক্ষক 
ял, এইবার, নিম্নরূপ একটি সংজ্ঞা দেওয়া যায় = 

একটি চলকের অবকাশ পীমার মধ্যে উহার বিভিন্ন মানের প্রত্যেকটি 
ছইতে যখন প্রদত্ত একটি নিয়মে অপর একটি এবং মাত্র একটিই সংখ্যা 
পাওয়। যায় তখন ওঁ চলকের মান ও উহ? হইতে প্রাপ্ত সংখ্যার 
সম্পর্কটিকে বলে একটি চলক-সন্বলিত অপেক্ষক। 

এখানে উল্লেখযোগ্য অপেক্ষক ৰলিতে এই গ্রন্ছে সর্বদা বাস্তব অপেক্ষকই 
বুঝান হুইবে। 

(1) এই অনুচ্ছেদের (i) বিভাগের আলোচনা হইতে দেখা যায়, (1,3), 
(а, 5), (3, 7), (4, 9), (5, 11) প্রভৃতি বন্ধনীভুক্ত «саіеі মানের মধ্যে প্রদত্ত 
aata এক ও অভিন্ন যে-একটি একৈক я রহিয়াছে তাহাকেই অপেক্ষক বলা হয়। 
তাহা হইলে বল! যায়, প্রদত্ত яя 4] নিয়মে বদ্ধ কতগুলি যুগলমানকে লইয়াই একটি 
অপেক্ষক গঠিত। সেই বিচারে, 


অপেক্ষক মাত্রই সংজ্ঞাবদ্ধ নিয়মে সম্পর্কিত যুগলমানের সমবায় । 

28. অপেক্ষকের সাংকেতিক 1095 (Function Notation ) $ 

(এ) অপেক্ষক কথাটি ইংরাজি 1£98০০৪-এর еч 1 সেই কারণে 
£8906% এর আগ্তক্ষর /-দার! একটি অপেক্ষক সুচিত হইয়া থাকে | অনেক ক্ষেত্রে 
অবশ্য /-এর বলে, 9, , % $, প্রভৃতি অন্তান্ত অক্ষর ঘারাও অপেক্ষক হুচিত হয়। 

পূর্বের আলোচন! অনুসারে, দেখা গিয়াছে যে বাস্তব সংখ্যা а হইতে প্রাপ্ত 2471 
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একটি বাস্তব ЧЛ! এই ош ও (2০41)-এর সম্পর্কটি একটি অপেক্ষক বুঝায়। 
এখন এই অপেক্ষকাটিকে যদি দারা সুচিত কর! হয় তবে উহাকে সাংকেতিক ভাষায় 
নিমলিখিত যে-কোন একটি উপায়ে প্রকাশ করা যায় £ 
G) /এমন একটি অপেক্ষক যাহা 7/)-5%%+1 সমীকরণ দ্বারা সংজ্ঞাবদ্ধ; 
(8) / এমন একটি অপেক্ষক যাহার সংজ্ঞা у= 241; 
(ШШ) / এমন একটি অপেক্ষক যাহার সংজ্ঞা ৪-৯০%+] 
(অর্থাৎ ৫ হইতেছে 29641) 
Gv) Ха) =9=+1 একটি অপেক্ষক । 
তাহা হইলে, যখন ৮0, তখন (0)=2x0+1=1, 
„ s=], „ Д1)=2х1+1=3, 
„ %=2, „ f(2)=2X2+1=5, 
„ 2=8, „ /(8)=2х3+1=7, 
ইত্যাদি ক্রমে, „ т=з „ /(৪)-৪১৫৪+1-৪০+], 
অন্রূপে, ষর্দি 9 অপেক্ষকটির সংজ্ঞা হয়,  (০)-+/78-2-এর ধনাত্মক 
মূল তবে, 
4(—4)= У/тв—(—4)#= /16—16=0, 
g(—3)= 16—(—3)#= У/16—9= V7, 
#(—2)= У16 (-9)০-৭18- 4. У19=9 уЗ, 
—1)=%16 -(—1)#= /16-1= 715, 
00) = VI6—0:= Vi6=4 


0(4)= „/16—4%= „/16—16=0. 

এইভাবে দেখা АН а) দ্বারা ৫ হইতে প্রাপ্ত একটি মান বুঝায়। কাজেই 
1(*)-এর অর্থ যেমন 1х (х) নহে, তেমনি উহাকে «-এর অপেক্ষক বলাও 
সঙ্গত নহে। কারণ? ও /()-এর সম্পর্কটিকেই অপেক্ষক বলে এবং তাহা / ছার! 
সুচিত হয়। অন্থরূপে 00০). //1б—д# সংজ্ঞায় g একটি অপেক্ষক | 

(0) অপেক্ষক সকল সময় একটি মাত্র সমীকরণের সংজ্ঞায় স্থচিত হয় না। বস্তুতঃ 
এমন কিছু অপেক্ষক আছে যাহাদের বৈজিক রাশির সম্পর্ক দ্বারা আদৌ প্রকাশ করা 
যায় না) তাহাঁদের কথার ভাষায় ৰা লেখ-দ্বার! প্রকাশ করিতে হয়। এই ধরনের 
অপেক্ষকের আলোচনা পরে আসিবে | 
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আপাততঃ, এই কথাটি মনে রাখা প্রয়োজন ষে একটিমাত্র সমীকরণের সংজ্ঞা দ্বারা 
একটি অপেক্ষক প্রকাশ করিতেই হইবে, এমন কোন কথা নাই। আবশ্যিক ইহাই যে 
একটি অপেক্ষকের সম্পর্কিত মান-যুগল সর্বদ| একটি নিয়মের সংজ্ঞায় আবদ্ধ থাকিবে। 

7 @= | | অপেক্ষকটিকে বিচার করা যাইতে পারে। যেহেতু, [৪ | =, 
ঘখন ৪৯৯০ এবং | এ | = а, যখন ৪৫০, সেইহেতু আলোচ্য / অপেক্ষকটিকে 
নিচের মত ছুইভাগে প্রকাশ কর! ষায়। 

Ха) =, ষখন ৪৯৯০ এবং Да)= ৩, ষখন ০. সংক্ষেপে, এই অপেক্ষকটিকে 
সাংকেতিক চিহ্ছে লেখা যায় এইভাবে £ 


СЕ 7 ০৯৯০, 
O ৪৪, 


94. অপেক্ষকের ব্যাপ্তি ও প্রসার (Domain and Range ot а 
function )$ 

অপেক্ষকের সংজ্ঞাটি বিশ্লেষণ করিলে দেখা যায় যে উহার মধ্যে, () একটি 
অবকাশ সীমায় উল্লিখিত চলকের বিভিন্ন মান সম্বলিত এক প্রস্থ সংখ্যা, 
(Н) অপেক্ষকটির নংজ্ঞাক্ছচক একটি নিয়ম এবং (1) প্রথমোক্ত সংখ্যাগুলি হইতে 
প্রাপ্ত অপেক্ষক-সম্পর্কে সম্পকিত আরেক প্রস্থ সংখ্যার ধারণা নিহিত রহিয়াছে। 

ইহাদের মধ্যে প্রথমোক্ত প্রন্থের অর্থাৎ প্রদত্ত চলকের অবকাশটিকে বলা 
жу অপেক্ষকটির ব্যান্তি (Domain ) এবং প্রথমোক্ত প্রস্থ হইতে প্রদত্ত 
নিয়মে প্রাপ্ত সংখ্যাগুলির শেষোক্ত প্রন্থটির অবকাশকে বলা হুয় 
জপেক্ষকটির প্রসার (Range). 

() এই সংজ্ঞা অনুসারে, যদি (৮)-924] হয়, যেখানে ш একটি বাস্তব সংখ্যা, 
তবে অপেক্ষক /-এর ব্যাপ্তি ] =, »[ অর্থাৎ বাস্তব সংখ্যার প্রস্থ В; কেননা 
ঠ-এর মান বাস্তব সংখ্যার গ্রন্থে -০০ হইতে = পর্যন্ত উভয়দিকে মুক্ত অবকাশে 
বিস্তৃত। অঙ্গুরূপে яя প্রতিটি মানের =з যে {(%)-মানটি পাওয়া যাইবে 
তাহা'ও সমগ্র বাস্তবদংখ্যার প্রস্থটির মধ্যে প্রসারিত) কাজেই এক্ষেত্রে /-এর প্রসারও 
1- =, =[. 

08) কিন্তু 0৫)-+ JIE meta বিবৃত 9 অপেক্ষকটির বেলায় দেখা যায় 
ঞ-এর মান —4 হইতে ক্ষুদ্বতর বা 4 হইতে বৃহত্তর হইতে পারে না। কারণ £-এর মান 
_& হইতে TATA বা 4 হইতে বৃহত্তর হইলেই ৮৪-এর মান 16 হইতে বৃহত্তর হইবে। 
তখন 16—22 খণাত্মক এবং সেই কারণে + /16—а5 একটি কাল্পনিক সংখ্যা হইয়া 
পড়িবে। পূর্বেই বলা হইয়াছে যে, অপেক্ষক বলিতে আমরা বাস্তব সংখ্যার সম্পর্কই 
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বুঝিব। অতএব 2-91 মান এখানে —4 ও 4 এর মধ্যে সীমাবদ্ধ অর্থাৎ এখানে 
—4<х<4. অতএব এক্ষেত্রে ০-এক্স ব্যাপ্তি [—4, 4]. 

আবার দেখ! যায় 00%)-এর বৃহত্তম মান হইল 9(0)= 416 _0২-4 এবং 
000) = + /16—12=0 ও 9(-4)= + 4160 4)-.0 বলিয়া 0(2)--এর 
ক্ষুদ্রতম মান= 0. স্থতরাং 9-এর প্রসার [0,4]. 

টাক! £ এখানে লক্ষণীয় ষে 0) এর / অপেক্ষকটির ব্যাপি, “ш একটি বাস্তব 
সংখ্যা” কথাটির মধ্যে ব্যক্ত কিন্তু (1) এর 9 অপেক্ষকটির ব্যাধি чу! 7-এর সংজ্ঞা 
হইতে উহার ব্যাপ্ধি নির্ণয় করা হইয়াছে। 


(iii) =? সংজ্ঞায় প্রকাশিত / অপেক্ষকটিতে যদি ০০6 হয় তবে 


рт পড়ে। সেক্ষেত্রে /-এর অর্থাৎ /(2)-এর কোন মানই পাওয়! যায় 


না। সুতরাং y= Lte সুচিত অপেক্ষকটির ব্যাধির মধ্যে Б সংখ্যাটি অবর্তমান। 


-এর মান দক 5 бе যে কোন বাস্তব সংখ্যা হইতে পারে। স্থতরাং চ-বঞ্জিত 
বাস্তব সংখ্যার প্রস্থটিই এখানে ব্যাপ্রি। সংকেতিক ভাষায় বাস্তব সংখ্যার প্রস্থ ৪-দ্বারা 
সুচিত হয় ; সেই কারণে Б বর্জিত В—(® সুচিত কর! হয় R~ Б সংকেত gia | 


অতএব Y= Za ӘЙ -5। কিন্তু অপেক্ষকটির প্রসার Б afars নহে। 


কাঁরণ,৫-4 হইলে ৪ -১4-1-5 з অতএব অপেক্ষকটির প্রসার R еч 


বা]-০০ œf. 
(iv) /(%)= ৯/(-2)0-8)-এর ধনাত্মক а লইলে ৫.1 বা, = 38-99 
জন্য /(2)-0, কিন্তু ৮৫] বা ১৯৪-এর জন্য Дх) কাল্পনিক হইয়া পড়ে। সেই 
কারণে এখানে /-এর ব্যাপ্তি [1, 9]. 


O কিন ৫০৮ বুট чуу чгттабгв (Va -e= 


ধনাত্মক ধরিলে | ০] বা == হইতে পারে না, কেননা ০-এর মান 1 বা 3 হইলে 


w=; হইয়া পড়ে এবং সেক্ষেত্রে 00০)-এর কোন মান পাওয়া যায় না। স্থৃতরাং 
এ-এর মান এখানে এইরূপ যে 1<%<$ অর্থাৎ এক্ষেত্রে ০-এর ব্যাপি ]1, 8]. 


রর র 
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25, অপেক্ষকত্ব-বিচার ( Examinatiom of functionality )% 

কোন সমীকরণ একটি অপেক্ষক সুচিত করে কিনা ЮЕ] বিচার করিবার সময় 
প্রথমেই দেখিতে হইবে উহার মধ্যে কোনটি নিরপেক্ষ চলক | দ্বিতীয়তঃ 2 নিরপেক্ষ 
চলকটির ব্যাপ্তি নির্ণয় করিতে হইবে। তৃতীয়তঃ, দেখিতে হইবে 9 ব্যাপ্তির সীমায় 
নিরপেক্ষ চলকটির প্রত্যেকটি মান হইতে প্রদত্ত সমীকরণের নিয়মে একটি এবং মাত্র 
একটিই মান পাওয়া যায় কিন1| যদি বায়, তবেই সমীকরণটি একটি অপেক্ষক স্মচিত 
করিবে। 

এই প্রসঙ্গে মনে রাখা প্রয়োজন, যে-কোন অপেক্গকের ব্যাধির মধ্যস্থ একাধিক 
মান হইতে প্রত নিয়মে প্রসারের একই মান পাওয়া যাইতে পায়ে। উদাহরণস্বরূপ, 
faa অপেক্ষকটিয় ব্যাপ্তি বাস্তবসংখ্যার ае В অর্থাৎ ]- ৮, ০1, উহার 
2=1 হইতে Дш)=1 এবং т=—1 হুইতেও /(৮)-1 পাওয়া যায়। স্থতরাং 
(1,1) এবং (-1, 1) উভয়ই /এর эпте | অস্করূপে (9, 4), (—9,4), 
(8, 9) (= 9, 9) ইত্যাদি প্রত্যেকটি যুগলমান /-এর чор এইরূপ বদ্ধনীভুক্ত 
প্রতিটি যুগলমানের প্রথমটি / অপেক্ষকের ব্যাধিয় এবং দ্বিতীয়টি (প্রথমটি হইতে 
প্রাপ্ত ) প্রসারভূক্ত মান। অপেক্গকের সংজ্ঞায় কোথায়ও এমন কথা নাই যে প্রসার- 
ভুক্ত একটি মান ব্যাপ্তির একাধিক মান হইতে উৎপন্ন হইতে পারে না। বল! হইয়াছে 
শুধু ইহাই যে ব্যাধির প্রতিটি মান হইতে প্রসারের মধ্যে একটির বেশী মান থাকিতে 
পারিবে না। আলোচ্য ক্ষেত্রে 1 হইতে প্রদত্ত নিয়মে 1 ছাড়া দ্বিতীয় কোন সংখ্যা 
পাওয়া যায় না। ২০৬ ১75778৮৮৮৬৮ 
হউক না তাহা সেই ]. өй: দেখিতে হইবে শুধু এই যে, একাধিক ый vı 
যুগলমানের মধ্যে ফেন ব্যাধিতুকত প্রথম মানটি না থাকে তাহা হইলেই অপেক্ষ A 
সম্বন্ধে কৃতনিশ্চয় еті যাইবে। এই নিয়মে (9, 4) ও (_9, 4) একটি অং 
অন্তত যুগলমান হইতে পারে। কিন্তু (4, 9) ও (4, _9) কখনও একটি অপেক্ষকেরী, ৫, 
যুগালমান হইতে পারে না, কেননা সেক্ষেত্রে 4 হইতে এ ও -9, এই দুইটি মান + 
পাওয়া! atal 

অপেক্ষক সম্বন্ধে উপরের আলোচনাটুকু সর্বপ্রধত্রে মনে রাখিয়া এইবার কয়েকটি 
সমীকরণের অপেক্ষকত্ব বিচার করা যাইতে পারে। 
() ॥*=*% সমীকরণটিতে я যদি ধনাত্মক বাস্তব মান হয় অর্থাৎ "এর অবকাশ 
| যদি [0, ০ [হয় তবে tya Э হ-এর প্রতিটি মান হইতে উহার 

ধনাত্মক ও খণাত্মক, এই দুইটি ча পাওয়া যায়। অর্থাৎ সেক্ষেত্রে 2 হুইতে 


Ёз É pags 
= ЖАЗ দিকে 
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+%5 ও -Vz এই দুইটি মান পাওয়া যায়। অতএব ॥*=% একটি অপেক্ষক 
সুচিত করিতে পারে না। 

G) কিন্ত /= 4- /৪ মমীকরণে єч ব্যাধি যদি (0, ০[ হয় তবে шч 
প্রতিটি ধনাত্মক বাস্তব মান হইতে উহার ধনাত্মক বর্গমূল হিসাবে একটিই এবং একটি 
মাত্র মান পাওয়া যাইবে । অতএব ©] একটি অপেক্ষক সুচিত করিবে। 

"ЕЕ, ৫৯৮০ হইলে ॥= – Ул একটি অপেক্ষক সুচিত করিবে। 

(01) | |=? হইলে у== বা -v হইতে পারে।* কারণ | а | =g 
এবং | —2 | =r. ge ৫-এর প্রতিটি মান হইতে এখানে দুইটি ভিন্ন মান পাওয়া 
যায়। অতএব | у | =л একটি অপেক্ষক 'নহে। 

কিন্তু у= | % | একটি অপেক্ষক ; কেননা а-ай যে-কোন বাস্তব মান এ বা! а 
হইলে |a | =a এবং | —а | =a. অর্থাৎ (a, а) বা (- a, а) আকারের একাধিক 
যুগলমাঁনে কখনও প্রথম মানটি পুনরাবৃত্ত হইবে না। ইহার অর্থ «এর প্রতিটি বাস্তব 
মান হইতে একটি এবং মাত্র একটিই ধনাত্মক বাস্তব মান পাওয়া যাইবে। 


Gv) a=- সমীকরণটি কি শর্তে একটি অপেক্ষক সুচিত করিবে? 


০০0 হইলে Ла) হইয়া পড়ে। সেক্ষেত্রে /(2)-এর কোন মান 
পাওয়া! যাইবে না। সেইরূপ <0 হইলে Ve কাল্পনিক হইয়া পড়ে। তৃতীয়ত, 
৪৯০ হইলেও +/2-এর দুইটি বর্গমূলের জন্য /(2)-এর দুইটি মান পাঁওয়! যাইবে বলিয়া! 
4(2)= 72 সপেক্ষক হইবে নাঃ অতএব ৫৯০ হইলে এবং /= ছারা ৫-এর ধনাত্মক 


qiqa বাইলেই Да)=—- একটি অপেক্ষক সুচিত করিবে। 


উদাহুরণমাল! 
উদ্বা. 1. প্রতিটি tete সংখ্যার সহিত উহার অব্যবহিত পরবর্তাঁ সংখ্যাটি 
অপেক্ষক-সম্পর্কে সম্পর্কিত ; সাংকেতিক সুত্রে এই অপেক্ষকটি প্রকাশ কর। এ 
тй সাহায্যে 3, 5 ও 11 হইতে ata মানগুলিকে কিভাবে প্রকাশ করা যায়? 
о NAGE একটি স্বাভাবিক সংখ্যা হইলে, উহার অব্যবহিত পরের সংখ্যাটি হইবে 
n+l; সুতরাং ॥-এর সহিত (%4-1)-এর সম্পর্কটিকে / অপেক্ষক দ্বারা ТӨ» করিয়া 
লেখ! যায়, 


ро সস 


. 
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Ло) =п+1, যেখানে л একটি স্বাভাবিক সংখা! | এই সুত্র অনুসারে 3, 5 ও 
11 হইতে প্রাপ্ত মানগুলিকে নিয়রূপে প্রকাশ করা যায় 
/(৪)-৪+1-74 
1 (5)= 5+1=6 
/(11)=11+1=19. 
উদ্দা, 2. নিয়লিখিত সম্পর্ক দুইটিকে গণিতের ভাষায় প্রকাশ কর এবং তাহাদের 
কোন্টি অপেক্ষক শু কোন্টি অপেক্ষক নয় তাহ! কারপসহ বল। 
() প্রথম, দ্বিতীয়, তৃতীয় প্রভৃতি স্বাভাবিক সংখ্যার সহিত 1-এর পরবর্তী 
প্রথম,'দ্বিতীয়, তৃতীয় প্রভৃতি ৰিজোড় সংখ্যার সম্পর্ক । 
(Н). যে-কোন বাস্তব সংখ্যার সহিত উহার аЛа বগযূলের সম্পর্ক 1 
() এখানে, প্রথম বিজোড় সংখ্যা=3=9%141, 
дт" * =Б=х2+1, 
তৃতীয় ' ” =7=2х3+1, 
য় ৮৮9১৫] ইত্যাদি? 
, » স্বাভাবিক সংখ্যা হইলে ॥-তম বিজোড় সংখ্যা হইবে 941 এবং উহার 


মান у হইলে, 
f(n)=9n+1 


বা,  у=®а+1 

ইছা হইতে দেখা মায় ॥-এর 1,9, 3, প্রভৃতি প্রতিটি মান হইতে 9+ 1-এর 
একটি এবং মাত্র একটিই মান পাওয়া যায়। чөл, 

॥= 241, (যেখানে п একটি স্বাভাবিক সংখা!) একটি অপেক্ষকের সংজ্ঞা। 

G) এ যে-কোন একটি বাস্তব সংখ্যা হইলে উহার VIRAT ৪, এই aaa 
дїп Vai; কাজেই //৫৪-এর মান  ধরিলে, 

у= „/23, যেখানে এ একটি বাস্তবসংখ্যা। 

যেহেতু ої £৩ লেইহেতু *-এর প্রতিটি বাস্তব মানের জন্ত Sa? অর্থাৎ у- 
এর দুইটি মান পাওয়া যাইবে। সেইজন্ত, এখানে 

у= УЗ একটি অপেক্ষক নহে। 

উদ্দা, ৪. Ла) =22 2+1 হইলে নিয়লিখিত মানগুলি নির্ণয় ж: 

(0) у(8)+/ (1); (i) /(8++1); (її) /(0)./(83); (у) /(9.8)% 
б) 7(4)+/ (0); (vi) /(4+9). 
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G) /৫)-8%-8+1- পন এবং f (1)=1°-1+1=1 
,  f (8)+7 ৫)-%+1-8. 
Gi) 7(8+1)=7 (4)=42-4+1=13. 
Gii) 7(9)=9% 9+1=8 এবং f (3)=7 
. f2). f(8)=3x1=21; 
(iv) /(@3)=/(6)=6°—6-Е1=31; 
1 


= M A al] i st ME L 2 4 
б) 7/@ту(@= aa з 5) 


(vi) /(4-+2)=у(2)=3. 
ЗТ. 4, 9 (৫)-০+1. এবং ॥ (2)=9%-1 হইলে নিয়লিখিত: মানগুলি 
কর; 
() o(h(2)); (i) h(g (9) ); üii) g (4170), 
(у) (9). (1), (у) мз) D. 
(i) һ(%)=29-1=3; 4.0 (% ())-৫ (8)=3+1=4; 
(Н) 0 (9)=9+1=3; ~”. һ (0 (2))=h (8)=2.3-1=5; 
Gii) g(4)=4+1=5; 7 (1) =91-1=1; 
g (0) +%1)=5+1=6; 
(w) о(0) 315 এব» (1)-9.-1-59 
; 1)701)-5১-8.-8. 
7 JAL Erur 1° 
(v) 7 (8)-9১৪-1- 6১ 0(—9)=-9+1=-1; 
(0) = হি 
5 е 
©]. 5. Баб প্রত্যেকটি অপেক্ষকের অনুক্ত ব্যাপ্তি ও প্রসার নির্ণয় কর ৯ 


G) t@=}; (н 7৫)-/9- 25. 


5 


0) а=0 হইলে ; /)- বলিয়া а= Сая জন্ত Ла) ая কোন মান পাওয়া: 
যাইবে না। %-এর অন্য প্রত্যেকটি বাস্তব মানের জন্য /(৫)-এর একটি বাস্তব মান পাওয়া 
যাইবে। আবার -এর শূন্য ভিন্ন কোন বাস্তব মানের জন্যই 2-এর মান 0 হইবে ন! 


একটি চলক-সম্বলিত অপেক্ষক 25 


সুতরাং এক্ষেত্রে /এর ব্যাপ্তি ও প্রসার উভয়ই 0-বজিত বাস্তব-সংখ্যার AE 
অর্থাৎ ৮৮-০, 

() এখানে, (0)= /9_0= /9=3 এবং/0৪)- /9— (+3) 

= V9-9=0: 

এখানে 2<—3 বা ০৯৪ হইলে -2০-এর মান কাল্পনিক হইয়া পড়ে। 
আবার +/9 —27-а সর্বোচ্চ বাস্তব মান 3 এবং সর্বনিয় বাস্তব মান 0, 

স্থৃতরাং /-এর ব্যাপ্তি [- 8, 8] এবং প্রসার [0, 8]. 

টাক! £ লক্ষ্যণীয় যে এখানে VIa? দ্বারা ধনাত্মক বর্গমূল সাপেক্ষেই / একটি 
অপেক্ষক। 

উদ. 6. /(%) যদি 2 হইতে 19-91 মধ্যে ॥-তম অখণ্ড সংখ্যার 1 ভিন্ন 
মৌলিক উৎপাদকগুলির সংখ্য! সুচিত করে তবে /-এর ব্যাপ্তি ও প্রসার কত? 

1(8)+1(19)- /(6)-এর মান কত? 

এ হইতে 19 পর্যন্ত 11টি অখণ্ড সংখ্যার যে-কোনটি ॥-এর মান হইতে পারে। 
সুতরাং এক্ষেত্রে /-এর ব্যাপ্তি (2, 12], যখন k অখণ্ড সংখ্যা । আবার, 2 হইতে 19 
পর্যন্ত কোন সংখ্যার মধ্যে একটির কম বা টির বেশী উৎপাদক নাই 1 স্থতরাং এক্ষেত্রে 
/-এর প্রসার [1, 8]. 

তৃতীয়তঃ, (8)=1, / (19)=1(8.2.9)=8 এবং/ (6)-/ (9.8)=2 

7 (8) +Д12)-/(6)=1+3-=9. 


প্রশ্মমালা 2 


1. নিচের প্রত্যেকটি প্রশ্নে একটি অপেক্ষক সম্পর্ক বিবৃত হুইয়াছে। উছাকে 
সাংকেতিক ভাষায় প্রকাশ কর ঃ 

G স্বাভাবিক সংখ্যার প্রস্থে প্রত্যেকটি সংখ্যা হইতে উহার সহিত একৈক 
সম্পর্কে সংশ্লিষ্ট একটি অথণ্ড জোড়সংখ্যা পাওয়া যায়। 

G) প্রত্যেকটি অখণ্ড জোড়সংখ্য| হইতে একৈক-মম্পর্কে সম্পকিত একটি অখণ্ড 

" বিজোড় সংখ্যা আছে। 

Gi) প্রত্যেক ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্য। হইতে উহার দ্বিগুণ অপেক্ষা! 1 কম, এমন 
একটি অখণ্ড ধনসংখ্যা পাওয়া যায়। 
(10) প্রত্যেকটি স্বাভাবিক সংখ্যার একটি অন্তোন্যক আছে। 
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(॥) দুই অঙ্কের প্রতিটি অখণ্ড ধনসংখ্যা উহার অঙ্ক দুইটির সমষ্টির সহিত একৈক 


সম্পর্কে সম্পকিত। 
2, 1 নম্বর প্রশ্নের অন্তর্গত প্রতিটি অপেক্ষকের ব্যাপ্তি ও প্রসার নির্ণয় কর। 


8, নিয়লিখিত প্রশ্নগুলিতে বিবৃত সম্পর্কগুলির কোন্টি অপেক্ষক এবং কোনটি 


'অপেক্ষক নয় তাহা কারণসহ বল £ 
O [1,2] অবকাশে প্রত্যেকটি বাস্তব সংখ্যার সহিত উহার অর্ধেক বাস্তব 


সংখ্যার অম্পর্ক। 
() প্রত্যেকটি স্বাভাবিক সংখ্যার সহিত প্রত্যেকটি মৌলিক স্বাভাবিক সংখ্যায় 


দম্পর্ক। 
(8) যে-কোন বাস্তবসংখ্যার সহিত উহার ঘনমানের সম্পর্ক। 
(%) একটি বাড়ির প্রত্যেকটি ঘরে 40 জানালা থাকিলে প্রতিবাঁড়ির ঘরের 


সংখ্যার সহিত মোট জানালার সংখ্যার সম্পর্ক। 
(у) প্রত্যেকটি ধনাত্মক বাস্তবসংখ্যার সহিত উহার চতুর্থ মূলের সম্পর্ক | 
Gi) ॥= + 4 এ বাস্তব সংখ্যা। 
tvii) у= Мо, о অখণ্ড ধনসংখ্যা। 
(viii) V3=%, & বাস্তবসংখ্যা 1 
(ix) v ০8০, w বাস্তবসংখ্যা। 
(х) ছুই অঙ্কের সংখ্যাগুলির প্রতিটির অঙ্ক-দুইটির সমষ্টির সহিত 9 সংখ্যার সম্পর্ক। 
1. 7 ৫)-৪০০-৮ হইলে নিম্নলিখিত মাঁশগুলি নিৰ্ণয় কর ঃ 
© fa; ü) 709); (ш) у(3)+/(8); (iv) (3+3); 
4) afa); (м) FOS (9); (vi) s02); (viii) 704)--7(9); 
à 511 1 
©) ат, б) Д): 0 ууу 
Б. /(ш)=+1 এবং 0 (৫)-৪০-] হইলে নিম্নলিখিত মানগুলি নিৰ্ণয় কর £ 


() soa); (ч) g); 
(ш) g 0)-f (1); (iv) /(9)-৫ (1); 
(ж) 701).0 (1); (vi) /(9)--৫ (8) 
২70). (9). К ДО 
0) 7005 * (vi) FOG) 


(ix) f(2)°(0); (х) 9 (9)+0), 
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6. ас? tasi tags t+ © Hatta এই রাঁশিমালাটির %-তম পদে 


£-উৎপাঁদকটির সংখ্যা যদি / (%)-ছার! ক্ছচিত হয়, তবে, 
() уча ব্যাপ্তি কি? (i) ra প্রসার কত! Gii) 7 (7) +25) 


=f (4) -F (9)— এর মান কত ? 
т, “এক-প্রন্থ সংখ্যার একটির সহিত আরেক প্রস্থ সংখ্যার একটির, এক হইতে 
একের সম্পর্ককে একৈক-সম্পক বলে।”__এই বাক্যটির %-তম শবে “কা'-অক্ষরটির সংখ্যা! 


যদি g (৪)-দারা সুচিত হয়, তবে, 
f | hr 0(11)470019)-9(19) এক 
o ০-এর ব্যাপ্তি, (0) ০-এর প্রসার এবং (8) ру о (8) (5). এর 


মান নির্ণয় কর। 
в. নিম্নলিখিত অপেক্ষকগুলির অনৃক্ ব্যাপ্তি ও প্রসার নির্ণয় কর : 
() / ৫৪৯15 (Ш) 70) = 32; 
৮ (৯) 4৫) VES 
б) romant 2 (0 AO fi 
(ун) 7()=25 (И) s а= А 
(x) 7 (0) Уї-25 575) (0)=V iza, 


26. একটি চলকবিশিষ্ট বিভিন্ন প্রকীরের অপেক্ষক (Diferent 
kinds of Single-valued functions )$ 

অপেক্ষকের প্রকারভেদ জ্যামিতিক চিত্র দ্বারা প্রত্যক্ষ করা ষাইতে পারে। 
ইতিপূর্বে 19 অনুচ্ছেদের (у) বিভাগে দেখা গিয়াছে যে, অপেক্ষকমাত্রই উহার 
সংজ্ঞানি্িষ্ট সম্পর্কে বন্ধ যুগলমান সমূহ লইয়া গঠিত। 

সুতরাং / যদি গ-সম্বলিত কোন একটি অপেক্ষক ziS করে, তবে এ-এর প্রতিটি 
মান হইতে একটি /৫)-মান এবং তাহা হইতে (,/5)) আকারের কতকগুলি। 
যুগলমান পাওয়া যাইবে। এইরূপ প্রতিটি যুগলমানের প্রথমটিকে ভুজের এবং 
ঘিতীয়টিকে কোটির মান ধরিলে কার্তেজীয় অক্ষতম্তে একটি বিন্দু পাওয়া যাইবে l 
এইভাবে প্রাপ্ত বিন্দুগুলিকে যুক্ত করিলে /-এর একটি লেখ চিত্রিত হইবে। বলা বাহুল্য 
উহাই হইবে /-এর জ্যামিতিক চিত্র এবং তাহা হইতে /-এর স্বরূপ প্রত্যক্ষ হইবে ! 
নিচে এইরূপ চিত্রের সাহায্যে অপেক্ষকের প্রকার ভেদ আলোচন! করা যাইতেছে | 
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(а) অভেদ অপেক্ষক (Identity function )8 


шәх, у=л অথবা /(9)-% 
আকারের অপেক্ষককে অভেদ অপেক্ষক 
বলে। ম্পষ্টতঃ, এইরূপ অপেক্ষকের 
ব্যাপ্তি ও প্রসার উভয়ই বাস্তব সংখ্যার 


‚аз В. চনং চিত্রে উহার লেখ প্রদর্শিত 


হইয়াছে। 


` (b) БФ অপেক্ষক (Constant function ) 3 
/(2)-৪ এবং g (/)- আকারের যে-সকল অপেক্ষকে а ও & 94, সেই 


সকল অপেক্ষককে প্রুবক অপেক্ষক 
বলে। (নং চিত্রে /এর লেখটি হইতে 
দেখা যায়, /(—8)=а, /(—1)=а, 
/ (0), f ()=а, 1 (9) = ইত্যাদি- 
ক্রমে গ-এর যে-কোন বাস্তব মানের জন্য 
/ (৫)-5৫* 

অন্ুরূপে р-ай লেখটি হইতে দেখা 
খায় /-এর যেকোন বাস্তব মানের জন্য 
яа 9 (0) =. স্পষ্টত:/ উভয়ের 
ব্যাধি В, কিন্ত /-এর প্রসার [о] এবং 


"এর প্রসার [b]. 
(9 পরমমান বিশিষ্ট অপেক্ষক 
( Absolute function ) $ 
/(@= 12 |বা/- [21] 
আকারের অপেক্ষক পরমমান বিশিষ্ট। 
যেহেতু, | হ | =2, যখন ৪৯৯০, 
এবং | & | =- যখন 2<0, 
সেইহেহু, /(৫)- ||  স্থচিত 
অপেক্ষকটির লেখ দুইটি শাখায় বিভক্ত 
উহার! নিম্নলিখিত দুইটি সমীকরণ দ্বারা 
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সুচিত £ /(2)=% যখন ৪৯৯0 এবং Да) = - যখন ৫৩০. নং চিজ হইতে দেখা 


যায়, Ло) а-а লেখটির উপরিষ্থ প্রত্যেক বিন্দুর ভুজ ও কোটির মান সমান ১ 
কাজেই উহা ҮОХ কোণের সমদ্বিখগুক। আবার ০৭৫০ হইলে /(৫)= -%-এর 
লেখটির উপরিস্থ প্রতিটি বিন্দুর ga খণাত্মক এবং কোটি ধনাত্মক। কিন্তু সাংখ্যমানে 
ওঁ ভুজ ও কোটি সমান। স্থতরাং এক্ষেত্রে লেখটি ҮОХ' কোণের সমদ্বিধণ্ডক। 

লক্ষণীয় যে ০৯০ হইলে, ш এবং 20 হইলে -৫ ধনাত্মক এবং সেই কারণে 
F (৫) সৰ্বদা! ধনাত্মক 1 

অতএব / (д)= | ৩ | -এর লেখচি্রের দুইটি শাখা একজে বিচার করিলে /-এর 
ব্যাণ্ি ৪ এবং প্রসার [0,০[. 

(а) গনিষ্ঠ অথগুসংখ্যা-জ্ঞাপক অপেক্ষক ( Greatest Integer 
function ) : 

8:14 হইতে yaer অখণ্ড সংখ্যাগুলি হন 8, 9, 1) 0, —1, -৪""ইত্যাদি। 
ইহাদের মধ্যে গরিঠ অথণ্ড সংখ্যাটি হইতেছে 8; অহুরূপে -8'14 হইতে зл 
অথগ্ু-সংখ্যা -4, _:৮, -6." প্রভৃতির о গরিঠ অথগুসংখ্যাটি হইতেছে — 4. 
আবার _6-এর সমান ব! উহ! হইতে ХП অথগ্ুসংখা। _০,-0,-%," প্রভৃতির 
рж গরিঠ। সেইরূপে 4-এর সমান বা উহা হইতে игеп অখণ্ড সংখ্যাগুলির 
অধ্যে 4ই গরিষ্ঠ। স্ৃতরাং কোন সংখ্য! а-ал মমান 41 উহা হইতে ক্ুপ্রতর 946 
লখ্যাগুলির মধ্যে গরিঠ অখগুসংখ্যাটি যদি n হয় তবে তাহাকে সাংকেতিক চিহ্ছে 
লেখা হয় [[а)] =n; "পষ্টতঃ, [2]]=п হইলে, 7454. 

অতএব, [[л]]=[[8'14++Л=3, VIET], 


[[2]]-০ [91] =3, (—9])= =9, | = 8'5]]= -4, ইত্যাদি | 


7 (с) = [[2]] আকারের অপেক্ষককে গরিট অথগ্ুসংখ্যা-জাপক অপেক্ষক বলে। 
йз, 8424-2 হইলে / (2)--৪ 
=942<-1 „ » =-2 


=1<2<0 нь —=—1 
এ রোলার 
1249 » „ =1 
24৪4৪ p „ =? ইত্যাদি । 


вах চিত্র হইতে দেখা যায় যে এক্ষেত্রে /এর লেখটি ধাপে ধাপে - 3 হইতে —9- 
এর কাছাকাছি, —2 হইতে – 1-а কাছাকাছি, -1 হইতে 0-এর কাছাকাছি, 


30 কলন গণিত 


0 হইতে 1-এর কাছাকাছি, 1 হইতে 9-49 কাছাকাছি, 9 হইতে 3-41 কাছাকাছি 
পৰ্যন্ত বিস্তারিত কতকগুলি সোপানের মত অনুভূমিক রেখার সমবায়ে গঠিত। এইজন্ত 


রা /@)={] 


অখগ-সংখ্যাজ্ঞাপক অপেক্ষকের আরেকটি নাম হইল সোপান অপেক্ষক (Stop 
function)! লক্ষণীয় যে আলোচ্য অপেক্ষকের খগুলেখগুলির ভানদিকের প্রান্ত 
যে অখণ্ডসংখ্যা-সুচক বিন্দুর নিকটবর্তী সেই বিন্দুটি ফাক1। 

(6) ত্রৈকোণমিতিক অপেক্ষক ( Trigonometrical function ) ঃ 

চ্রিকোণমিতিক অন্পাত-সম্বলিত অপেক্ষককে ব্রৈকোণমিতিক অপেক্ষক বলে। 
উদাহরণস্বরূপ, 7 (৫). т, у=оовл, /(д)=!апа প্রভৃতির প্রত্যেকটি 
ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের সমীকরণ 1 

কলনগণিতে, ভ্রেকৌণমিতিক অপেক্ষকের কোণের মান রেডিয়ানে 
атс হয়। সেইজন্য 88 পৃষ্ঠায় রেডিয়ানে প্রকাশিত বিভিন্ন মানের কোণসমূহের 
засо অনুপাতগুলির মানের একটি সারণী দেওয়া হইল। মনে রাখা প্রয়োজন 
যে, রেডিয়ান মানে গল =8'149857. স্থতরাং ছুই দশমিক স্থান পর্যন্ত, 


т=З14, = 1757 ইত্যাদি। 


উল্লিখিত সারণীর সাহাষ্য লইয়! অনায়াসে তৈকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ অঙ্কন 
করা যায়। 
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(i) এখন 2-4 একটি নির্দিষ্ট বাস্তব মানের জন্য sin 2 হইতে একটি এবং একটিই 
মাত্র মান পাওয়া যায়। সুতরাং (0) =sin т একটি এপেক্ষক এবং উহার ব্যাপ্তি 
বাস্তবসংখ্যার প্রস্থ В অর্থাৎ ]-০০১০০[. ত্রিকোণমিতি আলোচনা তথা £নং চিত্র 
হইতে দেখা যায় sin "এর নিয়তম মান _ 1 এবং CR মান 1 হইতে পারে। 
সেইজন্য /(ж)=вїп 2-99 প্রসার [— 1, 1]. 


Y , 
ба ях—9 


(ч) দ্বিতীয়তঃ, ৫-এর প্রতিটি বাস্তব মান হইতে cos প-এরও একটি agi ata 
একটিই মান পাওয়া যায়। সুতরাং /(৫)-০০৪ গর ও একটি অপেক্ষক। 1073 
চিত্র হইতে দেখা যায় ষে, এই অপেক্ষকটিরও ব্যাপ্তি ৪ অর্থাৎ ]--০০, ০০ [; কারণ 
এ-এর মান যে-কোন বাস্তবসংখ্য হইতে পারে । আবার যেহেতু ০০৪ ৫-এর ক্ষুদ্রতম 
ও বৃহত্তম মান যথাক্রমে -1 ও 1 সেইহেতু Лх) = сов -এর প্রসার [ —1, 1]. 


6)-810 т 
চিত্র ях—10 
Gii) sec s=} বলিয়া cos s=0 হইলে зво r43 কোন মান পাঁওয়া যায় 
п (XI—XID—-3 


32 \ কলনগণিত 
না। ая মান= 25 বা + 0-а যে-কোন বিজোড় গুণিতক হইলে ০০৪ 2—0 
হয়। а-ай অন্য প্রত্যেকটি বাস্তব মানের জন্যই ৪৫০ г-ая একটি এবং মাত্র একটিই 


মান পাওয়া যায়। সেই কারণে এ-এর [৭ 97, EE.. руб} বজ্জিত 
মানের জন্য / (0) = вас 2 একটি অপেক্ষক। স্পষ্টতঃ, এই অপেক্ষকটির ব্যাপ্তি 


07325] 
2177) 


/(ш)= вес 2 


চিত্ৰ নং_11 
119: চিত্র হইতে দেখা যায়, 
যখন cos = — 1, তখন ০ s=_L = 1021, 
cose — 
бооно "9,0 е 
» 008.0 —1, „оь 5 » == -10--10; 


ইত্যাদি ইত্যাদি। 
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অর্থাৎ ০০৪ %-এর মাঁন-1 হইতে বাড়িতে বাড়িতে যতই 0-97 নিকটবর্তা হইবে 
৪৪০ -এর মান —1 হইতে ততই কমিতে থাকিবে। 


আবার, যখন cos 2='1, SAF sac w= 1 =1-10 -10 
90৪ চে 1 1 
5 LLO 
» бов 2= "5, » э ә э» Е 
} MACAK 
» cos 2='9, 178 ош =] 1 
Ы 1 
p COS 2=1, 22852: 18? шй 


awat ооз "এর মান 0 হইতে বাড়িতে বাড়িতে গিয়া যখন 1-এ দাড়াইবে 

তখন вес %-এর মান কমিতে কমিতে আনিয়া 1-4 পরিণত হইবে 1 

তাহা হইলে দেখা যায়, вес %-এর মান কখনও — 1-47 বড় বা 1-এর কম হইতে 
পাঁরে না। অর্থাৎ উহ! -1 ও 1-এর মধ্যবর্তী হইতে পারে না। 

1.7 ৫) =вес এ-এর প্রসার _] হইতে 1 969 সকল বাস্তব সংখ্যা বজিত) 
অর্থাৎ এ প্রসার R~]-1, 1[. 


(iv) cosac а= বলিয়া! sin ш=0 হইলে 90৪9০:-এর কোন মান পাওয়া 


6 
5 
4 
Б] 
2 
1 


(2) =совес = 


চিত্র я:—12 
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যায় না । এখন, এর মান এগ বা + т-а যে-কোন গুণিতক হইলেই এইভাবে 
81০ = 0 হয় । স্থতরাং 2-49 মান {+л, +27, 3те} বজিত বাস্তব- 
সংখ্যার প্রস্থ হইতে ৫-এর প্রতিটি মানের জন্য ০০৪৪৩ ৫-এর একটি এবং মাত্র একটিই 
মান পাওয়া যাইবে | সেই কারণে / (2) = совоо % একটি অপেক্ষক। ]9নং চিত্র 
হইতে দেখা যায় с, এই অপেক্ষকটির ব্যাপ্তি Е-{+л, +27, +37}. 
চিত্রটি হইতে আরও দেখা যায় С вео ৮-এর মান কখনও —1 ও 1-49 মধ্যবর্তী 
হয়না। TOAN / (ш)= sec % -এর প্রসার R=] - 1, Де 


(у) tan x= чер afazi сов ৫= 0 হইলে tan ৫-এর কোন মান পাওয়া ঘায় 


ন|। অতএব (i)-এর আলোচনা হইতে স্পষ্ট হইবে যে, R~ {&*, ж, 


+) স্থচিত প্রস্থটির যে-কোন একটি বাস্তব মান হইতে tan ৫-এর একটি এবং 


ata একটি মান পাওয়া যাইবে । স্থতরাং f (e)=tan ш একটি অপেক্ষক এবং উহার 


ব্যাপি в-{®”, хы সচল]. im চিত্র তথা জ্রিকোণমিতির স্বাভাবিক 


бапа হইতে দেখা যায় ষে,/ (৫)-৮৪০ а-ай প্রসার ]- ©, ০০ [, 


202) tans 


চিত্র ат—13 
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(vi) воб উন বলিয়া! ষখন sin হ=0 তখন cot এ-এর কৌন মান থাকে 
; 


না। সুতরাং {£গ, жап, £81,'*-} বজিত বাস্তবসংব্যার প্রন্থস্থিত যে-কোন 
মান হইতে ০০৪ т-а একটি এবং একটিই মাত্র মান পাওয়া যাইবে। অতএব, 


{(2)= ০০ এ একটি অপেক্ষক এবং উহার ব্যাপ্তি В (67, +9, ৯3৮1, 
189: চিত্র তথ ত্রিকোণমিতির স্বাভাবিক ০০৮-তালিকা হইতে দেখা যায় ষে_ 


7 (৮)০০০০৪-এর প্রসার ]- ০০, ০ [. 


flz)=cot % ` 


চিত্র я:—14 


(0 সুচকীয় অপেক্ষক ( Exponential function )$ 

£ (5)=9* আকারের যে-মপেক্ষকে নিরপেক্ষ চলকটি একটি নিধানের স্থচক | 
তাহাকে স্থচকীয় 'অপেক্ষক বলে। এইরূপ অপেক্ষকের চিত্র্ূপ উহার অন্তর্গত 
sasha অর্থাৎ স্থচকটির নিধানের মান অনুসারে দুই প্রকার হইতে পারে। উদীহরণ- 


7 


স্বরূপ, / (6)= 9” হইলে, 7 
(1) এর যান 1 হইতে বৃহত্তর হইতে পারে অথবা (1) а-я মান 1 হইতে 


гед হইতে পারে। 
G) এখন, ৪১৮1 হইলে ধরা! যাক্‌ ০৪. 
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তাহা হইলে, 
-~ =97 ৪1671 А 
neate TI; 
1) едер Үй 
Epey 595 
(0) = 9%, =1; /(0=91 =? ইত্যাদি। 
স্থতরাং (- 2725), (—1,'5), (0,1), (1,2) প্রভৃতি বিন্দুগুলি চিহ্নিত 
করিয়া যুক্ত করিলে 15নং চিত্রে /৫)-*-এর লেখটি পাওয়া যাঁইতেছে। 
এইভাবে দেখা যায় ০১1 হইলে / (х) = а-и লেখটি বামদিকে সু-অক্ষের গা- 


с অসীমপথে বিস্তারিত এবং বামদিক হইতে উহা ক্রমে ডান দিকে উর মুখে 
ক্রমবর্ধমান | 


„Ба নং_15 


(0) আবার, а<1 হইলে ধর] যাকৃ = তাহা হইলে, 


1 


пее ув, лә а 
; 2 
sof) =s; /9)-()-5গচ ইআাদি। 
স্থতরাং (—1, 2), (0, 1), (1, 5), (2, '26) প্রভৃতি Кеи PRI ও যুক্ত 
করিয়] 16নং চিত্রে / ৫)= (2) -এর লেৎটি পাওয়া aal এইভাবে দেখা যায়, 


а<1 হইলে f (х)=а°-ч% জেখটি বামদিকের чаз সীমা হইতে ক্রমাগত নিয়াভিমুখী 
হইয়া সু অক্ষের গা-ঘে যিয়া অসীম পথে বিস্তারিত। 
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স্পষ্টত:, উভয়ক্ষোত্র / (০)-০৮-এর ব্যাপ্তি ]— ©; ০০[ এবং প্রসার 10, ০1 
অর্থাৎ «-এর মান বাস্তবসংখ্যার প্রস্থ 8-এর যে কোন একটি হইতে পারে, কিন্তু / (৫)- 
এর মান সর্বদা ধনাত্মক এবং 0-হইতে বৃহত্তর | 


ЖА; 


Ү ЧУА 


Хе)= (9% 


চা -1 0 1 2 3 4 х 
চিত্র নং-16 


(৪) বহুপদ এবং ДҸ অপেক্ষক (Polynomial and Rational 
funetious ) : 

J (০)75০০০%+01%-17092%-8 4 +а„-ух@+а„ আকারের যে" 
অপেক্ষকে ০০, ау, ag গ্রভূতি প্রত্যেকটি সহগ এক একটি খ্রবক সংখ্যা, তাহাকে 
বছপদ অপেক্ষক বলে। а, যদি শূন্য না হয়, তবে / (2) =ао2" Наа") 
+:--4+৭॥-কে ৮-মাত্রার বহুপদ অপেক্ষক বলে। 


উপরের /-এর ন্যায় % যদি অপর একটি বহুপদ অপেক্ষক হয় অর্থাৎ যদি % (ж) 


= kor + kan" HeH হয়, তবে ৪ =. কে একটি чэт অপেক্ষক 


বলে। 
ত্রৈকৌণমিতিক অপেক্ষকসংক্রাস্ত সারণী 


ন =2%2.=8'149857 বলিয়া ছুই দশমিক স্থান পৰ্যন্ত আসন্ন মান, ঢু = 


x Tett 50л _ 50х3'14 т м 
=157, ৪ aros আত “Los 58 ইত্যাদি 1 


এইভাবে т. এর кы প্রকাশিত সমস্ত কোণের হিতে দারা 
প্রকাশ করা যাঁয়। পরের পৃষ্ঠায় সারণীটিতে বাস্তবসংখ্যায় প্রকাশিত কোণের 
রেডিয়ানমান হইতে প্রাপ্ত বিভিন্ন ছেকোণমিতিক অনুপাতের মাম দেওয়া হইয়াছে 


08 | 7174 


1965 
2572 


3602 4776 3738 


5798 1725 5:883 
— 


1¢101 *0709 14137 


—:0292 | —34233 0292 | -3425 
১০ 


Фп. 1, уа) 9:25. লেখটি অঙ্কন কর । 


202 —`95_х*—(°Б)® _(0+'5)(2-'5) 
ТЧЧ 


\ 
অর্থাৎ 2—'5=0 হইলে / (0) 84৫ ৪ = = হইয়া পড়ে এবং সেই 
কারণে ৮-০'ঠ-এর জন্য f (৪)-এর কোন মান Оч জি 


12) E66) _ 5 হয়। отта 


9 атра тъ =' 
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449 2= -1'5 17-11-5190 
তখন {)= -1 | -'5 | 915 
mI 


স্থতরাং নিচে (17নং চিত্রে) চিত্রিত АВ লেখটির উপর (5, 1) বিন্দুটি নাই। 


এৰং ৮-"চ-এর জন্য f (হ)-এর মান 


চিত্র নং_17 
(Бул) বঙ্গিত АВ রেখাটিই নির্ণের লেখ। 
উদ্দা. থ. ॥?=%-এর ব্যাপ্তি [0 =[; এবং প্রসার ]- =, 0] হইলে 
'অপেক্ষকটির লেখ অঙ্কন FA 1 
॥£=% বা у= ১/2. প্ৰশ্নান্ুসারে, এখানে ৮-এর মান সর্বদা ধনাত্মক এবং 4-এর 
আন Тч বা শূন্য । অর্থাৎ у= - ৰ যখন 2৯০. 


চিত্র নং_18 
যখন. т=0| 11 4! 9 


তখন, y=0 | -1| - 1 —3- 


40 কলনগণিত 


(1895) চিত্রে প্রদশিত নির্ণেয় লেখটি 0 হইতে P-এর দিকে বক্ররেখায়' 
প্রসারিত। 


Sri. 3. s= হইলে /-এর ব্যাপ্তি ও প্রসার কত? 


п 


[[5]]=п ধরিলে, সংজ্ঞান্ুসারে лсо. ১০ হইলে п ধনাত্মক এবং / (a) = 


ш 


<1. п=0 হইলে /(০)-এর কোন মান নাই। তৃতীয়ত ০৫০ হইলে п<0 এবং 
f @=* ধনাত্মক কিন্তু %-এর সাংখ্যমান &-এর সাংখ্যমান হইতে বড়। 


সেক্ষেত্রে £(৮)এর মান>!1 কিন্তৃ-৪, কেননা £-এর সাংখ্যমান তখন тей 
সাংখ্যমানের অব্যবহিত বৃহত্তর অখণ্ড সংখ্যা। 
* [এর ব্যাপ্তি 0-বজিত বাস্তবসংখ্যার প্রস্থ অর্থাৎ {0}. এবং уе 
প্রসার 10, 9. 
উদ্দা, 4. দেখাও ষে, (i) /(ш)=зїп ০4০০৪ এ হইলে f (90) — f (- 92). 


৪ ০+০০৪ ৪ হইলে g (০)-59 (--2), 


=4 sin ш cos % এবং (ii) g (০)- 


(i) /(ш)=вїп £4008 % বলিয়। / (22) —f (— 2x) 
= віп 92 cos 2 _ sin (— Я) — cos (— 9х) 
=вїп 92+ сов 22 вір 22 — cos 2০- віп 2০-4 віп 2 с08 2. 


ав (са) а) 


@ © 8: д 100 08) су 


— віп x sin 
—_ +008 2 + + сов д 


^ দত 
01, 5, / (п) =а" হইলে দেখাও যে, 


O евә) 00) =n) 
কিন্তু Gii) {f (т)}" ৮), 
(i) + (m)=a" বলিয়া f (п) =а" এবং / (/-7)-০-% 
ACE একার 
নি নিত =f (m—n). 


(i) 1/())% =(a™)" =a = f (mn). 


একটি চলক-সন্বলিত অপেক্ষক 41 


Gii) f(m”) =а"" এবং 47 (m)}"=(a")" =a", 
а"" Aan, 


17 (my =f (т). 


প্রশ্থমালা ৪ 


1. নিম্লিখিত প্রত্যেকটি অপেক্ষকের লেখ অঙ্কন কর £! 


0) rozw; 0) ৪ 


Gi) 9 (৪)-০৪-এর ধনাত্মক বর্গমূল ; 

(iv) у= (9) ; (т) /(৪)- | 92|, যখন ০৯০, 

а, () ০ হইলে /(০)-৫৯-এর এবং (i) 1০4০০ হইলে 
0 ৫)০৪ - এর লেখ অঙ্কন কর। 

з. প্রমাণ কর যে, / (0= 3755 একটি অভেদ অপেক্ষক। /-এর ব্যাপ্তি কতা 

4, কোন অপেক্ষক у হইতে (—2, -8), (-1, -1), (1,1) প্রভৃতি 
যুগলমান পাওয়া যায় । দেখাও যে, 7 একটি অভেদ অপেক্ষক। 

Б. g (=r 3822—9021 997 একটি অভেদ অপেক্ষক হইলে দেখাও 
যে ()5 =g (0); (0) ?(-1)- (1)= (2). 

6. / একটি ধ্রুবক অপেক্ষক এবং £ (1)=7 হইলে у (0),/ (8), 7 (8) এবং 
$ (৪)-এর মান কত 7: 

т. f একটি ধ্রুবক অপেক্ষক হইলে, (i) কখন /(-2)- -f (৪) এবং 
G) কখনই বা £ (০) -/ ৫) হইবে? 

8. / একটি ধ্রুবক অপেক্ষক হইলে দেখাও যে, £-এর যে-কোন মানের জন্য 

/ (ш)=/ (— ж). 

9, 70) = 051) এবং 1<2<7 হইলে, () /-ча প্রসারের মানগুলি নির্ণয় 
কর। (i) / (81৮) এবং / (6'2)-এর মান কত? 


10. 7 а= হইলে / (45) এবং f (-4'চ)-এর মান কত? 


11, у(@=1-° হইলে, (0) NfGins); (ii) Vf (сова) + 
Gi) 9000) (iv) 9087 (1)5 ছে) У (вос 2)-এর মান নির্ণয় কর। 
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12, f ৫) 81 4-০0৪ œ হইলে দেখাও যে, 00/1/(-৫ = сор 


এবং i) নর =sin 92, 


18. (i) (а) ০০৪০ _০ sin 25 (ii) (2) =вес 2--совес® z; 
(ш) f= еа; (iv) f(e)=1+sin stang; এবং (v) (2) 


৯০০৪ %-++৪০০ % হইলে দেখাও ষে, প্রত্যেক ক্ষেত্রে / (৫)-/ (—ш), 
14. নিয়লিখিত প্রত্যেকটি অপেক্ষকের ব্যাপ্তি ও প্রসার নির্ণয় т: 
() /(ху)=1+вшх; (i) /(д)=оовл—1. 
15, f )-৫* হইলে দেখাও যে, ()/(০+2)-/০)/(8)5 (i) f (- m) 


=m); (ш) /%0৯-/0)) (ә) рд), 
16. [0,8] чует মধ্যে নিচের প্রত্যেকটি অপেক্ষকের লেখ অঙ্কন কর : 
O 7 =) д G) ৪ = а]; 


(iii) ৪ (=) = [[হা]-23 (iv) [+11]; (у) [e+ 

27. বিপরীত অপেক্ষক (Inverse Function) $ 

একটি চলকবিশিষ্ট অপেক্ষকের আলোচনা হইতে একথা স্পষ্ট হুইয়া থাকিবে যে, 
উহার ব্যাধির মধ্যে চলকটির প্রতিটি মান হইতে অপেক্ষকটির সংজ্ঞা অনুসারে একটি 
“এবং মাত্র একটিই মান পাওয়া যাইবে। ইহাও আলোচিত হইয়াছে ষে, যে-সকল 
যুগলমান লইয়া বিশেষ একটি অপেক্ষক গঠিত তাহাদের মধ্যে একাধিক যুগলমানে 
প্রথম MIB একই হইতে পারে না। দ্বিতীয় Яз অবশ্য একাধিক যুগলমানে এক ও 
অভিন্ন হইতে পারে। 95 অনুচ্ছেদে 7 @)=а°-ап আলোচনায় দেখ! গিয়াছে 
/এর ব্যাথি ] о, ০[ হইলে, 


যখন 2=-3, তখন, /(2)-9 
„ = 8, » /(ш@)=9 
» 2=-9, „`J (0)=4 
» = 9, „ /(ш)=4 
„ ш=-—1, » /(ш)=1 
» s= 1, 0) 


» s= 0, » 7(@)=0, ইত্যাদি । 
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এখানে /এর প্রদারও ]- ০, ০[. এবং (-8, 9), (3,9) (—9, 4), 
(2, 4), (315 1), (1, 1), (0, 0) প্রভৃতি লইয়া / গঠিত অর্থাৎ /-এর লেখটির উপর 
উল্লিখিত যুগলমানগুলি সুচিত ара অবস্থিত। এক্ষেত্রে দেখা বায়, — 3 ও 3-47 
প্রত্যেকটি হইতে 9, —9 এবং £এর প্রত্যেকটি হইতে 4, -1 ও 1 এর প্রত্যেকটি 
হইতে 1 উৎপন্ন হয়। অতএব প্রত্যেক 0-91 একাধিক পরস্পর ভিন্ন মান হইতে 
/ &)-এর একই মান থাকা সম্ভব | ইহাতে অপেক্ষকত্ব সম্পর্ক та হয় না। 
এখন, / (০)-০%৪-এর ব্যাঞ্চি ] — ©, ০০[ না হইয়া যদি [0, ০ | হয় অর্থাৎ ৫ 
যদি সর্বদা ধনাত্মক বাস্তবসংখ্যা হয়, তৰে দেখা যায় যে, / (2) ও সর্ব? ধনাত্মক ateg- 
সংখ্যা হইবে। কারণ, 


যখন, z=0, তখন /(ш)=0, 
» e=], „ /(@=1, 
„ 2=9, » f(2)=4, 
„ 2=8, „ 7 (0) =9 ইত্যাদি হয়। 


স্থতরাং, এক্ষেত্রে (0, 0), (1, 1) (2, 4), (3, 9) প্রভৃতি যুগলমানের কোন, 
ছুইটিতেই দ্বিতীয় সন্ত দুইটি এক হইতেছে না। ইহাদের মধ্যে সাধারণভাবে যে-কোন' 
একটি যুগলমান যদি (p, а) হয় ভবে বলা! ষায় /-এর ব্যাপ্রিতৃক্ত р হইতে যেমন উহার 
প্রসারভুক্ত একটি এবং একটিই মাত্র মান ৫ পাওয়া যায়, তেমনি /-এর প্রসারভূক্ত- 
а হইতেও উহার 411999 একটি এবং একটিই মাত্র মান р পাওয়া যায়। 

qon: আলোচ্য ক্ষেত্রে /-এর প্রসারকে ata এবং ব্যাপ্থিকে প্রসার ধরিয়! 
/-এর বিপরীত প্রকৃতির আরেকটি অপেক্ষক পাওয়া ঘাইতেছে। এই দ্বিতীয় অপেক্ষকটি 
যদি 9 হয়, তবে /-এর 401999 মান / (т) এবং প্রসারভুক্ত মান হইবে 29), 
অর্থাৎ অপেক্ষকটি হইবে 01/ (0) = 22. 

এইরূপ ক্ষেত্রে /.কে /-এর বিপয়ীত অপেক্ষক বলে। আলোচ্য উদ্দাহরণে ০৪- 
এর স্থলে у লিখিলে, সাধারণভাবে বলা যায়, 

যদি / (х) у সাপেক্ষে g ())= হয়, তবে &-কে /-এর বিপরীত 
অপেন্ষক я! 

[ লক্ষণীয় যে, আলোচ্য ক্ষেত্রে y =g? বা а= уу এবং у ধনাত্মক। 

g (0). Уу. 

মনে রাখ! প্রয়োজন যে, অপেক্ষকবিশেষের লেখ অক্কনের সময় উহার ব্যাপ্তির 

মাননমৃহকে মূলৰিন্দু হইতে -অক্ষ বরাবর দূরত্ব WA এবং প্রসারের, 
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মানগুলিকে মূলবিন্দু হইতে Y-অক্ষ বরাবর দুরত্ব দ্বার! সর্বদা সুচিত করা 
zq | 

আলোচ্য ক্ষেত্রে /-এর ব্যাপ্তিতুক্ত মান হইল 0, 1, 9, 3, প্রভৃতি যে-কোন 
ধনসংখ্য:। এবং উহার প্রসারভুক্ত মান হইল 0, 1, 4, 9, প্রভৃতি ধনসংখ্যা। 

সুতরাং /-এর বিপরীত অপেক্ষক 9-এর ব্যাপ্রিতুক্ত মানগুলি হইবে 0,1,4,9, 
প্রভৃতি ধনসংখ্যা। এবং উহার প্রসারভুক্ত্মানগুলি হইবে, 0, 1, 9, 3, প্রভৃতি a- 
কোন ধনসংখ্যা। 

অতএব, (0, 0), (1,1) (2,4), (3,9) প্রভৃতি বিন্দু /-এর উপর অবস্থিত 
এবং (0, 0), (1, 1), (4,9) (9,3) বিন্দু /-এর বিপরীত অপেক্ষক /-এর উপর 
অবস্থিত। 19নং চিত্রে 7 ও ০-এর লেখ প্রদশিত হইয়াছে। 


Ж 


9 
8 
7 
6 
EEE, 
44 
৪ 
а 
1 
0 129845678 9 х 
চিত্র নং-19 


এখানে 4এর বিপরীত অপেক্ষক 9 দ্বারা স্ুচিত। কখনও কখনও 7-এর 
বিপরীত অপেক্ষক /-1 সংকেতে প্রকাশিত হয়। এইরূপ সংকেতে ৪-এর 
বিপরীত অপেক্ষক ৪-1, ০-এর বিপরীত অপেক্ষক g1 ইত্যাদি আকারে লেখা হয়। 
বলা বাহুল্য /-1 যেমন /-এর বিপরীত অপেক্ষক, /ও তেমনি /-*এর বিপরীত 
অপেক্ষক | 

2.8. বিপরীত অপেক্ষকের কয়েকটি Зая 

পূর্বের অনচ্ছেদ হইতে একথা স্পষ্ট হুইয়া থাকিবে যে, কোনও অপেক্ষক /-এর 
্যাপ্তিতুক্ত প্রতিটি মান হইতে যেমন উহার প্রসারতুক্ত একটি এবং মাত্র একটিই মান 
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পাওয়া যায় তেমনি যদি উহার প্রদার ভুক্ত প্রতিটি মান হইতেও উহার ব্যাপ্চিভুক্ত 
একটি এবং মাত্র একটিই মান পাওয়া যায়, তবেই /এর একটি বিপরীত অপেক্ষক 
9 পাওয়া যাইতে পারে। স্থতরাং/ এর বিপরীত অপেক্ষক 9 থাকার শর্ত এই 
যে /-এর ব্যাপ্তি /-এর প্রসার এবং /-এর প্রসার ০-এর ব্যাপ্তি হইবে 1: 
উদ্দাহরণন্বরূপ £ 
G) /)-+/2+1 হইলে 2-97 মান _1 হইতে FISI হইতে পারে Я]; 
কেনন! 0< -1 হইলে Узр কাল্পনিক হইয়া পড়ে। স্থতরাং /-এর ব্যাপ্তি 
এখানে [—1, ০০1. স্পষ্টতঃ এখানে, 
m= _1 হইলে, /৫)=0, 
s= 0 „ /ш)=1 


= 8 „ 1(5)=3, ইত্যাদি। 

জুতরাং ৫-এর প্রতিটি মান হইতে এখানে যেমন /৫)-এর [0, ০০[ অবকাশে একটি 
মাত্র মান পাওয়! যায়, তেমনি [0, ০০[ অবকাশে /৫)-এর প্রতিটি মান হইতে [—1, 
০[ অবকাশে £-এর একটিই মাত্র মান পাওয়া ষায়। অতএব aa একটি বিপরীত 
এমন একটি অপেক্ষক 9 বা у! থাকিতে পারে, যাহার ব্যাপ্তি [0, ০০[ এবং প্রসার 
[-1, ®[, 

Gi) %(০)-০-1 এবং %-এর ব্যাপ্তি [ — 9, 2] হইলে, 

যখন = | - 171 | 11 
তখন y=|3 | 01018 

এখন, %-এর প্রসার-ভুক্ত %(০)-এর মান 0 হইতে % এর ব্যাপ্তিভুক্ত দুইটিমাম 
-1 ও 1 পাওয়া যাঁয়। কাজেই %-এর প্রসার [0,3 ]-কে ব্যপ্তি এবং উছ্বার 
ব্যাণ্িকে প্রসার ধরিয়া কোন বিপরীত অপেক্ষক থাকিতে পারে না। 

কিন্ত %(৫)-%৪--1 সংজ্ঞায় বিবৃত %-এর ব্যাপ্তি যদি [1) 9] হয়, তবে 

যখন а= 11117111911 119 |. 

তখন фк) = | 0 [ "91 | '44 | '69 | 2'61] 8. 

স্পষ্টতঃ এখানে %-এর প্রসার [0,3]. এই প্রসারের প্রত্যেকটি মান হইতে 
উহার Лт একটি এবং মাত্র একটিই মান পাওয়! যায়। স্থতরাং %-এর একটি 
বিপরীত অপেক্ষক 6—2 আছে যাহার ব্যাপ্তি [0, 3] এবং প্রসার [1, 2). 

(1). অনুরূপে দেখা যায়, ৪(৮)- | | এবং ৪-এর ব্যাপ্তি যদি [—1,1] হয় 
TA ৪-এর বিপরীত অপেক্ষক থাকিবে না। কারণ সেক্ষেত্রে, 
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к= 19807 ৪৫০) | -1[=1 
z= 0 „ 8০) | 0[=0 
а= 1, а(дх)=| 1l=1 
অর্থাৎ ৪-এর প্রসার [0, 1] ভূক্তমান 1 হইতে উহার ব্যাপ্তি [ -1, 1]-এর মধ্যে 
= 1 ও 1 এই দুইটি পরস্পর ভিন্ন মান পাওয়া যায় | 
পক্ষান্তরে $-এর tfa যদি [—1, 0] হয় তবে 
ষখন s=-1, তখন $(2)= | -1| =1 


» ==] „„ Ч КБУ 
УУ =—']$,, „ =|—'%83|=°8 
»  2=-'9, ৯৮-17-9179 
Зд =0 55 » =| 0| =0 


স্বতরাং এক্ষেত্রে ৪-এর [0, 1] প্রসারতুক্ত প্রতিটি মান হইতে উহার ব্যাধিভুক্ত- 
একটি এবং একটিমাত্র মান পাওয়া যাইতেছে এবং সেই কারণে ৪-এর এমন একটি 
বিপরীত অপেক্ষক $-* আছে, যাহার ব্যাপ্তি (0, 1] এবং প্রসার [- 1, 0]. 

2.9, বিপরীত অপেক্ষকের লেখ (Graph of ап Inverse function) $; 

9'7 অনুচ্ছেদের আলোচনা হইতে দেখা যায়, কোন অপেক্ষক /-এর লেখটির উপর 
aft (р, ৫) Rat অবস্থিত হয়, তৰে /-এর বিপরীত অপেক্ষক /--এর উপর (0, p) 
বিন্দুটি অবশ্যই অবস্থিত হইবে। 

বিশ্লেষণমূলক জ্যামিতির বিচারে (р, ৫) বিন্দু у= অক্ষে প্রতিফলিত হইলে 
(9,9) বিন্দু চিত্রিত হয়। এখন /-এর লেখটি (о, ৫) বিন্দুর সঞ্চার পথ এবং /-ঃ-এর 
লেখটি হইল (9,2) বিন্দুর সঞ্চার পথ | সুতরাং /-1-এর লেখ -% অঙ্গে, 
প্রতিফলিত / এর লেখটির প্রতিবিস্ব হইবে | 


উদাহরণস্বরূপ : 


(1) 15)=22+1 হইলে, 
যখন, 2-০-1101 119 | 3 | ...... 
তখন, Да) == 117138151৭1... 


সৃতরাং б 255 1), (0,1) (1,3), (9,5) (3,7) প্রভৃতি বিন্দুগুলি এর লেখ-এর 
উপর অবস্থিত। বিপরীতক্রমে (—1,—1), (1,0), (3,1), (5,2), (7,3) প্রভৃতি 
Raala /-:-এর লেখটির উপর অবস্থিত। 
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90 নং চিত্র হইতে দেখা যায়, у=а অক্ষে প্রতিফলিত /-এর লেখটির প্রতিবিশ্বই 
7-£-এর লেখটি চিত্রিত করিয়াছে । 


চিত্র নং--20 
` অনুরূপে ৪৪ অনুচ্ছেদের (i) হইতে দেখ যায়, /(৩)= Уат হইলে'/-এর যুগল- 
মানগুলি হয়, (— 1,0), (0,1), (8,3) প্রভৃতি । স্থতরাং /-এর বিপরীত অপেক্ষক /-)- 


Fig. 21 
сая যুগলমানগুলি হইবে, (0,— 1), (1,0), (8,8) ggfs 919: চিত্র হইতে aiaa, 
4 
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v=o অক্ষে প্রতিফলিত করিলে, (-1,0)-এর প্রতিবিষ্ব হয় (0,—1), (0,1) 
এর প্রতিবিদ্ব হয় (1, 0), (8, 3)-aa প্রতিবিশ্ব হয় (8, 8), ইত্যাদি | 
স্বতরা২/-1-এর লেখটি %/-্এ-অক্ষে প্রতিফলিত /-এর লেখটির প্রতিবিশ্ব | 


উল্লিখিত উদাহরণ দুইটি হইতে এইরূপ সিদ্ধান্ত হয় যে, যে-কোন অপেক্ষক ৪- 
এর যি বিপরীত অপেক্ষক 8-1 থাকে এবং 5-এর লেখটির উপরিস্থ যে- 
কোন বিন্দু যদি (р.а) হয়, তবে ৪-:-এর লেখটির উপর (ар) বিন্দুটি 
অবস্থিত, হইবে এৰং যেহেতু (а, р), у=х অক্ষে প্রতিফলিত (р,а) বিন্দুর 
প্রতিবিদ্ব সেইহেতু (৮,9)-এর সঞ্চার পথ 599 লেখ у—х অক্ষে 
প্রতিফলিত 2291 8-1-6 লেখি চিত্রিত করে। 


2'10. বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষক (Inverse circular function) 


ইতিপূর্বে 9'6 অন্থচ্ছেদের (e) বিভাগে বলা হইয়াছে যে কলনগনিতে ত্ৰৈকোণ- 
মিতিক অপেক্ষকের মান সর্বদা রেডিয়ানে ধরা হয়। রেডিয়ান বৃত্তীয় মান বলিয়া 
উহার নিরিখে প্রকাশিত প্রত্যেক ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষক-কে বৃত্তীয় অপেক্ষক বল! 
চলে। TEN /(0)=৪ 0 হইলে / একটি বৃত্তীয় অপেক্ষক। 

এখন এই / এর ব্যাপ্তি যদি বাস্তবসংখ্যার প্রস্থ В অর্থাৎ ]- ০,০ [ হয়, তবে 
7) অর্থাৎ, sin 9 এর মান —1 হইতে বাড়িতে বাড়িতে 1-এ এবং 1 হইতে কমিতে 
কমিতে -1-4 বারৰার চলাচল করিতে থাকে। সেইজন্য /-এর প্রসারভুক্ত মান 
1 উহার ব্যাপ্তিতৃক্ত একাধিক মান হইতে উৎপন্ন হইতে পারে। ঠিক তেমনি /এর 
প্রসারভুক্ত —1 মানটি উৎপন্ন হইতে পারে 0-49 ( বা /এর ব্যাপ্তিতুক্ত ) বিভিন্ন মান 
হুইতে। সুতরাং এক্ষেত্রে অপেক্ষকটির প্রসারতৃক্ত কোন একটি মান উহার чуч 
একটি এবং একটিই মাত্র মানের সহিত সংশ্লিষ্ট হইবে я] এবং সেই কারণে উক্ত অপেক্ষক 
এর কোন বিপরীত অপেক্ষক থাকিবে না। 


O вїш^їх-@Я অর্থ ও লেখঃ উল্লিখিত অপেক্ষক /-এর ব্যাপ্তি যদি 
a [55 z] তবে flO) = 0 এর Re অহসারে ৪-এর প্রতিটি মান হইতে যেমন 


একট এবং মাত্র একটিই sin ৪-এর (বা 9) মান পাওয়া যাইবে, তেমনি প্রতিটি sin 
#-а (বা /(6)) মান উৎপন্ন হইবে ৪-এর একটি এবং মাত্র একটি মান হইতে | +০. 
পৃষ্ঠায় প্রদত্ত সারণী হইতে এই কথা স্পষ্ট বুঝা! যায়। RS এক্ষেত্রে /এর একটি 
বিপরীত অপেক্ষক /-! অবশ্যই থাকিবে | 
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লক্ষণীয় যে, /6)-9809-এর ব্যাপ্তি যখন [2 ] ত খন উহার প্রসার 
л 


[-1,1]7 কাজেই £-* এর ব্যাপ্তি [-1, 1] এবং প্রসার | এ z] 


Қ) =ѕірө 


lv 
চিত্র নং 22 
999% চিত্রে / এবং 28নং চিত্রে /-: এর চিত্র অঙ্কিত হুইয়াছে। 
একই চিত্রে উভয়কে চিত্রিত করিলে দেখা যাইবে যে, /=% অক্ষে /-এর 
প্রতিফলিত লেখই /-* এর চিত্র । 
এখন /(0)=зїп @=т ধরিলে, 6=/-:(%) লেখা যায়। f এখানে вш 
অপেক্ষক সুচিত করে বলিয়া /-* (6)-কে sint e রূপে প্রকাশ করা যায়। বস্তুত 


на 


Ла) = 81072 
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ভ্রিকোণমিতিতে ৪1০ ৪-এর বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষক 0=sin e সংজ্ঞাতেই 
স্থপরিচিত। 


те. 
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Gi) ০০৪-'৪-এর তাৎপর্য ও লেখ (Meaning and graph о? сов^1х) 

Д8) = ооз @= ж হইলে 6-এর বিভিন্ন মান হইতে cos 0-9 যে বিভিন্ন মানগুলি 
পাওয়া যায়, তাহারা -] ও 1-এর মধ্যে সীমাবদ্ধ। কাজেই /-এর ব্যাপ্তি যদি В হয়, 
তবে উহার প্রসার [-1, 1]. কিন্তু এই প্রসারের প্রতিটি /(6) মান ৪-এর বিভিন্ন মান 
হইতে উৎপন্ন হইতে পারে । সেই কারণে /-এর কোন বিপরীত অপেক্ষক থাকিতে 
পারে না। 


/(а)=соз ө 
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কিন্তু উল্লিখিত অপেক্ষক /-এর ব্যাপ্তি যদি [0, а) হয়, তবে 38 পৃষ্ঠার সারণী এবং 
24নং চিত্র হইতে দেখা যাইবে যে, তখন /-এর প্রসার হইবে (1, - 1]. 

এক্ষেত্রে অবশ্য /-এর প্রসারভুক্ত প্রতিটি মান/(9) উহার ব্যাপ্তিতুক্ত ০-এর একটি 
এবং একটিমাত্র মান হইতেই উৎপন্ন হইবে এবং সেই কারণে /-এর একটি বিপরীত 
অপেক্ষক /-* থাকিবে । 


চিত্র নং 95 
সেক্ষেত্রে /-২ এর সংজ্ঞা হইবে 9-/-(2) কিন্তু у এখানে ০০৪ অপেক্ষক 


একটি চলক-সম্ঘলিত অপেক্ষক 51 


বুঝাইতেছে বলিয়া 7-1(0) এবং ০০৪-1৩ সমার্থক | সুতরাং 07-100) = 008" 10 
একটি বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষক সুচিত করে। 

95নং চিত্রে এখানে /-1-এর লেখটি চিত্রিত হইয়াছে | 94 ও গঠনং চিত্রের 
যথাক্রমে / ও / ! এর লেখ ছুইটিকে একই অক্ষতন্তে স্থাপিত করিলে দেখা ঘাঁইবে যে, 
у= অক্ষে উহাদের একটি আরেকটির প্রতিফলিত চিত্র। 

(iii) #ап-1х-939 তাৎপর্য ও লেখ (Meaning and graph of 080-1) 

ত্রিকোণমিতি আলোচনা হইতে দেখা গিয়াছে сї, বাস্তব সংখ্যার ATE 9-এর যে 
সকল মানের জন্য сов 0=0 সেই সকল মানের জন্য бап 0-9 কোন মান নাই। 
বাস্তবসংখ্যার ATE ৪-এর অন্য সকল মানের জন্য tan 0 এর মান খণাত্মক ও ধনাত্মক 
উভয়দিকে অনন্ত পর্যস্ত গ্রসারিত। স্থতরাং, /(6)= £৭ 0= 2 ধরিলে, এক্ষেত্রে /-এর 
প্রসার হইবে [— ©, ©] 


কিন্তু উল্লিখিত অপেক্ষক /-এর ব্যাপ্তি যদি Б, El হয় তবে 38 পৃষ্ঠার সারণী 


হইতে দেখা যায় যে, /-এর প্রসার হইবে] - ©, ০০ [, অর্থাৎ Б5Я অবকাশে 
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9-এর মান সমূহের জন্য tan 0-99 মানসমূহ ]— ০, ০০[ অবকাঁশে প্রসারিত হইবে। 
এই ক্ষেত্রে দেখ! যাইবে যে, tan ৪-এর প্রতিটি মান 0-а একটি এবং একটিই মাঁত্র 
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মান হইতে উৎপন্ন হয়। সেই কারণে /-এর গুসারকে ব্যাপ্তি এবং ব্যাধিকে era 
ধরিয়| উহার বিপরাঁত অপেক্ষক /"! পাওয়া! ষাইবে। 
নং চিত্রে /(6)= tan б=т হইতে /-এর ‘লেখ অঙ্কিত হইয়াছে । [ ৪-এর 
মানসমূহ £-অক্ষ বরাবর এবং tan ৪-এর মানসমূহ 0-অক্ষ বরাবর ধর! হইয়াছে ] | 
ষ্গষ্টতঃ, /এর বিপরীত অপেক্ষক /-) এর [সংজ্ঞা হইবে, 9-/-2(2)-180-32, 


এখানে /-7-এর ব্যাপ্তি ] - о, ®[чах প্রসার |", al о (অর্থাৎ tan 0) এর 


খানসযূহ ৫-অক্ষ বরাবর এবং 6-9 মানসমূহ AF বরাবর 45153], 27 নং চনে 
{-!-এর চিত্র অঙ্কিত হইয়াছে। 


bja 


0 
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এক্ষেত্রেও একই җөп স্থাপিত করিলে দেখা যাইবে যে, / ও /-!-এর প্রত্যেকটি 
অপরটির у= এ অক্ষে প্রতিফলিত foa | 

বিশেষ йз}: এই অনুচ্ছেদের (1), Gi) ও (i) বিভাগের আলোচনার ধারা 
অনুসরণ করিয়া অনায়াসেই ০০৮-12, £6০-1 ও ০০৪৫০1 -এর লেখ অঙ্কন কর! 
যাইতে পারে। 

2.11. লগারিদৃমিক অপেক্ষব (Logarithmic function) 

2'6 অনুচ্ছেদের (/) বিভাগে (a) a সমীকরণ হইতে ут জেখটি 18 নং চিত্রে 
প্রদ্শিত হইয়াছে। অচরূপে Лу) е হইতেও /-এর জেখটি অঙ্কন করা যায়। 

এখানে ৪=5'718 (প্রায়) এবং pea বিভিন্ন মানর জন্য -aa বিভিন্ন 
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মানগুলি 54 পৃষ্ঠার নং সারণী হইতে গ্রহণ করা ঘায়। এইভাবে এনং সারণী 
হইতে প্রাপ্ত (у, У) আকারের বিভিন্ন যুগলমানগুলিকে কার্তেজীয় অক্ষতয্নে স্থাপিত 
ও যুক্ত করিয়া 96নং চিত্রে Ду) =" সংজ্ঞাক্ছচিত /-এর লেখটি অঙ্কন কর! হইয়াছে। 
[ এখানে ব্যাপ্িভূক্ত মান /-কে ৫-অক্ষ বরাবর এবং প্রসার үө মান 6% কে ॥-অক্ষ 
বরাবর মাপা! হইয়াছে।] 

এখন, Лу) =е7= а ধরিলে 51085 হুইবে। লেক্ষেত্রে y= gle) ধরিলে 
у=0(ш) =108,2. 

"бе: g এখানে এমন একটি অপেক্ষক যাহার ব্যাধি "এর মানগুলি দ্বারা 
শুচিত এবং প্রসার 1০8৫-এর মানগুলি দ্বার! প্রকাশিত হুইবে। 

কিন্ত ০০৫ বলিয়া! WAT লেখ /-এর প্রসারত্কূক্ত &৮-এয় মানগুলিই g-an 
fage মান! আবার log $৫=) বলিয়! /-এর ব্যাপিতুক্ত /-এর মানগুলিই:7-এর 
গ্রসারভূক্ত মান। 
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‚ অতএব р অবশ্যই /এর বিপরীত অপেক্ষক। 98নং চিত্রে 7 এর লেখটি অঙ্কিত 
হইয়াছে। এ চিজ হইতে প্রত্যক্ষ হইবে যে, / ও 0-এর লেখ ॥= = অক্ষে একটি 
'আরেকটির প্রতিফলিত (Ба | 

এই অনুচ্ছেদের আলোচনা, হইতে ইহাই সিদ্ধান্ত হয় মে, লগারিদমিক অপেক্ষক 
মাত্রই উহার সংঙ্গিষ্ট একটি কুচকীয় অপেক্ষকের বিপরীত অপেক্ষক। 

ৰিঃ দ্রষ্টব্য 8 u= বলিয়া /-এর স্থলে а বলাইয়! /(০)-০০* পাওয়া খায় 
এবং সেই কারণে /-এর লেখটি 98নং চিত্রে /(৫)--৫* ছার! চিত হইয়াছে। 
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2.12, অপেক্ষকের অপেক্ষক (Fanction of a function] $ 
2 নং সারণী 


Ха)=а+1 এবং д) Уш এই সমীকরণ দুইটি 
দ্বারা স্থচিত অপেক্ষক দুইটি যথাক্রমে / во, প্পষ্টতঃ, 
9"এর প্রসারভুক্ত মানের প্রস্থটি ]0, © [ এবং /-এর 
atase মানের ga ]- ০, ০[ বা В. өй 
Faa ব্যাণ্ধির মধ্যে 9-এর প্রসারতুক্ত মানসমুহ্র প্রস্থটি 
VFF সেই কারণে &-এর স্থলে gle) বসাইয়া 
Kola) মানটি Atem যাইবে এবং /(9(2))= 8(2) 
সংজ্ঞায় তৃতীয় একটি অপেক্ষক 9 পাওয়া যাইবে। এই 
ভাবে 9 হুইবে 7-এর / বা সাংকেতিক ভাষায় уор 
সংজ্ঞায় প্রকাশিত একটি অপেক্ষকের অপেক্ষক। 

বিপরীতত্রমে ০(/))-%(৫) সংজ্ঞায় %কে /-এর g 
বা gof লংকেতে একটি অপেক্ষকের অপেক্ষক হিসাবে 
গণ্য করা যাইবে, যদি /-এর প্রসারভূক্ত /৫) মানটি g 
এর ব্যাপ্তির মধ্যে বর্তমান থাকে। আলোচ্য ক্ষেত্রে দেখা 
যায়, /-এর প্রসার ] — ©, ©[ এবং 9-এর ব্যাপ্তি [0, 
со [ বনিয়া /()-এর সমগ্র প্রস্থটি ০-এর ব্যাণ্চিতে নাই। 
/)-এর ধনাত্মক মানগুলিই মাত্র ০-এর ব্যাপ্ডিতে বর্তমান 
রহিয়াছে। সুতরাং একমাত্র 0</(৮)<০ শর্ডেই 
অপেক্ষকের অপেক্ষক %-এর অস্তিত্ব থাকিতে পারে। 

অতএব, £ও ৪, এই দুইটি অপেক্ষকের মধ্যে 
£-এর প্রসারভুক্তমানের প্রন্ছটি যদি 1-এর 
ৰ্যাপ্তিভুক্ত প্রস্থের WET হয়, তৰে £-এর 
[বা সাংকেতিক ভাষায় tog সংজ্ঞায় একটি 
অপেক্ষকের অপেক্ষক পাওয়। যায়। বিপরীতক্রমে, 
/এর প্রদারভুক্ত মানের প্রস্থটি যদি /-এর ব্যাপ্তিতুক্ত 
মানের প্রস্থটির অন্তর্গত হয়, তবে /-এর о বা o Ff 


সংকেতে একটি অপেক্ষকের অপেক্ষক পাওয়া যাইতে পারে। 


উদাহরণস্বরূপ, 


ধর! NT, (2)=1-% এবং gle) ০৪22০, 
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স্পষ্টতঃ gaa প্রসার =[0, 1] 9 CFAA sin ৪-এর মান _1 হইতে 1 709 
বিস্তারিত এবং দেই কারণে sin? а-а সর্বোচ্চ মান 1 ও সর্বনিম্ন মান 0. এদিকে 
এর ব্যান্তি)-, ৮[, যেহেতু [0,1],]-=, *[-এর অস্তভু ক্র, সেইহেতু 
Хо) মানটির অবশ্যই অস্তিত্ব থাকিবে 1 

বস্তুতঃ /-এর সংজ্ঞায় а-ай স্থলে 9(2)-5595 এ বসাইলে দেখা যায়, 

H(9(2))=1- віп? = ০০৪৪০ 

:/৫(৫))-০০৪৯০-৪(৫) ধরিলে S একটি অপেক্ষকের অপেক্ষক। টিকে g- 
এর / বা/০/ বলা হয়। 

2.18. একটি অবকাশসীমায় বদ্ধ অপেক্ষকের ধারণা (Тава of a 
function bounded in an interval) $ 

একটি অবকাঁশদীমায় সংজ্ঞাবদ্ধ অপেক্ষক বিশেষের 6 বা নিয় একটি সীমা অথবা 
Sa ও নিয় দুইটি সীমাই থাকিতে পারে । ধরা যাক, ৫ ও & সীমায় সংজ্ঞাবদ্ধ কোন 
অপেক্ষক / এর প্রদারভূক্ত যে কোন মান (৫) কোন নির্দিষ্ট মানত অপেক্ষা সর্বদ। 
"раа বা উহার সমান অর্থাৎ /(৫)].। এইরূপ ক্ষেত্রে স্পষ্টতঃ প্রদত্ত অবকাশে 
fa) একটি উর্ধ্ব-সীমায় 4%! 

আর afi Га, ১] অবকাশে Да), অপর একটি নির্দিষ্ট মান অপেক্ষা সর্বদা বৃহত্তর 
বা উহার সমান হয় অর্থাৎ যদি /(০)৯৮ হয়, তবে (2) স্পষ্টতঃ একটি নিষ্নসীমায় বদ্ধ। 

নির্দিষ্ট অবকাশে সীমাবদ্ধ অপেক্ষকের প্ররুষ্ট উদাহরণ হইল কয়েকটি বৃত্তীয় 
-অপেক্ষক। উদাহরণস্বরূপ, 


ү! 


Ба я: 29 
G) Ха) = вів এ হইলে, /-এর প্রসার সর্বদা 1 ও -1 এর মধ্যে 4149 1 
কারণ sin এ-এর সর্বোচ্চ মান 1 এবং яна মান —1. 29 নং চিত্রটিতে প্রত্যক্ষ 
করা ষায় যে, (т т) অবকাশে fla) এর 64 ও АІ যথাক্রমে 1 ও 1. 
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(i) অন্থরূপে S (2)-০০৪ ৫-এর লেখ হইতেও প্রত্যক্ষ হইবে যে (т, n) 
অবকাশে 9 উধের্ব 1 এবং নিয়ে —1 সীমায় ৰদ্ধ। 
(i) 5]নং পৃষ্ঠায় প্রদত্ত /(#)={ап €-এর 269: চিত্র হইতে দেখা যায়, 


=, ১8) অবকাশে /(9) অর্থাৎ tan ০-এর কোন © ৰা নিয় সীমা নাই। 


(о, 2) অবকাশে чая, / (8)-এর ай 0 w|, 0) অবকাশে, /(6)-এর 


উর্ধনীমা 0. 

উপরোক্ত উদাহরণ তিনটি ঘারা নির্দিষ্ট অবকাশে অপেক্ষকবিশেষের CA ও নিয়ন 
সীম| эү একটি মোটামুটি ধারণা দেওয়া হইল। এই গ্রন্থে ইহার বিস্তৃত 
আলোচনার অবকাশ নাই। 

214, বর্ধমান ও gaai অপেক্ষক (Increasing and Decreasing 
functions ) 

Y= 1 (e) আকারের ষে-অপেক্ষকে উহার DISE -এর ক্ষুদ্র হইকে ক্রমাগত, 
বৃহত্তর মান-সমূহ হইতে / (к) মান-সমূহ ক্রমাগত বৃদ্ধিপ্রাথচ হয়, সেই অপেক্ষক- 
কে সর্বেৰ বর্ধমান অপেক্ষক (Strictly Increasing function) বলে। 

বিপরীতন্রমে у= Да) আকারের যে-অপেক্ষকে উহার ব্যাণ্ডিভুক্ত ক্রমবর্ধমান ৫- 
এর মাননমুহ হইতে atg /2)-এর মানসযূহ аде: হাঁস পাইতে থাকে, তাহাকে 
সর্বেৰ ganta অপেক্ষক ( Strictly decreasing function )বলে। 

উদাহরণস্বরূপ £ 

G) ]- ০, о [ অবকাশে f (о) а সর্বেব বর্ধমান, কেননা ইহাতে «এর 
মান যতই বাড়িতে থাকিবে, / (৫)-এর মানও ততই বাড়িয়া যায়। 

(0) [-7, 0] অবৰূশে / (৮)০০৪ সবৈব হসমান, কেননা -? হইতে £-এর 
মান বাড়িতে বাড়িতে যখন শূন্য পরবস্ত Чел হয়, / (৫,-এর মান 49 হইতে কমিতে, 
কমিতে তখন 0 эб ЯП আসে। 


(ш) [= 5] অবকাশে (с) = від а 9044 বর্ধমান, কেনন! £-এর মান С УСТ 
হইতে বাড়িতে বাড়িতে যখন 2-তে আসিয়া দাঁড়ায়, তখন / (а) অর্থাৎ, sin ৫-এর- 
মান —1 হইতে বাড়িতে বাড়িতে আসিয়া 1 হয়। 

fa, [2, 4 অবকাশে f (а) = sin = 044 হসমান। কারণ ইহাতে &-এর মান 
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а হইতে বাড়িতে বাড়িতে যতই Hag দিকে অগ্রসর হয়, ততই / (2) বা sin ৫-এর 


মান 1 হইতে কমিতে কমিতে _1-এর দিকে নামিয়া আসে। 

215. প্রত্যেক বর্ধমান ৰা ভুসমান অপেক্ষকের একটি বিপরীত 
অপেক্ষক থাকে ( Every increasing or decreasing function has 
an inverse ). 

G) 1 (2)= যদি একটি সর্ধৈব বর্ধমান অপেক্ষক /এর সংজ্ঞা হয়, তৰে /-এর 
ব্যাধিভুক্ত মান о, ло, ৪5'''প্রভৃতি হইতে প্রাপ্ত প্রসারতুক্ত মানগুলি যেন যথাক্রমে 
уу, уз, Vs Agl এখন যেহেতু / একটি সর্বৈৰ বর্ধমান অপেক্ষক, সেইছেতু г. 
হইতে по, т, হইতে %৪--এইভাৰে ঞ-এর মান যতই বুদ্ধি পাইবে, ততই %-এর মান 

уу হইতে уз, Уз হইতে %১__-এইভাবে বাঁড়িভে থাকিবে। ফলে ту, лу, 9 
প্রভৃতির প্রত্যেকটি হইতে যথাক্রমে уу, уо, уз প্রভৃতির ন্যায় একটি এবং একটিই 
মান পাওয়া বাইবে।. বিপরীতক্রমে уу. уо, Уз প্রভৃতির প্রত্যেকটি হইতে যথাক্রমে 
28 шу, ০১ প্রভৃতির at একটি এবং একটিই মান পাওয়া যাইৰে। সুতরাং 
বর্ধমান অপেক্ষক /-এর একটি বিপরীত অপেক্ষক /-; অবশ্যই থাকিবে। 

Gi) অনুরূপে, যদি 9 (2) =у একটি সর্বেব হমমান অপেক্ষক 9-এর эш] হয়, 
তবে ৪-এর ব্যাপ্রিতৃক্ত ду, 2, т; প্রভৃতি মানগুলি ক্রমাগত বাড়িতে থাকিলে, 
Å সকল ব্যাণ্ডিভুক্ত মান হইতে উৎপন্ন যথাক্রমে уу, уз, уз প্রভৃতি মান ক্রমাগত 
কমিতে থাকিবে । ফলে 9-এর প্রতিটি ব্যাপ্ডিভুক্ত মান হইতে যেমন উহার প্রসারে 
একটিই মাত্র মান পাওয়া যাইবে, তেমনি উহার প্রসারতুক্ত প্রতিটি মান উৎপন্ন হইবে 
gaa fage একটি এবং একটিমাত্র মান হইতে। সুতরাং ০-এর একটি বিপরীত, 
অপেক্ষক 071 অবশ্যই থাকিবে। 

G) ও Gi) হইতে ইহাই সিদ্ধান্ত হয় যে, 

কোন অপেক্ষক 7044 বর্ধমান ৰা তুসমান হুইলে উহার একটি 
বিপরীত অপেক্ষক থাকিবে | 

অপেক্ষক বিশেষের বিপরীত অপেক্ষক আছে কিন! তাহ! বিচার করিবার সময় 
দেখিতে হইবে, অপেক্ষকটি সর্বৈব বর্ধমান ৰা হনমান কিনা। 

উদ্বাহরণমাল! 

©]. 1. /(2)=2%4+1 হইলে দেখাও যে /-এর একটি বিপরীত অপেক্ষক /-৮ 
আছে যাহার সংজ্ঞা /-:(৫)-(০-1). 

Ха) =92+1 হইতে দেখা যায়, 


:58 কলন গণিত 
যখন, = -9 <2 0 | 2 | 8------®®лЇў, 
তখন। y= 7111. | Б | 7...... ইত্যাদি | 
Мэг, / একটি সর্বৈব বর্ধমান অপেক্ষক এবং সেই কারণে উহার уе 
প্রতিটি মান হইতে যেমন একটি এবং একটিই মাত্র প্রসারভুক্ত মান পাওয়া যায়, 
‘তেমনি উহার প্রসারভুক্ত প্রতিটি মান উৎপন্ন হয়, একটি এবং একটিই মাত্র ব্যাণ্তিভুক্ত 
মান হইতে 1 ৷ অতএব /-এর একটি বিপরীত অপেক্ষক /-! অবশ্যই থাকিবে। 
ধরা যাক е) 20+1= ; 
CRZ /-এর বিপরীত আপেক্ষক /-. সেইহেতু সংজ্ঞা অনুসারে у)= в; 
কিন্তু 92041 = বলিয়া 
2=Y(y -— 1), 
STN) = (у 1). [а= (0-1) বনাইয়া ] 
“এখন %-এর বিভিন্ন স্নানের জন্য /"*(/)-এর বিভিন্ন মান হইবে। 
Y= হইলে /-1(4)=}=(u— 1) 
AIR, /- হইলে, 7 (2)= (2—1). 


ФИ. 2. /০)-৪৪+2 এবং /এর ব্যাপ্তি [-8, 0] হইলে দেখাও ঘে, /-এর 
“একটি বিপরীত অপেক্ষক বর্তমান | Fiaa ব্যাপ্তি নির্ণয় ж | 
/)৯৭+। বলিয়া, 
/0-8)-(-8)4+1-10 
A-2)=(-9)2+1=5 
K-1)=(-1)+1=3 
sO S= 0 Fim 
ЖӨ —3 হইতে 0 পর্যন্ত г-ая ক্রমবর্ধমান মানের জন্ত /(৫'-এর মানসমূহ 
পরস্পর ভিন্ন ও ক্রমত্সমান। সেই কারণে /-এর একটি বিপরীত অপেক্ষক /-; 
বর্তমান। /-এর প্রসার [1, 10]; স্বতরাং 71-4 ауа [1, 10]. 


উদ, 3 LORA হইলে, প্রমাণ কর যে у=ус, 


КШ чаа ТЕЕ 


বা, 82/-%-০+৫, বা, (бу—1)в=у+а, 


7৫ 
ql, у> i 
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কিন্তু matata /-1(/)= TE 


7 


॥-এর স্থলে 2 বসাইলে, fi(e)= 
BO না 
উদ. 4. /(2)= вөс “ হইলে কোন্‌ ব্যাধির মধ্যে -ar বিপরীত অপেক্ষক" 
F থাকিতে পারে? /-1-এর ব্যাপি ও প্রসার নির্ণয় কর। 


f(z) = вес 1+ বলিয়া গ-এর মান 0 হইতে যতই 5798 নিকটতম হয়, 


Zo 


ততই /)-এর মান 1 হইতে অনস্ত বা ০০-এর দিকে বর্ধমান হয়। কিন্ত এমএ 


a 5 


জন্য /৫)-এর কোন মান নাই, কেনন! A z)= se0(5)= যাহার অস্তিত্ব 


নাই। 
আবার ৮-এর মান যখন "এর অব্যবহিত বৃহত্তর মান হইতে т পর্যন্ত ক্রমাগত 


বৃদ্ধি পায় তখন /(৮)-এর মান — = হইতে ক্রমাগত —1 পর্যন্ত বৃদ্ধি পায়। 
£-এর মান অর্থাৎ /-এর ব্যাধি 0 হইতে т পর্যন্ত বিস্তারিত ধরিলে উহার 


মধ্যে মানটি নাই । অর্থাৎ /-এর ব্যাপ্তি ? বজিত (0, л] বা fo, "|-{$). 
স্পষ্টত: সেক্ষেত্রে /-এর প্রসার ]— =, * [বা বাস্তব সংখ্যার গ্রন্থ Б. 
এখন যেহেতু [ол] [р] ব্যাধিতে / সর্বৈৰ বর্ধমান, সেইহেতু /-এর বিপরীত 


অপেক্ষক /-! অবশ্যই থাকিবে। 
সেই /-1-এর ব্যাপি হইবে /-এর প্রসার В এবং উহার প্রসার হইবে /-এয় 


ব্যাথি [0,л)— {Б} 


Syl. 5. দেখাও с, (i) 0<%< সীমায় /(6)-০০8০ т হইলে /-এয়' 


নিয়সীমা 1 কিন্তু উধ্বসীমা নাই; Gi) 0<%< 9 লীমায় (0) =0° 32-4 
হইলে /-এর DRAN 14 এবং নিম্নসীম। 4. 


বলিয়া 


i) 1) = совсе а= Ў 
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((0)= ур হয’ কাজেই /(0)-এর অস্তিত্ব নাই ; এবং (7) Кт 


=1=1. 
যেহেতু, হ-এর মান 0 হইতে 3 পর্যন্ত বাড়িতে থাকিলে /($)-এর মান ক্রমাগত 


a পাইতে পাইতে 1-а чїй দাড়ায় সেইহেতু /এর бй! / (3)=1. 


কিন্ত £এর কোন А! /(0)-এর অস্তিত্ব নাই, কারণ এ-এর মান ক্রমশঃ OA 
কাছাকাছি আসিলে /৫)-এর মান সীমাহীনভাবে বৃদ্ধি পায়। 

(ii) (2)= 224-32 +4 বলিয়া 

f(0)=024+3.0+4= 4, 

এবং /(9)=92+38'9+4=44+64+4=14, 

এখন হ-এর মান 0 হইতে ক্রমশঃ 9 পর্যন্ত বৃদ্ধি পাইতে থাকিলে /()-এর মানও 
ক্রমাগত বৃদ্ধি পায়। অৰ্থাৎ Да) একটি সর্বৈব বর্ধমান অপেক্ষক। жэл উহার 
উদ্ধ ও баа] যথাক্রমে Да) ও (0). eh /-এর За ও Бар যথাক্রমে 
14 «4, 

ЗИП. 6. /(5)= 82 % এবং (0) = Ус হইলে /এর প্রসারতুক্ত মানকে 
4-এর ব্যাপ্থিতুক্ত ধরা যায় কি? /-এর 9 অপেক্ষকটির অস্তিত্ব থাকিলে তাহার সংজ্ঞা 
faa l 

Ја) = ві? = হইতে দেখা ta /-এর প্রসারভুক্ত মান ৪০2 % yatag | 
যেহেতু sin ০-এর সর্বোচ্চমান 1 সেইহেতু sin? এ-এর অথবা /-এর প্রসার [0, 1]. 

9(4)= У ॥এর ব্যাপ্তি [0১  [ স্পষ্টত: [0, 1] অবশ্যই [0, = [-এর чуе 
{өя /ча প্রসারতুক্ত মান 9-এর ব্যাপ্তিভুক্ত। সেই কারণে /এর g অপেক্ষকটির 
RE হইবে /0/(9) )= V ла) = Vain? 2৯৪1 л. 


প্রশ্্মীলা 4 


1. নিচে কয়েকটি অপেক্ষকের সংজ্ঞা ও ব্যান্তি দেওয়া আছে। উহাদের 
“কোন্টির বিপরীত অপেক্ষক আছে এবং তাহা কারণসহ লিখ | 
() /৫)৯1 ০7 ব্যাপ্তি R. (1) Дд)=9—3х; ব্যাপ্তি R. 
(iii) Да)==2?; ব্যাপ্তি R. (+) Д@)=ш?; ব্যাপ্তি [0, =]. 
(0 ১৫)৯০২। ব্যাপ্তি [-=, 0]. (vi) /)-০5 ) ব্যাপ্তি ৪, 
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(vii) а), 5 ব্যাপ্তি ]- =, ої. (viii) Ла)= ||; ব্যাপ্তি -9,2] 


G) /৩)-4+55 ব্যাপ্তি 1,5). (5) /(2)=25+1,; ব্যাপ্তি 00, =] 


2, নিম্নলিখিত প্রত্যেকটি অপেক্ষক /-এর বিপরীত অপেক্ষক /-1-এর সংজ্ঞা- 
тре সমীকরণ লিখ £ 


(0) Ла) =32-1. (i) f= নি 
(iii) /@= е (৮) [- =, —1] ব্যাপ্চিতে 7৫8) 1+1. 


(т) (2)=% | & | যখন 2৯৯০, 

з. /()=341 এবং уча ব্যাপ্তি [-3,-1] হইলে দেখাও যে уі 
বর্তমান । 7-1-9 ব্যাপি নির্ণয় কর। 

4. 1) এবং এর ব্যাপ্তি ['1, '5] হইলে /-1-এর অস্তিত্ব প্রমাণ কর 
“এবং f laa ау নির্ণয় কর। 


Б. লেখ অঙ্কন ФЧ] দেখাও ষে__ 
/0০)-০০% e হইলে /-এর ]0,т[ 47805, ০০৮-1 বর্তমান; /--এর 


ব্যাপ্তি কত? 
В, {(2)= ০00800 % হইলে, কোন্‌ শর্তে /-1 থাকা! সম্ভব ? লেখ অঙ্কন করিয়া 


7-৮-এর ব্যাপ্তি ও প্রসার নির্ণয় কর। 
Т. 0(৫)-10৫ = এবং /(*)= ৫" হইলে ялі সারণী ব্যবহার করিয়! 


দেখাও যে ০-1-2, 
8. /(৫)-৮৯+-224+8 হইলে [0, 1] অবকাঁশে /(৫)-এর 89° ও Бата] 


নির্ণয় কর। 

9. /(5)=50০ % হইলে দেখাও যে [0, 2] অবকাঁশে উহার Бибі আছে 
‘কিন্তু б নাই 1 এ নিয়দীমার মান কত? 

10. নিচের প্রতিটি অপেক্ষকেয় যদি বিপরীত অপেক্ষক থাকে তবে, দেখাও ষে 
প্রত্যেকটি ক্ষেত্রে /=/-1. 


0) ОБ: (i) дд=&; 
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Gii) f= Et, (iv) 2০53. 


1. f= এবং /-এর ব্যাপ্তি [3, =[ হইলে দেখাও ষে, / সর্বেক 


হুসমান অপেক্ষক এবং সেই কারণে /-এর একটি বিপরীত অপেক্ষক 9 থাকিবে। 
а-ал সমীকরণ নির্ণয় কর। [ সংকেত, Д3), ЛА, (5) প্রভৃতি মান নির্ণয় করিয়া 
দেখাও যে তাহারা ক্রমহ্সমান। ] 

12, 11 নম্বর প্রশ্ন হইতে দেখাও যে fiole) )=0/@) ). 


19. 809) "+ হইতে দেখাও যে - о 6066 অবকাশে ৪-এর একটি 


বিপরীত অপেক্ষক S আছে। 57! নির্ণয় কর। 
14. 13 নম্বর প্রশ্ন হইতে দেখাও যে, 
8(8-1(ш) )= S7} (8(2)) 
16, /ও ০-এর বিপরীত অপেক্ষক যথাক্রমে /-1 ও 71 এবং 9(০)-/9)) 
হইলে দেখাও যে, 
9-7()-0-8(7-02) ) 
[সংকেত : (2) =и ধরিলে, 0-1(%)-%$ .. /(60)-7)- Sle). 
আবার (0) = 00) о ধরিলে 3-1(০)-5% এবং /-১()-%, ০5:35) 
=2=9-(4)=9""(/-'(0)). ৮এর স্থলে % বমাইলে উত্তর পাওয়া! যায়। ] 


16. Ха) = নল এবং 9(2)= হইলে দেখাও যে 9(/(%))= ৪৫৫) সংজ্ঞাস্থ চিত 


একটি অপেক্ষক 9-এর অস্তিত্ব আছে। 5(%)-এর মান নির্ণয় কর। 

(яча: এর প্রসার [1,1 17:10. অর্থাৎ 0 বজিত [_1, 1] এবং. 
9 এর ব্যাপ্তি %-10. স্ৃতরাং ৪ আছে। ইত্যাদি] 

17, {(5)=22-1 এবং (х= Уш হইলে দেখাও যে 9(((2))=%(2) 
чї সুচিত অপেক্ষক ॥-এর ব্যাপ্থিতে — 1 হইতে বড় এবং 1 হইতে ছোট কোন 
মান নাই। 

সংকেত £ 2(০)-706))-০৫০০-1)-%55-0- V atie); 
zaa —1 হইতে বড় কিন্তু 1 হইতে ছোট যে-কোন মানের জন্য ৫+1)(6-1) 
খণাত্মক এবং সেই কারণে (otiw) অবাস্তব যাহা এক্ষেত্রে অসম্ভব 0 


ইত্যাদি। ] 


735a অন্যাক্স 
সীমান্তমান ও тебе 


(Limit and Continuity ) 


81. সীমাস্তমান (Limit) ঃ 

% সম্বলিত অপেক্ষক / হইতে /1০)-এর বিভিন্ন মান পাওয়া যায়। «=, 
/)-এর ব্যাপ্ডিভুক্ত কোন মান হইলে /)-এর মান হয় Да); কিন্ত аа qifa- 
বহিভূ্তি কোন মান'হইলে /৫৫) পাওয়া যাইবে না। কিন্তু যদি ঠিক а-л সমান না 
হইয়া উহার খুব কাছাকাছি মান হয়, তবে এ-এর সেই মানকে ৫-র সমান না 
বলিয়| বলিতে হয় ৫-গামী বা ৫-র নিকটতম মান। গণিতের সংকেতে ran 
এই а বা এ-র নিকটতম মানকে লেখা হয় 2৪ আকারে। 

এখন প্রশ্ন £ ০-৯৪ হইলে (অর্থাৎ л, ৫-গাঁমী বা এ-র অতি স্গিকট হইলে ) /(д)- 
এর মানসমূই কোন সমীম মানের অভিমুখী হয় কিনা? ৫-এর মান ক্রমশ: ৫-র 
নিকটবর্তী হইলে যদি feaa মানও ক্রমশঃ একটি সসীম সংখ্যা /-এর খুবই 
নিকটবর্তী হইতে থাকে তবে সেক্ষেত্রে, ৮৯৪ সাপেক্ষে /-কে /(*)-এর সীমান্ত 
মান বলে। সীমান্তমান' ইংরাজি Limit-aa গ্রতিশব। সীমাস্তমানকে তাই 
সাংকেতিক ভাষায় lim /(2) বা আরও সংক্ষেপে Хо) আকারে লেখা হয় এবং 


০৯ © 
তাহা! যদি [чай সমান হয়, তবে লেখা! হয় lim /(2@):=1 4] Lt /{д)= 1, 
০৯ চি 


এইবার প্রশ্নঃ Та Ла) =1 হইলে ст সীমাস্তমান বলার সার্থকতা কি? 
>а 


পরবতী অনুচ্ছেদে, অপেক্ষকের জ্যামিতিক ধারণার উপর নির্ভর করিয়া উপরোক্ত 
প্রশ্নের উত্তর সন্ধান কর! যাইতেছে | 

8.2. অপেক্ষকের জ্যামিতিক চিত্র হইতে সীমান্তমানের ধারণ! 
(Concept of limit from geometrical approach) 2 

2.2 অহচ্ছেদের (৮)-বিভাগের আলোচনা হইতে সিদ্ধান্ত এই হইয়াছে যে, 
অপেক্ষকমাত্রই সংজ্ঞাবদ্ধ নিয়মে সম্পফিত যুগলমান সমূহ লইয়া গঠিত। অর্থাৎ একটি 
চলক বিশিষ্ট প্রত্যেক অপেক্ষক হইতে জোড়া জোড়া কতকগুলি মান পাওয়া qta | 
স্থতরাং/ যদি এ-সগ্বলিত একটি অপেক্ষক হয়, তবে / হইতে (2, fia) ) আকারে 
যুগলমান, গ-এর বিভিন্ন মানের জন্য বিভিন্ন হইবে। কার্ডেজীয় অক্ষতন্ত্রে এইরূপ 
প্রত্যেকটি যুগলমানের প্রথমটিকে তুজের এবং দ্বিতীয়টিকে কোটির মান ধরিয়া একটি 

ঘা (Жїз যা) ৮ 
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Ra স্থাপন করা যায়। এইভাবে /-এয় বিভিন্ন যুগলমান হইতে প্রাপ্ত বিনুগুলিকে 
যুক্ত করিলেই /-এর একটি লেখ চিত্রিত হয় | 

এই অনুচ্ছেদের আলোচ্য বিষয় হইল অপেক্ষকের Йде মান। একটি সরলরেখা © 
"КБФ অপেক্ষক লইয়া আলোচনার স্থত্রপাত কর! যাকৃ। 

(9 (০)--৪ একটি সরলরেখ। ZF অপেক্ষক| এই 7)-(-৪) হইতে 
(—3,— 6), (—9,—5), (—1,—4), (0,—3), (1,— 2), (2,—1), (8, 0) (4, 1), 
(5,9), (8, ৪) প্রভৃতি ফে-যুগলমনগুলি পাওয়া ঘায় তাহাদের দ্বারা সুচিত বিন্দু- 


<> 
গুলিকে চিহ্নিত ও যুক্ত করিলে যেন 30নং চিত্রের as সরলরেখাটি পাওয়া ষায়। 


> 
8৪-ই /-এর লেখ। 


চিত্র я:—30 


এই লেখচিত্রের যে-কোন বিন্দুর ভুজ হইবে ০-এর একটি মান এবং তাহার কোটি 
হইবে সেই 2 হইতে প্রাপ্ত ৫) মান। এখন ৫-এর মান ঠিক 5 না হইয়! যদি চ-এর 
অতি সঙ্গিকট কোন মান হয় তবে ৪৯5 ছারা সেই মান বা মানসমূহ সুচিত হইবে। 
এখন ৮-এর অতিসন্গিকট বিন্দুসযূহ ৮=5 রেখাটির বামে বা ডাহিনে ৮-চিহ্িত 
Rapa গায়ে গায়ে লাগিয়া অবস্থিত হইতে পারে। স্থতরাং এ-এর মানসমূহ 
&%=5 রেখাটির যত কাছাকাছি থাকিবে, ততই ৮৯5 হইবে | 

"їйє, &->5 হইলে /)-এর যে মানসমূহ পাওয়া! যাইবে তাহারাঁও হইবে 
৩=5 রেখাটিরই কাছকাছি লেখস্থিত বিন্দুসযূহের কোটির মান। এখন 2=5 
রেখাটি /-কে (6, 9) арэ ছেদ করে এবং (5,2) বিন্দুটির কোটি /(5)= 5 -8=2. 
অতএব ॥->5 হইলে /(х)— এর মান /5)-এর ঠিক সমান না হইলেও উহার অতি 
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সন্নিকট কোন মানের অভিমুখী হইবে। সেই gatea /(6)-এর নিকটতম সেই /(৫)-এর 
মানকে সীমান্তমান বলাই সঙ্গত। সংকেতে তাই এই মানকে 17872) আকারে 
০5] 


লেখা হয়। . 

দেখা যাইতেছে, ০৯5 দ্বার| সুচিত মানদমূহ ৮-এর নিকটতম| উহার! চ হইতে 
নগণ্য পরিমাণ বড় ব| ছোট হইবে। ধরা ষাক সেই মান =5 +h বা 5-%, যেখানে 
h একটি নগণ্য মানের ধনসংখা| 1 = "00001 অর্থাৎ একের লক্ষ ভাগের একভাগ 
হইলে, 5+h=54+'000001=5'000001 এবং 5-—'000001= 489999. 
haa মান যদি '000001 হইতে রও ছোট হয়, যদি তাহ! এত ছোট হয় ষে 
0-এর সহিত উহার পার্থক্য থাকে না বলিলেই চলে, তবে 5+॥ কার্যত: 5+0 
ব৷ 5-0 হুইয়া যায়। আবার, 


Lt f2)= Lt 15 3)= না 14891 অথবা উবাচ i | -һ—8) 
25 h> 2-5 


_77//9-7) হয়। a তখন ш. ১/০-০ Gtr) হইয়া Е অতএব 
h0 


এখানে ॥-এর মান প্রায় শূন্ত a গেলে শেষ R ш Да) =a হইয়া পড়ে 
тә 


এবং সেই কারণে ৪৯১ হইলে /(5)-এর সীমান্ত মান হইবে 3, অর্যাৎ 1 £2) =з. 
2 


"їйє: এখানে ш = 5 রেখাটি / লেখটিকে যে-বিন্দুতে ছে? করে সেই чт কোটি 
{(5)-এর মানই এই সীমান্ত মান। 
স্থতরাং সাধারণ ভাবে বলা যায়, যে-কোন অপেক্ষক /-এর লেখকে х=а 
রেখাটি যে বিন্দুতে ছেদ করে বা “ছেদ করা উচিত" নেই বিন্দুটির 
কোটির মানই Lt faa সীমান্ত মান | 
x> 


এই সংজ্ঞায় “ছেদ করা উচিত" কথাটির তাৎপর্য পরবর্তী (I1) এর উদ্াহরণটির 
আলোচন! হইতে স্পষ্ট হইবে। 


G) g অপেক্ষকটির সংজ্ঞা যদি gla) = (2 508 -3) 


হয়, তবে д=Б হইলে 


0(5)= = OE) 0 হইয়া পড়ে এবং সেই কারণে gl 9(5)-এর কোন মান পাওয়া 


qta all 
(т — 3) 


কিন্তু ০৮০ হইলে рец 


5) ASNES হইয়! যায়। লেক্ষেত্রে 9-এর 
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লেখটি 80 নং চিত্রে প্রদর্শিত /-এর লেখটিরই অনুরূপ হয়, তবে উহাতে (5, 2) বিন্দুটি 
থাকে না। ৪1 নং চিত্রে দেখা যাইতেছে (5, 2) বিন্দুতে 9 এর লেখটি বিচ্ছিন্ন। 
এ বিন্দু পরিমাণ ছেদ বা 
тар Бат যদি ভরাট হইত তবে 
5 এই слаб 309: চিত্রের Ра 
(5,2) সরলরেখাটির সহিত অভিন্ন 
i হয়! যাইত। 


এক্ষেত্রেও Lt 9(%)-এর মান 
æ->5 


ы 1 4 
) ১১1১০ Ga FUTON ач 
| ? ॥ 2-5 
: $ Р aha কাছাকাছি лч 
9 মানসমূহের জন্য /()-এর মান 
চিত্র а:—31 বা মানসঘৃহ কিরূপ দীড়ায় 


তাহা দেখিতে হইবে । এই রেখাটি টানিবামাত দেখা যাইবে যে ফাকা (5, 2) 
বিন্দুটি ভরাট হইয়া যাইবে এবং তাহা একটি বিন্দু পরিমাণ সেতুর মত 0-এর লেখটির 


ছুইটিঅংশকে যুক্ত করিয়। бн ০০ সরলরেখাটি উৎপন্ন করিবে। কিন্তু মনে রাখিতে 
হইবে ষে, প্রকৃতপক্ষে (5,2) Каб ш=5 এর উপরেই অবস্থিত, ৫-এর লেখটির 
উপর অবস্থিত নহে। 9-এর লেখটির উপর এ বিন্দুটি নাই ; থাকিলে, ৪ 
Rai ০-এর লেখকে এ (5, 9)বিন্দুতে ছেদ করিত এবং তখন এ ছেদবিন্দুর কোটির 
মান হইত 2! 

এখন һ যদি শূন্যের অতিসন্নিকট কোন ধনসংখ্যা হয় তবে, 


Lt ০0)-108 (s—-5)(#—8)=Lt (0—3) [7 ৮৮45] 
295 х5 РЭ 25 


=14 (5-5-3) = (9+ 1) =9. 
7-৯০ һ->0 
এইভাবে দেখা যায়, ৪-এর মান Б হইতে কোন ক্ষুপ্রতম ধনসংখ্যা ॥-পরিমাঁণ বড় 
বা ছোট হইলে ০()-এয় মান কার্যত -এর সমান হইয়া ষায়। , এইমাত্র দেখা গিয়াছে 
যে, এই 9 হইল (5, 9) বিন্দুর কোটির মান। স্থতরাং বলা চলে, 2=5 রেখাটির 
৪-এর লেখকে যে-বিন্দুতে “ছেদ করা৷ উচিত” সেই বিন্দুর কোটির মানই = Lt gla). 


2—5 
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এখানে ‘ছেদ করা উচিত’ বলার তাৎপর্ধ এই যে, с=5 আদলে 0-91 লেখকে 
(5, 9) বিন্দুতে ছেদ করে নাই; কেনন! লেখটির উপর (5, 9) বিন্দুটি নাই। অতএব 
এখানে 0(5) মানটি না পাওয়া গেলেও সীমান্তমান я b (д-т অস্তিত্ব স্বীকার 


করিতে হয় এবং তাহাই এখানে এ. অর্থাৎ та (৫ e-se- উস 


2৯৮ 77 
(0) পূর্ববর্তী আলোচনা হইতে দেখা যায়, 80নং চিত্রে 1 f (৫)-এর মান 
2-5 


নির্ণয়ের সময় ০-০+% বা, 6-% ধরা হইয়াছে, যেখানে ॥ শৃপ্তের নিকটতম একটি 
ধননংখ্যা অর্থাৎ যেখানে ॥0. чу 31 নং চিত্রেও Lt g (5)-এর মান নির্ণয়ের 
৮৯5 


সময়, ৪-৮+% বা 5—Һ ধর! হইয়াছে, যেখানে 7৯০, 

উভয়ক্ষেত্রেই দেখা যায়, saa মান ডানদিক হইতে কমিতে কমিতে ৮-এর 
নিকটতম হইলে /৫)-এর মান যে সীমায় পৌছায়, ৪-এর মান বাঁষদিক হইতে বাড়িতে 
বাড়িতে ৮-এর নিকটতৰ হইগেও /()-এর дія ঠিক সেই সীমায় পৌছায়। এই- 
ভাবে বামদ্দিক ও ডানদিকের সীঘান্তমান যখন এক ও অভিন্ন হয় তখনই, 
সীমান্ত মানটির অস্তিত্ব সুনিশ্চিত হয়। : Р 

কিন্তু সকল সময় এইভাবে বামদ্রিক ও ডানদিকের দীমান্তমান সমান 
না-ও হুইতে পারে। যদি না হয়, তৰে বল! হয় কোন সীঘান্তমান 
নাই। বিষয়টি ব্যাখ্যা করা যাইতেছে। এই প্রসঙ্গে 96 অনুচ্ছেদে (8) বিভাগে 
আলোচিত গরিষ্ঠ সংখ্যাজ্ঞাপক অপেক্ষকের ধারণাটি আবার ঝালাইয়া লওয়া 
প্রয়োজন। 38 পৃষ্ঠার সারণী হইতে দেখা যাইবে যে, 


যখন %-0, তখন сов r=], সুতরাং, [ [cos %] ]=1 
= +01 „ вов 2=='9980, » [оов к] ]=0 
а= +09 „ 008 2='9801, „ [loos z] ]=0 
t= 4:08 » cos 0='9553, » [ [co 2] ]=0 
„ 2= £15 „ cos == "0707, » [Loos %]1-0 
যখন == +157 তখন cos ০0. » [loos] ]=0 


কিন্ত » ০ +16, ০08 = - "0279, „ [loos 2] ]1- -1 
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যখন » = গ= +3'1 তখন ০০৪ %-. -1, সুতরাং) [ [cos 2] ]= 1 
ইত্যাঁদি। 
ইহা হইতে স্পষ্ট হয় যে, যতক্ষণ 0৫৮ <157 বা 5 ততক্ষণ ০০৪ ০-এর গরিষ্ঠ 


অখণ্ড সংখ্যাজ্ঞাপক মান=0 থাকে | কিন্তু "এর মান 157 হইতে বড় কিন্ত 
ЗІ (বাগ) হইতে ছোট বা গ-এর সমান হইলে ০০৪০-এর গরিষ্ঠ অথগুসংখ্যাজ্ঞাপক 
মান= — 1 হইয়! যায়। 


চিত্র я+—32 


৪এনং চিত্রে у = cos ০-এর লেখটির সহিত / (0) = [ [coss] ] লেখটিকে চিত্রিত 
কর! হইয়াছে। এখানে /-এর ব্যাপ্তি ধরা হইয়াছে [-8'1, 31] অর্থাৎ [—тул], 
ওঁ দেখ হইতে-দেখা যায়, АБ, СБ, ЕЕ ও СН এই চারটি বিভিন্ন খণ্ড রেখা এবং 


(0,1) বিন্দু লইয়! /-এর লেখটি গঠিত | লক্ষ্য করিতে হইবে যে, AB খণ্ডরেখ = == 


রেখাকে ছেদ করে না। সেইরূপ, На খণ্ডরেথাও а= রেখাকে ছেদ করে 


না। তৃতীয়ত 65 ও ЕР খণ্ডরেখা দুইটি о (0,0) বিন্দুতে বিচ্ছিন্ন। 
এইবার 10 /(а) অর্থাৎ 16 [ [cos ০])-এর মানটির সন্ধান বরা যাক। 
вэ 297 


লেখটির ЕР অংশ হইতে দেখা যাইতেছে, £-এর মান শৃন্তের পর বাঁমদ্িক হইতে বড় 
হইতে হইতে чая ср অভিমুখী হয়, তখন 7 (2) মান সরবক্ষণ-ু0 থাকে। ফলে EF 


অংশ এ-অক্ষের উপর শায়িত খাকে। কিন্ত এ-এর মান যেইগ্ সীমা পার হইয়া বৃহত্তর 
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হয়, অমনি / ৫)-এর মান —1 হইয়া যায় এবং তাহা саяп <х<т অবকাশ সীমা 
পর্যন্ত -1-ই থাকে। ফলে ডানদিকে т হইতে ছোট হইতে হইতে кыя মান 
গ্রাথর অতিশয় সামিধো আস! পর্যন্ত /-এর mafia অংশ তারার সুচিত হয়। স্থতরাং 


বামদিক হইতে ачай মান ক্রমশঃ গা কাছাকাছি আসিলে Да) এর মান 0 হয়, 


কিন্তু ডানদিক হইতে ৫2-এর মান БШ কাছাকাছি আসিলে /(৪)-এর মান - 1 হয়। 
অতএব এইক্ষেত্রে বাম ও ডাঁনদিক হইতে / (2)-এর কোন এক অভিন্ন সীমান্ত মান 
পাওয়া গেল না। সেই কারণে বঙ্গ হয় Lt / (а) 41 ТА [[сов 2)]-এর afes নাই। 
кэт ৪৯৪ 
অনুরূপ কারণে Lb [ [сов 2] ]-এরও অস্তিত্ব নাই। 
297 


কিন্ত ТАГ х] ]-এর বিচার করিলে দেখা যায়, а ধখন বামদিকের 0 বিন্দু 


সুচিতমান অপেক্ষা বড় হইতে হইতে ০ বিন্দুর অতি afit ০ বিন্দু সুচিত মানের 

অভিমুখী হয়, তখন [ [оов 2] ] এর Aata মান =0; সেইরূপে, ডানদিকের F হইতে 

ছোট হইতে হইতে ৫ যখন 0-এর অতি সন্নিকট Е বিন্দু সুচিত মানের অভিমুখী হয়, 

তখনও [ (оов 2] ].এর সীমাস্তমান= 0. অতএব এক্ষেত্রে উভয় দিক হইতে এক ও 

অভিন্ন একটি সীমাস্তমান পাওয়া যাঁয়। সেই কারণে বলা হয় i { [cos 2] ] 
g 


বর্তমান এবং তাহার দান оче অর্থাৎ 14 [ (০০৪ ৪] J=. 

লক্ষ্য করিতে হইবে, (0.0) Ч লেখটির উপরে নাই। 

কারণ ৫০0 হইলে оов а= оов 0= 1 এবং সেই কারণে [ [০০৪ 2] ]=1; 

অতএব, /(ш)=[ [оов 2] ] সংজ্ঞাবন্ধ /-এর লেখটির উপর (0১1) বিন্ুটিই 
রহিয়াছে, (0, 0) বিন্দুটি নাই। অর্থাৎ এখানে (0) = [০০৪ 0] ]=1, 

তাহা হইলে, 

1{5)=0, ета ৫) এর অস্তিত্ব নাই) 
з" 
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অহুরপে, 00-5) 0, কিন্তু 6 /(2)-এর অস্তিত্ব নাই, 


29" 
2 


এবং/ (0)=1, কিন্তু Lt f (2)=0 
220 


(9) Ва) (1) হইলে San লেখটি অঙ্কন করিবার জন্য Раббі 
খুগালমানগুদি নিৰ্ণয় করা її: 


যখন s= 26, зе (3 = (2) в (2)-2, 

যখন а= 2-3, তখন sin (== (27 সন (দ+2)- =, 
যখন а= 2, তখন sin (2 20৭5 (৮ 5) (ат) = -1, 
যখন а= 2.5709, তখন sin (а (27) =i (37 +3) = নি 


যখন s= 07, তখন sin (= (С) (е), 
ইত্যাদি। 


k 1), (ё, т 1) 2, 1) প্রভৃতি বিন্দু অর্থাৎ (8,1), (2,1), (1,1) প্রভৃতি 
বিন্দু 9-এর লেখষ্টির উপর অবস্থিত। 


আরও দেখা যায়, ৫-এর মান এ হইতে বৃদ্ধি পাইতে পাইতে অনীম মানের দিকে 
অগ্রসর হইতে থাকিলে San মান Z হইতে কমিতে কমিতে 0-এর নিকটতম হয় 
এবং তখন ৪[3)-এর মান 1 হইতে ক্রমাগত কমিয়া 0-তে আসিয়া heta | 

কিন্তু ৪ এর মান 2. হইতে 3, „©? ইত্যাদি ক্রমে বাড়িতে থাকিলে, 
এ মান খাদে নু হইতে উট হইতে ইত্যাদি মে বাড়িতে থাকে; ফলে 


a 2 এর মান 1 হইতে —1 এর মধ্যে চলাচল করিতে থাকে | 


Терт: 
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এইভাবে এ-এর অনুরূপ ঝণাত্মক মানগুলি লইয়াও দেখ! যায়, ৫-এর শৃণ্যের 
নিকটতম মান হইতে — পরবস্ত মানগুলির জন্ত sin (94 মানগুলি - 1 হইতে 
1-এর মধ্যে চলাচল করে এবং - £ হইতে অসীম পর্যন্ত -এর মানের জনত sin (2 
এর মান - 1 হইতে 0-এর দিকে অগ্রসর হয়| 8-а লেখটি সেইজন্য AIRA হইবে। 


চিত্র я\—33 


লক্ষ্যণীয় ঘে, т-а মান যতই শৃণোর নিকটবর্তাঁ হয়, লেখটির বধ অংশ ততই 
কাছাকাছি দেখিয়া আসে। ইহার অর্থ sin ()-এর মান ক্রমাগত wewa বেগে 1 


হইতে _-1-এ বা –1 হইতে 1-4 অনস্তসংখ্যকবার চলাচল করিতে থাকে; কখনও 
একটি নির্দিষ্ট সীমান্তমানের অভিমুখী হয় না। 


1 
„It sin (১)-এর অস্তিত্ব নাই। 
সুতরাং বলিতে হয় যে 14 sin ()-এর 


আবার এক্ষেত্রে S (0)=sin ())-4 কোন অস্তিত্ব নাই, কেননা Н | 
33, Lt (x) ও /(৫)-এর পার্থক্য £ 
ха 


32 অনুচ্ছেদের (i) হইতে (17)-এর বিভাগে যে আলোচনা হইয়াছে তাহা! হইতে 
স্পষ্ট হইবে যে, Lt f (д) ও f (a) সমার্থক নছে। 
2৯৪ 


Li f (৫)-এর অর্থ হইল 2-41 মান এ-এর ঠিক সমান না হইয়া এর অতি সন্নিকট 
Эа 


12 কলনগণিত 


হইলে 702)-এর মান যাহ। হয় দেই সীমান্ত মান, যদি সেইরূপ কোন Aate- 
মানের іе থাকে। আর / (0-я অর্থ £-এর মান৪-র সমান হইলে /(৮'-এর 
মান যাহা হয় তাহা। 
3'3 অনুচ্ছেদের আলোচনায় দেখা গিয়াছে যে, Lif (৫) বা / ()-এর অস্তিত্ব 
>а 


থাকিতে পারে আবার না-ও থাকিতে পারে। আরও দেখা গিয়াছে ষে, 
() ক্ষেত্রবিশেষে, / (а) ও Lt (0) উভয়েরই অস্তিত্ব থাকে এবং তাহারা সমান 
2-а 


হয়| যথা (3'9-এর (i) হইতে) 
/(০)(৫-8) হইলে, f (5) 
এবং Lit f (2)=Lt (а 3)=9 
2-75 2-5 


(4) দ্বিতীয়তঃ, ক্ষেত্রবিশেষে / (a) ও 1, (৫)__ছুইটিরই অস্তিত্ব থাকিলেও 
->a 


উহার! অসমান হইতে পারে। যথা 
[3'2-এর (11) হইতে / (х) = [ [cos 2] ] হইলে 
4 (0)=1, কিন্ত Lt f 0)-০ 
2720 


(৮) তৃতীয়তঃ, ক্ষেত্রবিশেষে Lt 7 (৫)-এর অস্তিত্ব থাঁকিলেও /(৫)-এর অস্তিত্ব 
27৯০ 


থাকে না। ষথা_ 
[8'2-এর (ii) হইতে] g OERLE] дт 


Lig (ш)=1% (0—5)(2—3) Lt (-8)-5৪, #5 
সি е 2৮5৫ Ee | মার { (й 


কিন্ত g (у= EE 00-0) = অর্থাৎ 
g (6)-এর অস্তিত্ব নাই। 
(ч) চতুর্ঘতঃ, ক্ষেত্রবিশেষে /(০)-এর অস্তিত্ব থাকিলেও 16 /(৮)-এর অস্তিত্ব 
2-0 
থাকে না। ষথা-- 
[9'9-এর (ii) হইতে] / (5)= [ [оов 2] ] হইলে 
(9.০ ; কিন্ত Dtf (а) অস্তিত্ব নাই। 
2 2—0 
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(у) পঞ্চমতঃ, 3 অনুচ্ছেদের (1)-এর বিভাগে আলোচিত 7 (2) = 810. (5- 
এর মত ক্ষেত্রে দেখা যায়, £ (0) мт» Saaana সাই। 
g> 


সুতরাং ক্ষেত্রবিশেষে / (а) ও Lt f ৫) উভয়েরই чїч নাই। 
> æa 


3.4. সন্ততি (Coutinuity) £ Е 
пабе বলিতে সাধারণভাবে অবিচ্ছিন্নতা বুঝায়। অপেক্ষক বিশেষের লেখ যখন 

উহার নির্দিষ্ট সীমায় অবিচ্ছিন্ন থাকে তখন এ লেখটিকে সম্ভতি রেখা বলা হয়। СХ 
অপেক্ষকের লেখ বিদ্দুবিশেষে বিচ্ছিন্ন বা ভাঙা, সেই বিন্দুতে সেই অপেক্ষকর সন্ততি 
নাই। 

উদাহরণস্বরূপ 3A অনুচ্ছেদের ()-এর বিভাগে দেখা গিয়াছে যে 7)-2-$8 
সংজ্ঞাবদ্ধ / অপেক্ষকটি (5,9) বিন্ুতে সম্ভত; কেননা = হইলে সেখানে 10) 
705) =5-3=9 এবং সেই কারণে / এর লেখটির উপর (5, 2) Ач অবস্থিত। 
কাজে কাজেই ০-& সাপেক্ষে / AES | 

কিন্তু ৪.9 অনুচ্ছেদে ()-এর বিভাগ হইতে দেখা যায়, 10-08-0658) 


ma বারা সুচিত 7 অপেক্ষকটি ব্যাধির মধ্যে 2—5 মান থাকিতে পারে না এবং সেই 
কারণে (Б, 2) বিন্দুতে ০-এর লেখটি বিচ্ছি্ন। অর্থাৎ =5 এর জন্য 0-এর সম্ততি নাই। 

অপেক্ষকমাত্রেরই লেখ অঙ্কন করিয়! এইভাবে সস্ভতি বিচার সহজ নয়। উহার 
গ্রয়োজনও নাই। 3'3 অনুচ্ছেদের আলোচনা হইতে এখন একথা স্পষ্ট হইয়া থাকিবে 
যে, কোন অপেক্ষক / এর ব্যাধির মধ্যে যদি а=а মানটি থাকে, এবং উহার প্রসারের 
মধ্যেও যদি: Да) মানটি থাকে, তবে (9, Ka) ) аб / এর сиса অবশ্যই 
অবস্থিত হইবে | সেক্ষেত্রে দেখা গিয়াছে যে, 


Li f(a) = fla) হয়। 
>й 


অতএব, ইহাই সিদ্ধান্ত হয় যে, 

19০49) হইলে ха মানের জন্য { অপেক্ষকটি ATS | 

ха 

এই সিদ্ধান্ত অনুসারে, 

„ ть) =14 (2—8)=2 এবং Д5) =5 – 3=9 
25 2-5 


০০৮ মানের জন্য f AES (Continuous). 
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আবার `7 Lt 9(2)=Lt en) (2=3)=9. 
৮-৯৮ 2-5 а 2-5 


(5—5)(5-3)_0оха_0 
О ы ны ко 
“e 005) এর অস্তিত্ব নাই, কাজেই Lt 9(%)=9(5) 
25 


অতএব, а= 5 এর জন্য 9 সম্ভতি-চ্যুত (0180078108958)। লক্ষ্য করিতে 
হুইবে যে,9 উহার «те 5 ভিন্ন অন্য সকল মানের জন্যই সম্ভত। / উহার 
সমগ্র ব্যাপ্থিতেই সম্ভত। 


5.5. প্রমাণসহু কয়েকটি প্রয়োজনীয় সীঘান্তমান (А few impor- 
tant limits with proot) : 
(а) п অথণ্ড সংখ্যা হইলে Lt ৩" а" 
>а 
п অখণ্ড সংখ্যা হইলে উহা! ধনাত্মক বা ধণাত্মক হইবে। га: বলিয়া 
৮৪) ধরা যাক্‌, saath, যেখানে ॥ শূন্যের অতি সম়িকট নগণ্য পরিমাণ একটি 
ক্ষুদ্র বাস্তব সংখ্যা। তাহা হইলে, 
Lt а"=% (а+%)" 
2-2 h>0 
(i) % যদি অখণ্ড ধনসংখ্যা হয়, তবে 


It 2% = Lt @+һ)" 
2৯ h>0 


=Lt (а +na"-1h+-.+nah"-1 +a”), 
h>0 


[ ছিপদ Со অনুসারে ] 
=a", [/-৯0 বলিয়। ॥ সম্বলিত পদসমূহ নগণ্য পরিমাণ 
এবং সেই কারণে তাহাদের বর্জন করিয়া ] 
G) অন্রূপে ॥ যদি অখণ্ড খণসংখ্য| হয়, তবে n= т, যেখানে. ж 
একটি অখণ্ড ধনসংখ্য| এবং ০৮০) সেক্ষেত্রে 
Lt a=b к" It (а+һу" 
aa ০৯৫ 7%-৯০ 
> দ্বিপদ উপপাগ্ অনুসারে 
Lt (647) 
һә0о 
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= торур т (-т)(—т—1) -„_; 
Lt fa +( -ma Соу" С. 


h>0 
=a", [ љети পদসমূহ বর্জন করিয়া ] . K ৬৮ У? DN 


2 те সংখ্যা হইলে, 


Li 2০5০, 
n>a 


(è) Lt а nan: 
с-а 


PT edna aL е 5 ASA 
egi = me haste атте +а" 1, 
[ প্রত্যক্ষ ভাগ প্রক্রিয়া দ্বারা ; 
0 
সেইহেতু, Lt ৪৩7০০] 2৮৮ FDU аре. 
০৯৮107087৯6 га 


Is а" 5+2" 
a-a 


=a""1 Haah" ata", 
[> Шш з"=а", 7 тап A (п 1), (п 9) 
кэп প্রভৃতি বসাইয়া ] 
=a" pa" а Fan! 
=n. а"), [ মোট পদসংখ্যা এখানে ॥ ] 


(0) Lt е 
এখন з(2 সাঃ ধরিয়া [—т, т] ব্যাথিতে ৪-এর লেখটি নিয়রূপে অঙ্কন করা 
যাইতে পারে। т=?й=3'140851 ধরা হইল। 
(ই 1৬৯ 1 
Кыт al 22 3 
т 


т 
যখন == £ =, তখন — = Tb 
6 2 +6 +6 т 
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т 
вїп (+3) 
а віш এল 8/.8/8._. 
যখন ж 28, তখন 2 т গুদ ৪৪ 
7৪ 
Pi пт 
= sin ( a) д - 
» s= tgz, » » = =” 64 
+5 
gr) + 43 
2 sin (= 3/9 
злы Ооа зу дн 
Б] -3 
=8 s841 
ám 


віп (+т) 0 


কার্তেজীয় অক্ষতন্ত্ে (5, 75), (৪, эз), Er '64) 
(=. ч) এবং (жт, 0)--এই দশটি বিন্দু স্থাপন করিয়া! যুক্ত করিলে 84 নং 
চিত্রে প্রদশিত ৪-এর লেখটি পাওয়া যায়। 


1 


Х'-л -5a -9л-л -n -я 


চি TESS EFE 


চিত্র я:—34 
যেহেতু 920.29 অনির্ণেয়, সেইহেতু ৪-এর ব্যাপণ্তিতে 0 বিন্দুটি নাই। সেই- 
জন্ত চিত্র হইতে দেখা যায় (0, 1) বিন্দুতে ৪-এর লেখটি সন্ততিহীন 
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"йө: ০-এর মান ডানদিক ব| বামদ্িক হইতে যখন 0-এর নিকটতম সান্নিধ্যে 
আপে তখন ৪(০)-এর মান 1-এর নিকটতম সান্সিধ্যে আসে 1 
>. Lt фЩдж)=1 
৮-৯০ 


অর্থাৎ ть 22.) 
2-0 К 


[ লক্ষ্যণীয় যে, :(0) মানটি নাই বলিয়া এখানে 7 ০০৮৮0 এবং 
০৯৮ 


মেই কারণে (0, 1) বিন্দুতে ৪-এর লেখটি সন্ততিচ্যুত। ] 


(9) (i) Lt sin zs=0 এবং (ii) L 903 21. 
20 260 


(1) sin ০-এর লেখ হইতে দেখা যায়, -এর মান ছুইদ্দিক হইতে যতই 


0-এর নিকটবর্তী হয়, sin ৪-এর মান ততই 0-এর নিকটবর্তাঁ হয়। 


7 Ш sing=0, 
৮-৯০ 


(Н) сов লেখ হইতে দেখা যায়, দুইদিক হইতে -এর মান যতই 0-9 
নিকটবর্তাঁ হয় ооз %-এর মান ততই 1-এর নিকটবর্তী হয়। 
^% Lt oose=1l 


৮-৯0 
(e) (i) Lt 810 2-8106. এবং (ii) Lt осовд=оова 
ста 2-24 
(i) Lt 81007178810 (a+h) 
2-70 h>9 


=14 (sin a сов h+cos a sin h) 
h>0 


(৪ а. 14008 a. 0), 
[৮৯০ হইলে sin %-৯0 এবং оов %-৯1, ] 


gin а, 
(ii) Lt вовк= 15 сов (a +h) 
22a h>0 


=Lt (оова сов h— sin a sin h) 
һо 


=(cos a . 1—sin a . 0) 


[т %-৯০ হইলে ০০৪7%-৯], এবং sin %-৯0] 
= 008 а, 
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Real: (0) ও (ii)-এর সাহায্যে অনায়াসে Lt вее ш, Lt 00890 x, 


с-а >а 
Lt 6৪০ এবং Li ০০৮ ৫-এর মান নির্ণয় করা যায়। 
৯৫ 220 
উদ্দাহরণমাল। 
উদ্দা, 1. /(2)=9%-3 হইলে দেখাও যে Dt (0) =1 
292 
h যেন একটি নগণ্য পরিমাণ ক্ষুদ্রা তিক্ষুদ্র সংখ্যা 
„ Lt flæe)=Lt (92—3)=1%» {2(3+h)—3} 
"* шэ к->9 1৮৯০ 


= (4+23h-3)=Lt (1+9h)=1 
॥-৯০ к>) 


Sri. 2. Ла)= аги হইলে, Lt /(2)-এর মান নির্ণয় কর। 
1- lol з —1 - 


2<0 হইলে | | = –2 হয়। 


Its 1+8 
1—(—2@) 14 


চি f(z) = Lit = 1 


->—1 2—1 
ЗИ. 3. 9(2)=tan 2+ | tan | হইলে 
Lt  9(০)-এর মান !নর্ণয় কর। 
29 


т=81498-- বলিয়া 1167" 

9 2৯৪ যখন ৫৯ ১ সেই কারণে ৪ এখানে দ্বিতীয় পাদস্থ কোণ zS 
করে। যেহেতু দ্বিতীয় পাদের কোণের tangont সর্বদা খণাত্মক, সেইহেতু এক্ষেত্রে 
tan 4৫০, 

শত Геос | =-tan ০, 


Lt  9(2)=Lt (tan z+ | tans |) 
০-৯৪ 2-98 


= 15 (tan z- tan x) 
2-৯৭ 


=0. 
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" উদ্বা. 4 8(2)= 5%! হইলে, 9 উহার ব্যাথিগত মান ৫-এর 
জন্য тее কিনা বিচার কর। 


9০2---1 (т — 1)(9=+1) 
Lt  S(z)=Lt 77106 2—————— 
29 2 >а Е АУ £ 
=Lt (৪০41), [যেহেতু ৪৮41] 
222 


লা 2(2+h)+1} 
7৯০ 

=Lt (5+9һ)=5. 
%-৯০ 


_9,89--97178-8._ 
এবং 9(9)--- দ্ব1 5 


77৮90) 792) এবং সেই কারণে 2= 9-99 জন্য 5 সম্তত | 
2-72 


উদ, 5. ra= L হইলে =0-এর ЧӘ / সম্ভত হইবে কি? 
£0-এর জন্য / 795 হইলে Lt (а) =/0) হইবে। 
220 


এক্ষেত্রে বামদিক হইতে 5-0 হইলে <0 এবং তখন || --%, 
л বামদিক হইতে 20 হইলে 
ш foe 411-8ল7£ 


2270-0 290-0 ” z 


আবার ডানদিক হইতে д->0 হইতে ০১৯০ এবং তখন | £ | == বলিয়া 


Оа 1548... ৫০) 
৮৯০40 ৮-৯০+০ 2 ৫-৯০+০% 


2. এক্ষেত্রে বামদ্দিকের সীমাস্তমান ও ডানদিকের সীমান্তমান এক নহে। 
সেই কারণে ш /2)-এর অস্তিত্ব নাই। কাজেই %=0-এর জন্য f ёз 
৮৯ 
নহে। + 
ЗИ. 6. মান ат: -Lt 3 
© 


І, 
—>0 Bn ` g 


II (XI—XII)—6 


80 কলনগণিত 
ধরা যাকৃ, аш^!д=0; তাহা হইলে віп бӨ=д এবং 2-50 হইলে 


অবশ্যই ৪-৯০ হুইবে। 


віп 0 
SE p 


ar- Dó 
a0 He 050 


উদ্বা. 7. মান নির্ণয় কর £, 1 = 


“шэй % 90890-1% 


908৪9--9 ধরিলে, ০০8৩০ б=д 


A ১ 


৪-৯০ ৪06" k ' 


উদ্বা, 8. 16 Суы )-এ মান б কর। 
7৯0 


т» এ (457 va) 
‚ 7৮৯0 h 
мм গেলি л) এ+ 4 
7৮৯০ h Git Ve 


w ২/০৫০+7- 2) 
ТА о МУЗЕЮ 7 
No. 
১১778415148. 
7৯০ МУАУ) 
Мах 
A икс 


Же এর 
42৪52 


| প্রশ্নমালা 5 
1. До) e নিয্নলিখিত সীমান্তমানগুল БИЧ কর : 
G) Lt fæ); Gi): Le fæ); (ш) Ht Ха). 
220 সু 2 
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2, 002) ৪10 2 হইলে  9(2)=কত? 
295 


3, 5(с) =созт= হইলে H 5(৮-এর মান কত? 
E 


4, ще) = ta? _৪ হুইলে Lt KORFS 


292—8 к>} 
б. Ple) 509 жаксар হইলে ть 2(০-এর মান নির্ণয় কর 
এগ 
6. ৪৫০) єз হইলে ১১1 0(%)-এর মান কত? 


>a 


т, 24 [কতা 
pirani 


3. Jo- 2l, тл Качат মান йй! 
9+2 222 


9. (а) =віо (2+ lel); 1% 9(৮)-কত? 
29-1 
10, їз (81০ %+ | віп 21 )-কত ? 


2-25 
14, fa)=} "এর লেখ অঙ্কন করিয়া কোন্‌ বিন্দুতে উহা নন্ততিচ্যুত তাহা 


নির্ণয় কর | 
12. দেখাও যে, সরলরেখার ঘরীকরণস্থচিত অর্থাৎ গ্লৈখিক অপেক্ষক (linear 
function) মাত্রই উহার ব্যাপ্রিভুক্ত প্রত্যেকটি মানের জন্য 195 | 
Тае: Да) 7৮46 ধরিয়। দেখাও যে, ы fa) =то+о এবং 
2 
Ка)=та+о ; ইত্যাদি ] 
18. কোন্‌ Аас এবং কেন 
G) £ নম্বর প্রশ্নের ৬; 
(1) 5 নম্র প্রশ্নের 25 
এবং (ii) 6 নম্বর প্রশ্নের v মন্ততিচ্যুত? 
14. দেখাও যে /৫)-৪+ | = | হইলে ॥=0-এর 99 / 799 | 


| ৪ কলনগণিত 


15. প্রমাণ কর сї, বাস্তবসংখ্যার ব্যাপ্ধিতে 
G) /৫)-০ আকারের প্রত্যেক ч অপেক্ষক 
এবং (ii) Да) == আকারের অভেদ অপেক্ষক RET | 
16. দেখাও যে, 
G) Lt 3=2-1=9; (ii) Lt (9:+3)=4; 
>} 


1 

(iii) Lt ৫০+০)-৫৮+০) 
৮-৯৪ 

(iv) Шш (+0) а? врз, 
h>0 % 


(0) шщ CED ar „у 
h>0 h 


17. মান নির্ণয় কর : 
(i) Lt tang; (ii) Lt seow; (і) Lt 09890 2 ; 
2—0 ০-৯৫ 


g> со 

(iv) Lt singz; (v) Lt sing; (vi) Lt cosg; 
вр кэз 292 

(vii) Lt cose; (viii) Lt tang; 
2-0 гәт 


i p Sin 9г 
ү) ү 9л оова” 


вое „Бе 
(9 88) ала» [ সংকেত : = রেডিয়ান এবং যখন б>) 


пб 
তখন 180৯0; Sst |] 
18. Ла)= | =| হইলে দেখাও যে, ৪0-এর জন্য / সম্তত নহে। 


19. ০৫)-71 হইলে দেখাও যে, ৬=0-এর জন্য 9 সম্ভত নহে। 
[zl 


20. Lt H Vats- %৫-2)-এর মান নির্ণর কর। 
০৯০ 


[ সংকেত £ 8718-99 প্রণালী অবলম্বন কর ] 
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s6. কয়েকটি আদর্শ সীমান্তমান (А few standard limits) $ 


এই অনুচ্ছেদে যে কয়টি সীমান্তমান দেওয়! যাইতেছে তাহাদের যথারীতি প্রমাণ 
করা হইল না। উচ্চতর স্তরে এইগুলিকে প্রমাণ করা হইবে। আপাতত ইহাদের 


স্বীকৃত za হিসাবে প্রয়োগ করিতে হইবে। 
01 (li) 16 log £-108 ৫3 
>а а >а 
1 


(iii) Шш (1+а)®=е; 
2-0 


(iv). TR log +e) 
০-৯০ 


Өт т \\ 


v) Lt 
20 


(и) Lt ав1=0; sai 
290 s сн 


(vii) 1 2 oost =0. 
2—0 s 


a7. জীমান্তমান সম্পর্কিত মৌলিক উপপা্য-সমূহ (Fundamental 


limit theorems) $ 


уво যদি এমন দুইটি অপেক্ষক হয় ষে, 
Lt /৫)গ এবং Lt 9(০)-% 
2-70 


->a 
তবে 0) ш [fo)£90)]= Lt Ло) t Lt д) тіп 
х >а т>а ০৮৯৫ 


অর্থাৎ, দুইটি অপেক্ষকের সমষ্টি ব! অন্তরের সীমান্তমান, অপেক্ষক 
দুইটির সীমান্তমানের সমষ্টি বা অন্তরের সমান হয় 1 
Gi) Lt [/@ д] = Lt ЛӘ). Lt 0(2) 77, 
>й ‚>й >а 
чб, দুইটি অপেক্ষকের গুণফলের সীমান্তমান, অপেক্ষক দুইটির 
আীমান্তমানের গুণফলের সমান | 
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(iii) ০ একটি е эчу] হইলে, 


Lt ০/02)-০ Lt. Да)=от. 
2—4 2-02 


অর্থাৎ, একটি গ্রুবক সংখ্যা দ্বারা গুণিত একটি অপেক্ষকের সীমাত্তান 
এ গ্রুবকসংখ্যা ও & অপেক্ষকটির সীমান্তমানের গুণফলের সমান | 
(iv) Lt 0(шт)=пу40 হইলে, 
-ra 


Lt [/@)-=0(ш)]= Lt /(ш)- Lt 0(৮)-%%, 
та т-а £৯০ n 


অর্থাৎ, ভাজক অপেক্ষকটির সীমান্তমান শুন্য না হইলে, দুইটি 
অপেক্ষকের ভাগফলের সীমান্তমান এ অপেক্ষক দুইটির পীমান্তমানের 
ভাগফলের সমান | 


(৮) যদি 7, বিন্দুতে g яа এবং Le fe)=L হয়, 
2-4 


তবে, Lt 0 [Дж)]=0(1,) 
০০৯৮ 


অর্থাৎ, ш Л] а Lt f(x), г Dt у(д)=1] 
ха ха 


2-а 

অর্থাৎ, একটি অপেক্ষকের ! দ্বারা গঠিত g অপেক্ষকের প্রসারভুক্ত 
প্!()]-এর সীমান্তনান, ৪-এর অধীন 1[()-এর সীঘাত্তমানের সমান | 

বলা বাহুল্য, এই উপপান্যটি অপেক্ষকের অপেক্ষকের সীমান্তমান নির্দেশ 
করে। 

@) হইতে (iv) Afe উল্লিখিত উপপান্তদমূহের যথাবিহিত প্রমাণ উচ্চ মাধ্যমিক 
স্তরের পাঠ্যক্রম 991. এইগুলিকে তাই এইন্তরে স্বীকৃত তথ্য হিসাবে গ্রহণ 
করিতে হইবে। 

পরবর্তী উদাহরণমালায় 36 এবং 37-4 তথ্য সমূহের প্রয়োগ প্রদশিত 
হইতেছে। 

88. SAST (Infinity) £ 

© সংকেত чї] অনস্তমান সুচিত হয়। কিন্তু অনস্তমান বলিতে কোন সংখ্যা 
নাই। কাজেই а-о বলিতে কোন অনস্তগামী সংখ্যা বুঝাইতে পারে না| шәо= 
দ্বারা তাই “৪-এর মান অনস্ত”_এইরূপ বুঝায়। কিন্ত যেহেতু “অনন্তমান” বলিয়া 
কোন সংখ্যা নাই, সেইহেতু ০৯০০ বলিলে বুর্বিতে হইবে যে, N যত বড় সংখ্যাই 
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হউক না কেন সর্ধদ1 EDN., এই অর্থে গ-এর মান A অনস্ত হয় অর্থাৎ >= 
হয়, তখন Да) যদি একটি নির্দিষ্ট মাম 4-র প্রায় সমান হয় তৰে লেখা যায়, 
Lt fo)=4 
0D 
অনস্তমান সংক্রান্ত নিয়লিখিত সীমান্তমানগুলি সচরাচর ব্যবহৃত হয় | 


(0 102 2=0; Gi) ш o=o; 
2-৯০০% 2-0 


(ш) Dt ০০০০5 
2৯০০০ 
89. বছুপদ ও মূলদ অপেক্ষকের দীমান্তমান ও সস্ততি (Limit 


and continuity of polynomial and rational functions) $ 


(в) একটি বহুপদ অপেক্ষক f(r) =" Fapt 
‚аја +оо হইলে, 


Lt уба) =: Lt (а 2" +a" Hee +a tao) 
сус 2-0 


= тва о" Ш anar" tee аја Ш ao 


>с 2—0 с-Э0 2-0 

сота аба Ее +a; ТА +; 

0৮৯০ ৪৮৯০ ০৯০ 
canl Ш 2, Шшттеп সংখাক উৎপাদক পর্যন্ত ) 

кэс 290 ү 

Fanci Lt 2. Lb 2-5-0 1) সংখ্যক উৎপাদক পৰ্যন্ত | 

০৮৯০ эб 
ERY +aictao 


-৫৯(০,০.০****% সংখ্যক উৎপাদক পর্বস্ত)4-2%-1(০,০....::-1) 
সংখ্যক উৎপাদক পর্যন্ত )+*+*-*210720 
= ако" 405-10%-71477680780 
আবার (0) =anc" tan- 4 areta 
ү са Ха) = 0) বলিয়া с=счаа জন্য чш অপেক্ষক / সর্বদা সম্ভত। 


বলাবাহুল্য с মানটি /এর ব্যাথিতুক্ত যে-কোন মান হইতে পারে। 


৪6 কলনগণিত 


(b) Ka) ও 9৫) দুইটি বহুপদ অপেক্ষক হইলে, Р(ш)= 15 Ж) qat P একটি 


{а অপেক্ষক। 
প্পষ্টতঃ, ү 0(ш)+40 হইলে, 


Lt E ROR u W- ү KO А 80а) = /0) 000) 
29-092 


১ (০)-/০)--0(০) 
0(с)=0 ছাড়া ৫-এর অন্যসকল মানের জন্য Р TES | 


উদ্বাহুরণমালা 


উদ, 1. প্রাসঙ্গিক মৌলিক উপপান্ের প্রয়োগ দেখাইয়া সীমাস্তমান নির্ণয় কর ঃ 


3-8044 
TE 
2-71 22 - 92+3 


Lt ш. Lt æ. Lts— 1% (38-4) 
Lt 2৪-824+4-০-৯1 g->l g>] 2-1 
০-৯] 22243 Lt 2. Dt = তং দা ৪) 

০৯] ৮-৯] 


=1.1.1-(3.1— 4)_1-3+4 9 


11-01-53) 1-3+3 2" 


+2, মান নিৰ্ণয়করঃ u 2852-4 
উদ! 4 কর КИ с 


24+ 55+4 _ u (2+4)(=+1) 
ШОУ. 12#+3а+@ „ 20-1 (®+9)(ш-+Е1) 
у" А 
= тл 244 СОЕ а a E 
a> 12+9 p aeg ০4 1 Lt 169) Apa 
E ge 


উদদা, 8, মান бе কর: 06 428-725 


০৯০০ 52° 80274 


টি 
4+ 7+ 
408+ 75+5 а? gë 
Lt -zp >= s 
৪১০০ 4372 40083 » [লব ও 9109 % দ্বারা 


т %* ভাগ করিয়া] 


সীমাস্তমান ও সম্ভতি ৪? 


100 ТЕШ Б 


a>r? ৫৯০০৪ 
аага ТУ 


5+. 57 де 2 
_4+04+0_4, 
০700 
Sma ов SEE এর মান নির্ণয় কর। 
тәф © 
вїп^1ш=60 ধরিলে sin 0= 2. 
2-0 হইলে sin ৪-৯০ অর্থাৎ ৪-৯০, 
- ৪ 
зае 


Lt 1 1 


=0->0 ৪০৪ 1% E Lt sinô 
g ৪-৯০ 

1 

সস 


Т. 5. Le (14০). e হইলে প্রমাণ কর যে, 
2-0 
-Lt 3 loge (142) =1 
200 2 


1 
тж (1+2) =е হইলে 
20 


1 1 
Lo 1108,(1+а)=1% logo(1+2)"=log, {Lt (1+2) 
20 © 20 290 

=log, е=1 


উদ, 6. 1/৮ 2108,(1+:)=1 হইলে দেখাও যে, 
০-৯0% 


88 কলনগণিত 
যখন £-৯০ তখন £-৯০ ; 
এবং ০-51086 (1+2) 
- ৪4 14-8- 
Кг ешр Ке л тү, 
220 12. 290 ШТ б. ЕДЕ 


2-20 z 


= 2 
801. 1. দেখাও যে, і log, Le 2) = 
2-৯0 £ 


— е 
Lt log, 0 Оа) =, поса 
20 m g 


= log { Lt গত) 
а). * 


ЗБ. sin w)? 
е ее 


৯1095 1° :=1оа, 1=0. 


উদ, ৪. /()=( +99) যখন ০৫) এবং /(0)-55 হইলে দেখাও যে, 
z= 0-এর 99 / 195 | 


25 ৪ И) (1+2) 
12 

৯18 $014124)২5 
5s оча)" 


ажа 


৯৪৪ 


Lt /(ш)==/(0) 
৮৯0 


а=0-4% q7 / সম্তত 1 
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ЗҮ. 9. Ло) = сов т এবং 0(%)= 2" হইলে Lt 91/(2))-এর মান নির্ণয় কর । 
7৯0 
Lt 1/6))-0108 Ae) 
a—>0 £-৯০ 


=g{Lt сова} 
৮-৯0 
А =g(1) 


কিন্ত 002)-9 ; + д(1)=?!=?, л Lt 016)) =, 
2-0 


উদ. 10, Lt sin [27] এবং Lt [[вїп 2799 মান নির্ণয় কর। 
кэй жэ 


Lt „5n [[2]] =sin ІНІ [[1°57)) 


25 
= віп 1. 
কিন্ত e [sin গা] [fon 21110], 
297 
গ্রশ্নমাল। 6 


1, সীমান্তমান সংক্রান্ত মৌলিক উপপাত্বের প্রয়োগ করিয়া নিয়লিখিত সীমা 
মানগুলি নির্ণয় কর £ 


G) Lt (02—324-4); (il) Dt (৪ — 50—53) ; 
21 2-1 

% হী) 4 Mle h 

(ii) ls (к+2)(а@-1); 1973 Leceta ? 


2 
(v) Lt Р Ut 
21 +1 
2, মান নির্ণয় কর ঃ 
f æ? — 3r? -0+3 $ &৪-2-6 
(0 a 2+3 (i) wE 2৮+০-39? 


30 কলনগণিত 


৮, 
(81057501314 л с at 
নি 25р бех = 
Ж, 
G) Eb 22 50, 


225 7-5 


3. নিয়লিখিত প্রত্যেকটি লীমান্তমান নির্ণয় কর : 


i 32471. 42484 
0s 7 


3 2 A 
(ii) гь 322-502-721 


-৯০০ 28—453 +7 ` 
4, দেখাও যে, 

i z l-cos0_1 
@ т (i) Ее p таз 


(ш) ть Sin 02 віп ба 6 
220 Sin от с 


е sin bs Bin by sin ox 
[ সংকেত Н এ [নিট Lt ( г X by টি Хоз ) 


=n Ls sin ш гел? ] 


005-0 эр ০৮ 


ГОИ а 
৯0: % 
5. প্রমাণ কর যে, 
@ It log (=; (ii) Lt log (৪ cotz)=0. 
%-৯0 2 s—>0 


(iii) Lt cos (т log 2)=1 ; (iv) m 108019 (14810 -sin ш) _ 
27৯68 তি sin д 


Шыде ae 
б) 20 !08(1+м) 1 


সীমাস্তমান ও সম্ভতি A 


। 1 
6. It (72) হইলে দেখাও যে, 
2—0 


о й+у» @ 1 alos (1+3) =; 


И Е а), 
£-৯০০ 


1 
7. /৩)-(+2), যখন ৪৮0 এবং /(0)= уе হইলে 
দেখাও যে, ৪-৫-এর জন্য / я | 
8. Lt 9[/(%)]-এর মান নির্ণয় কর, যখন 
%-70 


G) /(ш)=вїпх এবং 9(%)=2" ; 
(ii) /)২5%* এবং 9(%)=sin 2. 

9. Lt бап [2] এবং Lt [tan %]-এর পার্থক্য দেখাও। 
295 т 

10. দেখাও যে, দুইটি রৈখিক অপেক্ষকের ( অর্থাৎ সরপরেখাস্ছচক সমীকরণদ্বার 

প্রকাশিত অপেক্ষকের ) সমবায়ে গঠিত অপেক্ষকমাত্রই রৈথিক। 

[সংকেত £ Ха) _1%1%+61 এবং gla) =mos tca হইলে 
91[/02)]-179(7512-4-01) +оо тутас тусу Боз тзв +05 
যেখানে тз = тте এবং сз = т су оз ইত্যাদি। ] 

11, Да) ==° এবং 00৫). Je হইলে 

Lt foe) এবং 1% 01)]-এর মান নির্ণয় কর। 
০৮৯1 2-1 


12, fia)=nin а এবং д) =: হইলে 
ш /(д(ш)) এবং 1% 9(/0০))-এর মান নির্ণয় কর। . 


হি ০41 
Da g= 
3 টা 


চতুর্থ অধ্যাস্ত 
অপেক্ষকের অবকলনাঙ্ক ও উহার তাৎপর্য 


(Differential coefficient of a function and its significance) 


41. 559% (Derivative ) ? 

বিশ্লেষণমুলক জ্যামিতিতে সরলরেখার নতি-সঙ্বন্ধে বিস্তৃত আলোঁচন! হইয়াছে 
xaa ধনাত্মকদিকের সহিত একটি সরলরেখা যে কোণ উৎপন্ন করে তাহার 
ট্যানজেন্ট (Tangent)? এ রেখার প্রবণতা বা নতি। বলা বাহুল্য যে সরলরেখার 
প্রত্যেকটি বিন্দুর নতি উহার অপর প্রত্যেকটি বিন্দুর নতির সমান। আবার একটি 
বক্ররেখার কোন একটি বিন্দুতে যদি একটি স্পর্শক a tangont জীক| সম্ভব হয়, 
তবে এ শ্পর্শকটির নতিকেই ওঁ বিন্দুতে বক্র রেখাটির নতি বলিয়া ধর! হইয়া! থাকে 
এবং এই ভাবে বিভিন্ন বক্ররেখার বিভিন্ন বিন্দুতে নতি-নির্ণয়ের গবেষণী-গ্রসদেই 
কলনগণিতের আবিফার ঘটে | 

ইতিপূর্বে অপেক্ষকের লেখ-সন্বন্ধে আলোচনা হইতে দেখ! গিয়াছে যে, উহাদের 
কোনটি সরলরেখা, কোনটি আবার বক্ররেখা। যে-অপেক্ষকের লেখটি বক্র সেই 
অপেক্ষকের লেখস্থিত কোন একটি বিন্দুতে যদি একটি স্পর্শক আকা ধায়, তবে উপরের 
আলোচন! অনুসারে, সেই স্পর্শকের নতিকেই উল্লিখিত বিন্দুতে অপেক্ষকটির নতি 
বলিয়া গণ্য করিতে হইবে। কিন্তু সব সময় সকল অপেক্ষকের সকল বিল্ুতেই এইরূপ 
স্পর্শক আকা! যায় সা। অপেক্ষক-বিশেষ Їй কোন বিন্দুতে সম্ভতিচ্যুত হয়, তবে 
সেই বিন্দুতে উহার কোন স্পর্শক থাকিতে পারে না। яе লেখ. হইলেও উহার 
ЖЫН কোণের মত কোন কোন বিন্দুতে কোন পর্শক অঙ্কন করা যায় না। 
কােই আপাতত বক্র লেখ-বিশেষের যে-বিন্দুতে স্পর্শক чуң সম্ভব সেই বিন্দুতেই 
লেখটির নতি-নির্ণয়ের প্রশ্নটি বিচার করা যাইতেছে। 

ধর] যাক, / পেক্ষকটির аЛ = এবং প্রসারতুক্ত fa) মানছার| সুচিত 
(৪, Да) ) বিন্দুতে যেন একটি স্পর্শক আকা যায়। তাহা হইলে সেই স্পর্শকের 
абер মানই হইবে এ বিন্দুতে /-এর নতি 

বল! বাল্য, а-ай বিভিন্ন মানের জন্য (2, /(2) ,ও বিভিন্ন বিন্দু স্ছচিত করিবে। 
দ্বিতীয়তঃ, -র এইরূপ প্রতিটি মান হইতে একটি এবং একটিই মাত্র абер মান 
পাওয়া যাইবে। স্থতরাং এই ৪-এর মান ও নতিস্থচক মানের একৈক সম্পর্কটি একটি 
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স্তন অপেক্ষক উৎপন্ন করিবে। এইভাবে / হইতে উৎপন্ন নৃতন অপেক্ষকটি যদি / 
হয়, তবে /-এর (৫, /(2)) বিন্দুতে নতিষ্ছচক মানটি হইবে /'(2). 
অতএব f অপেক্ষকটি যেমন / অপেক্ষক হইতে উৎপন্ন, /(2) মানটিও তেমন fie) 
মান হইতে উৎপন্ন । সেই কারণে /(৫)-কে /(2)-এর 55649 বা Derivative বলে। 
[Eta ( অর্থাৎ Дш)) হইতে যাহার উৎপত্তি, এই অর্থে এখানে / (ш) তন্তুবক। ) 
তাহা হইলে, эгил মনে রাখা প্রয়োজন যে জ্যামিতিক ধারণায় যাহা নতি 
কলনগগিতের ধারণায় তাহাই 
584% | 
দুইটি দৃষ্টান্ত দিয়া বিষয়টি স্পষ্টতয় করা 
বাইতেছে। 
@) f= 121 সংজ্ঞায় বিবৃত / x 


অপেক্ষকটির লেখ 95 নং চিত্রে গ্রদশিত। 
যেহেতু, ০৯৮০ হইলে |2 | ৮৮2 এবং 

%<0 হইলে | 2 | = -2, ү! 
সেইহেতু, (a) =a এবং Да) = —, এই би নং 35 


দুইটির দুইটি লেখ লইয়া /-এর লেখটি ছুইটি শাখা-সন্বলিত। ইহাদের প্রতিটি শাখা সরল 
রেখা বলিয়। /-এর প্রতিটি বিন্দুর নতি এবং উহার সংশ্লিষ্ট শাখার নতি এক ও чен | 


. Р =উইায় কোটি | | 
a )িএর উপর যে-কোন বিন্দু (হ, | a | )-এর নতি হালি এ, 


rotz, [ অর্থাৎ 291 2 অর্থাৎ 1 বা -1) 


~ Naaa তন্তবক ratl, 

(9) ০৫০)০ Vi- হইলে 0(2)-এর ча ॥ বসাইয়া দেখা যায় যে, 
у= VI-A Aytma 412° +021, ইহা একটি বৃত্তের সমীকরণ । 

কিন্ত ০-এর ব্যাপ্তি [-1, +1], কেননা ৫-এর মান —1 হইতে ছোট বা 1 
হইতে বড় হইলে VI-a. কাল্পনিক ছইয়| পড়ে। 

স্থতরাং এ-এর লেখটি এ-সক্ষের উপরদিকে সীমাবদ্ধ এমন এক «бо যাহার .. 


айл{=1 একক। 
সপষ্টত:,0-এর লেখটির (=, y) বিন্দুতে অঙ্কিত ম্পর্শকটি এ বিন্দুগামী ব্যালার্ধের 


উপর 911 


94 কলনগণিত 
এখন, (১9) ЧИТ ব্যাসার্ধের afe =t; সুতরাং উল্লিখিত ব্যাসার্ধের উপর 
aa স্পর্শকটির নতি И 


9(%)-এর SEIF (deriva- 
tive, 0102) 


= (шу) বিন্দুতে স্পর্শকের নৃতি= 


৫(০)-41- т? Ут. 
y ৪:13 
fax 6 Гў Мт а] 
pac =o 
অর্থাৎ 9007" ৯/] 22 
[ লক্ষণীয়: (2)--উ1 অৰ্থাৎ সংজ্ঞাহীন 


Л ше 1-এর জন্য 9(৮)-এর অস্তিত্ব নাই। ] 


42. অবকলনাঙ্ক ও তাহার জ্যামিতিক তাৎপর্য (Differential 
coefficient and its geometrical significance) 2 

41 অনুচ্ছেদে একটি অপেক্ষকের লেখস্থিত বিন্দুবিশেষের নতিকে তন্তবক বলা 
হইয়াছে। এই অনচ্ছেদে উহার A একটি সংজ্ঞা দেওয়া! যাইতেছে এবং এই 
সংজ্ঞাটির সহিত সঙ্গতি রাখিয়া তদ্তবকের অপর নাম (тө যাইতেছে অবলনাক্ক। 

পূর্বের অনুচ্ছেদে দেখা গেল যে, কোন একটি অপেক্ষকের লেখটির উপরিষ্থ বিন্দু 
বিশেষে নতি নির্ণয়ের সময় প্রথমে স্পর্শক রেখাটি অঙ্কন করার প্রশ্ন আছে। তাহার 
পর সেই স্পর্শকের নতি নির্ণয় করিলে তন্ভবকটি (derivative) পাওয়া যাইতে পারে। 
বিশ্লেষণমূলক জ্যামিতির সাহায্যে কয়েকটি বক্রলেখ-এর স্পর্শক নিরণ প্রণালী 
নির্ধারিত আছে কিন্তু এমন অনেক বক্রলেখ আছে যাহাদের বেলায় চোখের আন্দাজে 
স্পর্ণক অঙ্কন কর! ছাড়া উপায় নাই। কাজেই ভিন্নতর এমন একটি গাণিতিক পদ্ধতি 
প্রয়োজন যাহার দ্বার| সকলপ্রকার বক্ররেখারই উহার বিশেষ বিন্দুতে নতি নির্ণয়ের 
চেষ্টা করা যায়। এই অনুচ্ছেদে সেইরূপ একটি পদ্ধতিরই আলোচনা করা যাইতেছে। 

ধরা যাক, যে-কোন একটি অপেক্ষক /-এর লেখস্থিত (৫, /(2)) বিন্দুতে যেন 
নতি-নির্ণয় করিতে হইবে। 
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Ү 


চিত্র নং 37 / 

зт নং চিত্রে প্রদরশিত /এর লেখটির উপর (৫, /)) বিদ্ধ যেন P-ta 
চিহ্নিত এবং উহার পাশাপাশি wth Дт) স্থানাঙ্ক্থচিত i অপর একটি 
বিন্দু ষেন ০-দারা! চিহ্নিত হইল | РО জ্যাটিকে বর্ধিত করিলে যেন উহার "বধিতাংশ 
эчте м বিন্দুতে ছেদ করে। gatra সমান্তরাল РЕ এবং Р ও а হইতে 
ভুজাক্ষের উপর যথাক্রমে РК ও PN aT অঙ্কিত হইল | চি ও ON যেনটুছ-বিন্দুতে 
পরস্পরকে ছেদ করিয়াছে। 

স্পষ্ট; о যখন বিন্দুর সর্বাধিক সান্নিধ্যে আনিবে অর্থাৎ যখন ॥-৯0 হইবে তখন 


AUTEN 


চিত্র নং 38 


7 


বং 
мра রেখ, 88 নং চিত্রে AAS ТР রেখার মত প্রান্তিক অবস্থানে আসিবে এবং 


-> 
সেই অবস্থানে TP রেখা Р বিন্দুতে /-এর স্পর্শকহইবে। 
п (хї—Хїи)—1 


9৪ কলন গণিত 


=» 
এখন Ma বা ট্ত-এর নতি =tan QMN= tan QPR 
LORLQN-RN_QAN—PK 


PR KN ON Ok 
Ка +0 fo) /@+Һ)— (ш) 
(৪471) -x h 


ও বিন্দু যখন £-বিন্দুর সর্বাধিক সান্নিধ্যে আসে তখন স্পষ্টতঃই ॥->০ হয়। মেই 
= -৯ 
অবস্থাতেই ма ছেদকটি ТР স্পর্শকের প্রান্তিক অবস্থান গ্রহণ করে। 
-=> 
Расо /-এর নতি= 1 স্পর্শকের নতি 


*= প্ৰান্তিক অবস্থানে Mee নতি 
ns 2+9) 
॥-৯০ һ 
মতিশ্ছচক এই সীমান্তমানের অস্তিত্ব যদি থাকে, তবে দেখা যায় যে /-লেখস্থিত 
P-বিন্দুর নতি আসলে Р ও উহার অতি-নঙ্সিহিত.০ বিন্দুর কোঁটিদ্ধয়ের অস্তরফল 
ভাঁজিত উহাদের FILAT অস্তরফলের সীমান্তমান। Sa অবকলন বা বিয়োগ প্রক্রিয়া 
বারা প্রাপ্ত саб মানের ভাগফলটির সীমান্তমান। ইংরাঁজিতে তাই উহাকে limit 
of a difference Quotient 491 হয়। সেই কারণে বাংলায় বিন্দুতে 1-এর 
নতিকে অবকলনাক্ক বলা চলে। ইংরাঁজিতে অবশ্য 89] Differential co- 
0095৮ নামেই বেশী পারিচিত। সেই অর্থে অবকলনাঙ্ক বা Differential 
"9099195%কে আবকল-পহ্গীও বল! যায়। অবকলে'র ব্যাখ্যা-প্রসর্দে 51 
অনুচ্ছেদে এই নামের ফুক্তিযুক্ততা পরে বিচার করা হুইবে। সে যাহাই হউক 
অবকলনাঙ্ক হইল নতিহ্থচক এমন একটি সীমাস্তমান যাহা ইতিপূর্বে তত্তবক বা 
derivativo নামে বণিত হইয়াছে। সুতরাং তত্বক ও অবকলনাক্ক সমার্থক। 
у অপেক্ষকের মান Дш) হইতে প্রাপ্ত তম্ভৰক (derivative) বা 
অবৰকলনাক্ক (differential 90811001906) 
= Lt 2847) Й? 
৮৯০ h 


এখানে বিশেষভাবে উল্লেখযোগ্য যে, এই অবকলনাহবপ্থচক সীমান্তমানের অন্তত 
থাঁকিতেও পারে, আবার না-ও থাকিন্তে পারে  /-এর কোন একটি (0, /৩)) বিন্দুতে 
এই নীমাস্তমানের অস্তিত্ব থাকিলেই মাত্র /-কে এ বিন্দুতে অবকলনহোনী্য বলা হয়। 
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অর্থাৎ যদি Lt ш ды এর অস্তিত্ব থাকে, তবে (с, До)) বিন্দুতে / 
৮৯০ 


অবকলদ যোগ্য বলিয়া স্বীকৃত হয়। 
অতএব কোন পূর্ববর্তী জ্যামিতিক ব্যাখ্যার আলোকে অবকলনাঙ্কের নিয়রূপ 
একটি সংজ্ঞ| নির্দেশ করা যায় : 


কোন অপেক্ষক 1 যদি উহার (е, 100) বিল্ুতে অবকলনযোগ্য হয়, 
তবে উল্লিখিত (с, (с) বিন্দুগামী স্পর্শকরেখাটির নতি হইবে 166) এবং 
সেই 119-ই হুইবে উল্লিখিত বিন্দুতে ! অপেক্ষকের অবকলনাঙ্ক ৷ 

48. হার-মাঁপক মীনছিসাবে অবকলনাক্ক ( Differential coefficient 
ав a rate measurer ) 

কোঁন একটি লেখ /-এর উপরিস্থ (৫,706) এবং (০+7, /(০+॥)) দুইটি বিন্দু 
ছইলে, 


Herrio সংখ্যাটি, নিরপেক্ষ চলক ৫-এর ০ হইতে oth A পরিবর্তনের জন্য 


সাপেক্ষ চলক /)-এর /(0) হইতে /(০+-7)-এ পরিবর্তনের একটি গড় হার সুচিত করে। 
উদাহরণস্বরূপ, একটি গাড়ী যদি / সময়ে ৫ দূরত্ব অতিক্রম করে তবে লেখা যায় 
а= 0) 5 কেনন! /-এয মানের জন্য т তথা /(৫)-এর একটি এবং একটিই মান পাওয়া 
ঘায়। 
এখন ধর! যাক, গাড়ীটি 8 ঘণ্টায় কলিকাতা হইতে 150 কিলোমিটার দূরে A- 
স্থানে পৌছায় এবং তাহার পর আরও 10 মিনিট বা ঈ ঘণ্টা পরনে উহা А হইতে 10 
কিলোমিটার দূরে ৪-স্থানে পৌছায়। 
geak এখানে ৮=150 কি. মি. যখন /-৪ ঘণ্টা এবং 
2= 160 কি. মি. যখন £= 8} 491; অর্থাৎ 
যখন /=3 তখন /(0)=/(8)= 150 
যখন к=3 তখন/ (0)=/(81)=160 
A হইতে в পৰ্যন্ত যাওয়ার গড়েগ 1%) 9) „150—1 А 100 
6 


2. £ =60 কি.মি / ঘণ্টা, 
6 


হ্য়। , 


j= h ধরিলে স্পষ্টতঃ এই গড় বেগ-:+) = ft) 
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এখন, % যদি $ এর সমান না হইয়। 0 গামী হয়, (অর্থাৎ যদি %-৯০) তবে £ 
ঘণ্টার মাথায় &-স্থানে 4] বিন্দুতে গাড়ীটির বেগ হইবে 

у= 4 ne 
h>) 

এইভাবে একটি বিশেষ মুহূর্তের বেগ ( Instanteneous velocity ) নির্ণর করা 
যায়। 

অতএব, যে অবকলনাঙ্ক 4] তদ্তবক জ্যামিতিক অর্থে একটি অপেক্ষকের একটি 
বিন্দুতে নতি সুচিত করে, অন্যভাবে দেখিলে উহ] একটি হার-মাপক মানরপেই গণ্য 
হইতে পারে। 

[ বস্তুত ব্যাবহারিক জীবনে হারমাপক মান হিমাবেই তণ্তবকের বহুল প্রয়োগ 
হইয়া থাকে। উদাহরপমালায় উদাহরণ 13 হইতে 15 পর্যন্ত কর্েকটি প্রশ্নে এইরূপ 
কয়েকটি প্রয়োগ দেখান হইয়াছে। ] 

44. অবকলনাঙ্ক 41 তন্ভবকের বিভিন্ন সাংকেতিক চিহ্ন (Different 
symbols of diffərential 0091110100৮ derivative) 2 

/-/4) ধরিলে а-ай মান ҷа ৪ পরিমাণ বৃদ্ধি বা স্থান পাইয়া (5+ 6%)-এ 
পরিবর্তিত হয়, তখন যেন &-এর মান гу পরিমাণ বৃদ্ধি বা হাস পাইয়া (৮+6%)-এ 
পরিবতিত হয়। তাহা হইলে 

у+8у=/(а+ д) 
ёу= Ја дл) –у 
=flæ+ 80) fe) [7 у=да)] 


ви лажа) fa) 
ôs 62 


Lt ди এ Ха) 
6৮-৯০ ör 8&->0 


কিন্ত zatarta উক্ত সীমাস্তমানের кү. ы Ке Шш 


=/(х) বা অবকলনাঞ্চ । 
Lt бу d 
৪০-৯০৯০-কে সচরাচর 2/ ৪5৮৫) বা ও 1৫)) অথবা শুধু у 

রূপে লেখা হয়। 


^ ба) у) বিন্দুতে /-এর অবুকলনাস্ক | 
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বিশেষ дау: এখানে ябаа মনে রাখা প্রয়োজন যে, 248» 
æ dæ, йт 


Heh 502) বলিয়া Еа সংকেতটি /-এর অবকলন урт চিহ্ন বুঝায়। কাজেই c 
দ্বারা 20-0 বুঝায় না। 

4, অবকঙনাক্কের ধন বা খণ চিহ্ছের তাৎপর্য (Significance ої 
the positive or negative sign of the differential Coctticient) $ 

যেছেতু কোন অপেক্ষক /-এর লেখস্থিত একটি বিন্দুতে অবশ্মলনাঙ্ক বলিতে লেখটির 
ও বিন্দুগামী প্পর্ণকরেখার নতি বুঝায়, মেইহেতু //৫) সংজ্ঞায় বিবৃত /-এর লেখটির 
উপর (2, у) বা. (4, fw) বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শক রেখাটি যদি এ-মক্ষের ধনাত্মক দিকের 
সহিত ৪ কোণ উৎপন্ন করে, তবে, সেই বিন্দুতে 


অবকলনাঙ্ক = a = {ап б. 
z 


нб: (1) 6 тей হইলে tan 0 অবস্যই ধনাত্মক হইবে। সেক্ষেত্রে 
অবকলনাঙ্ক а ধনাত্মক হইবে এবং তখন... 
৩-এর মানের বৃদ্ধির সহিত Sie) মানের 
বৃদ্ধি অথবা ০ মানের হ্রাসের সহিত Л) (т) 
মানেরও হ্রাস ঘটিবে। ৪9নং চিত্রে 


у= (2) 


в 
(ш) বিন্যুতে 47 ধনাত্মক, কেনন! ০ 


9 সুক্মাকোণ। চিত্র নং 39 

(н) আবার 9 কোণ afi স্থুলকোণ অথবা = অপেক্ষা বৃহত্তর কোণ প্রবৃদ্ধ কোণ 
হয়, (অৰ্থাৎ ৪ যদি দ্বিতীয় বা চতুৰ্থ পাদস্থ কোণ হয় ) তবে tan 0 ataa হইবে। 
এইরূপ উভয় ক্ষেত্রে অবকলনাঞ্চ a খণাত্মক হইবে এবং তখন এ-এর বৃদ্ধির জনয /-এর 


зія অথবা! ৮-এর হাঁসের জন্য ॥-এর বৃদ্ধি ঘটিবে। 
40 নং চিত্রে (а, 700) বিন্দুতে স্পর্শকরেখাটি এ-অক্ষের সহিত স্ুলকোঁণ উৎপন্ন 


করিয়াছে। | সুতরাং (2,0) АС অবকলনাঙ্ক а AAF, কেননা tan 0 ANAF | 


чө $1 নং চিত্রে (т, 1৫8) faro স্পর্শক রেখাটি ৫-অক্ষের সহিত এর হইতে বড় 
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বুদ্ধ কোণ উৎপন্ন করিয়াছে। সেইজন্য tan 9 ঝণাত্মক এবং সেই কারণে R বিন্দুতে 
৫ 

অবকলনাঙ্ক z ও খণাত্মক 98091 এই দুইটি ক্ষেত্র হইতে দেখা যায়, A {че 


ага: 40 চিত্র নং 41 
হইলে, ৩ ঘখন বৃদ্ধি পায় /৫) তখন FA পায় এবং & খন হাম পায় /০)-এর তখন 
হয় বৃদ্ধি। 
4.6. অবকলনের নিয়মাৰলা ( Rules of differentiation ) $ 


অবকলনের নিয়মাবলী আলোচনার প্রসঙ্গে একটি প্রয়োজনীয় তথ্যের жөн! 
করা যাইতেছে । তথ্যটি নিয়রূপ £ 


(a) Раб х মানের অবকলনযোগ্য হয় এবং অবকলনাঙ্ক /(-এর 
মান যদি সসীম হয়, তবে *-মানের জন্য f 795 হুইবে। 


atat), /(а)= Lt RN IG) 
h0 


আমর! লিখিতে পারি, Лал) - (2) з= Xh 
Lt (/04-7)-706)) 
৮৯০ 


Ey 


= ш peth a} 


= ш EINT I), Lih 
>) h20 


= (0х0, [Lt h=0] 
һ—>0 
=0, যেহেতু /'(д) সসীম | 
Lt Д@+Һ)— Lt Да)=0 
кә h0 
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Lt е +h)= а), [7) মান һ বজিত বলিয়া [8 (2)=(0)] | 
h>0 h>0 


সম্ভতির সংজ্ঞান্্যায়ী, % মানের জন্য / সম্ভত। 
(৮ অবকলন সংক্রান্ত নিয়মাবলী 2 
1, EIF অপেক্ষকের অবকলনাঙ্ক শূন্য ( Differential Coefficient 
of a constant function is Zero ) 
ধরা যাক, Да)=с, সেখানে о একটি ধ্ৰুবক সংখ্যা। 
স্পষ্টত:, 7 এখানে একটি ধ্রুবক অপেক্ষক। সেই কারণে /-এর ব্যাক্তিভূক্ত 
"এর যে-কোন মানের মানের 99 f(e) =c. 


/@+Һ)=о, 
fas агт 236), с=0 
টি 
eT m0 
॥-৯০ 


অতএব, PIT অপেক্ষক./-এর 491919 f (x)=0. 
বিশেষ দ্রষ্টব্য 8. /-:৫)-০ হইলে 


ra=% =0. 
অর্থাৎ у= о আকারের ধ্রুবক অপেক্ষকটির হ-দাপেক্ষে অবকলনাক্ক 0, 
п. (e, /(*)'-বিন্দুতে / অবকলনযোগ্য এবং ॥ একটি 25 সংখ্যা 
হইলে ॥/(%)-এর অবকলনাঙ্ক = т X /()-এর অবকলনাঙ্ক। অর্থাৎ 47 
qm Хх) т f(x. 
এখন, т Да)-ч অবকলনাঙ্ক = 3 im fla) 
m е т fo) 


রা (সংজ্ঞানপারে ) 
һ—0 
= ш Ар w) (বৈজিক নিয়মে ) 
7৯০ 


=m 14 14৮) 4৩), (সীমাস্তমানের zatarta ) 
৯0 h 
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সুতরাং m /৫)-এর অৰকলনাক্ক, тов olaa অৰকলনাঙ্কের গুণ- 
ফলের ATA | 


ПІ. %-মানের জন্য / ও & উভয়ে অবকলনযোগ্য হইলে { f(x) + 
200) এর অবকলনাঙ্ক-/(৮-এর অৰকলনাঙ্ক + £(%)-এর অবকলনাঙ্ক | 


|| 


= 


এখন. { Ха) + а(х) এর অৰকলনান্ক 
লি 1/0) +0(0)} 
т i еш ыы Хае) + alt (metara ) 


h—>0 
pt {Ae+h) -/2))+171+7-0(2)) 
h0 h 


Lit Sli еы лде), ( বৈজিক নিয়মে ) 
7৯0 h h 


Lt Ле+һ)-/ш), ү, DEEA AN ( দীমাস্তমানের 
Ко, Р А А সুত্রানুনারে ) 
Га) +4) 

/খো-এর অবকলনাঙ্ক + £)-এর অবকলনাক্ক। 


IV. « মানের জন্য /, ৫ ও 5 অবকলনযোগ্য এবং /\х)= glx) х slx) 
হইলে. /\х)=ш(х)х 5')х)+ 5(х)х g'(x) হইবে | 
Л) =) Хаб), 2. ух+һ)=рд+ h) X slz +k). 


Fej- feth- fe) 


=14 
һ-э0 


=L 
h->0 


%-৯০ 


glæ+h) X sle + h)—9(2) X slz) 
h 


e+ h).s(x +h) zolz +h).s(e)+gle+ h). slæ) — g(x). s(x) 
h З 


[ লবভাগে 0(ш-ЕВ). 9) যোগ এবং বিয়োগ করিয়া 1 
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৬% EE aeth- 002+) зба) gle +h). Хю (৫), 42) 


h0 
2 2৯00 a(z) (24-%)-0৫) 
E (৮৮25 =) 12771] 


কিন্ত ও মানের জন্য এ অবকলন-যোগ/ ৬বং ০) সমীম বলিয়া ,-মানের জন্য 
Lt 0(ш++Ь =0(2). 
һ—>0 
10২০০), Lt е, (o): py Etol) 
>0 ШИБЕ ГА 
= g(x). 8(x)+ кх) (х) 
অর্থাৎ 9 ও ৪ অপেক্ষকের যথাক্রমে рл) ও ৪৫) অপেক্ষকমানের গুণফলের 
'অবকলমাঙ্ক -?(2)৯5(৪)-এর অবকলনাঙ্ক + (৫) X 9(%)-এর অবকলনাঞ্চ। 
у. ছুইটি অপেক্ষক মান tx) ও g এর মধ্যে ৫(৯)৮০ হুইলে, 


(5) 
o এর অবকলনাফ 
t(x) এর অবকলনাকঙ্ক X g(x) – у এর этти} х g x ix) 


18005 F 
me sa-t FIL 
е А 
৮৫) m 2০+7)-৮) Й / А 
кй, (S | 
10087 - ла) এ k 
n0} gth) (е). \ x 


h হা 76485 


тл Leth). ala) – Ке) (а) +a) glo) -gle +k) flx) 
h gle +h). g(x) 


le 
1 „feth а) _ 7) 90৮47) gle) 
y কা নদ ৪) h Хз) һ } 


7 4 5 +) =0(8) 
= gapt - 10) ш} l BA ১৮: 


_4 ffia) | _ / (а). (®)—т\а). gle) 


ағ Б 170)» 
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ЄТ. অপেক্ষকের অপেক্ষকের অবকলন (Differentiation of a 
function of а function) $ 

ধরা যাক, y= flu) এবং и 9(%), যেখানে Дж) এবং gle) TES | 

তাহ হইলে /, ৪-এরও একটি সম্তত অপেক্ষক হুইবে। 

এখন, / (ш) ও /(2-এর যেন সীম মান বর্তমান 1 CETA ধর! যায় যে, 
&+6%-0(০+ л) এবং y+ Sy = fu + 5), 

যেখানে ди, ৪5% ও Sy যথাক্রমে u, ш ও ॥-এর অতিক্ষুদ্র বৃদ্ধি বা হাস বুবায়। 

স্পষ্টত £ ০৮-৯০ হইলে 5%->0 এবং ৪%-৯০ হইলে $/->0 ZIA | 


এখন টির " 8৪, [8৮৮০] 
8 д 6% 
ы = ту СУ 
ঠ-৯০১৩ зц. ё 6০৯ 082 
. 4у_ау du 
4х ап ах 
কিন্তু ›=/(и) 
=/(0(@)) 
& Ио) 
ল৪1/0(9)))১:0(2)) 
20962) de 


* AMATE ॥-এর অবকলনাঙ্ক= (২) সাপক্ষে 5-এর অবকলনাক্ক X 
হ-সাপক্ষে ৪(২)-এর অবকলনাক্ক | 


অনুসিদ্ধান্ত : у=) অপেক্ষকটি সম্তত হইলে অধিকাংশ ক্ষেত্রে ৫0) 
বিপরীত অপেক্ষকটি পাঁওয়া যায়। 


এখন, öy ও ৪% ЧЇЙ যথাক্রমে y ও -এর অতি সামান্য হাঁস বা বৃদ্ধি বুঝায়, 
তবে, 
/76-444 92), 
অধিকস্ত, 0-0 হইলে, অবশ্যই 6৪-৯০ হইবে। 


: ны ৪৪৬ 
স্পষ্টতঃ বৈজিক নিয়মে Жы а 


অপেক্ষকের অবকলনাক্ক ও উহার তাৎপর্য: 105 
sy 


5220 ÔF ৯/-৯০ 55 
ôy 


Wl ` dv ах_ 
ti 7 2 
dy 


4,8. প্রথম নিয়ম বা সংজ্ঞা হইতে কয়েকটি অবকলনাঙ্ক নির্ণয় (А 


few differential Coefficients from first Principles) 2 


(i) ="-এর অবকলনাঙ্ক ( differential Coefficient of x" ) 3 

ধরা যাক, Дж)=а*. 

তাহা হইলে, /(৪) Lt тош, 
h>0 


„ар у 
71 (z +h)” -x 


А-0 
এখন, 2-2 ধরিলে, ॥=£- 2 হয়, 
এবং РО হুইলে, ৪৯ হয় বলিয়া 


ЕЧ 
кө ш 422 
কিন্তু সীঙ্গান্তমানের সুত্র HRANA, ॥-এর সকল মূলদমানের জন্য 


Г n 
2৮৮৮ hi 
=n 2"! 


(о) = a”) 
অর্থাৎ %-এর মুলদমাঁনের জন্য Lomen 27 
(ii) sin জ-এর অবকলনাক্ক (differential Coefficient of sin х) 
л /02)-910 а ধরিলে, 
Koa а А+) – fe) 
১0৮ 


Lt кылы sin g 


> 
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1 ভ্রিকোণমিতির zatarta ] 


= LIA sin h 
77৯০ ছি = бов ы) 
2 


+ 


এখন, оов т যেহেতু এ-এর একটি সম্তত অপেক্ষক মান, সেইহেতু 40 afaa 


оов (24%) 00s m 


২৪3, 


IK 

ву এ 

দ্বিতীয়ত সীমাস্তমানের та yata, Lo ৪ 
; h 


КИ TEE 
sin h 
od এব 2 h 
RET এত r ০০৪ (2+ б) 
2৯১ 9 
=1, сов w= бов х অর্থাৎ লি (sin п) = ов к 


(ili) ০০৪ х-‹99 অবকলনাঞ্ক (Differential Coefficient of сов х); 
Қа) = сов % হইলে, সংজ্ঞান্থসারে 
y= шщ ethe) 

ГЕ) h 


ক cosi +h) _ соз 2 


һ-э0 
2910 127-(277 віп 14017) 
= ш 2 2০০৫ 
h>0 h 


i 2 sin (-2) sin (2+2) 
7৯০ h 


а оа 


$ 


Ж К 
sin ১ 
= ваа, [ o =! এবং Lt -sin (= +3) = —вїп 2] 
ы, = h 
27৯0. a 2০ 
d kti 
F (сов т) sin т 
liv) ৪*-এর 1499919 (Differential coefficient of e”) 
/(ж)==в* ধরিলে, mataa 


f= m SEE) 
h0 


|: সীমান্তমানের হুতাছদারে л, л ৪ z=] 
=е*, 

а ү p" 
ax C) е“. 


t 


(v) log ৮-এর অবকলনাক্ক ( Ditterential ০০০11101670 of log x)? 
/(в)=1од т ধরিলে, সংজঞানুসারে 


Хг) +h t9- -flo log (x +h) —log = 
= Lt De тл টা 
fia) 90 йү নি 


Ш 


Lt z log (=) 


һэ0 

= А রি 1+7) 

এখন, 1 ধরিলে * үт, এবং i=, 2-11 
1785 а iE to (1+) 


1 1 
=. Lt 104 (1+) 
2 290° 


০1, [ © লীমাস্তমানের аса 16 1051] 
Ы 250 А 


=, 


2 
КА লি (log x)= 5 
49. প্রথম নিয়মের সাহায্যে কয়েকটি আদর্শ অবকলনাঙ্ক নির্ণয় 


(Determination о? а few standard differential coefficients from 
first principles) $ + 
(i) tan х9 অবকলনাফ ( Differential coeffici ent of tan ух); 


Ја) = tan v, 0(ш)==вїп এ ও ৪৫৫) =008 ৫ "бта, ০০) g б ৪) cos x 
এবং ৪) а = Has sin л, 
১ == z „0(@) 
Ja)=tan = হত) 


2 gonea ва যদি 208) =0 না হয়। 


008 2. cos т—(—вїп g), sin Sin 2 
(соз л)? 
—%08® 48109 ш 1 
25809. 78101 
০০৪5 e ৯655৪ @ 


= 002g, | যেখানে zæ (an+ ] 
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মনি (tan ш) = вес т, [ যেখানে ৮৮ (8771) 2] 


দ্রষ্টৰ্য £ cos (2n+1) ৪০ বলিয়া ০১৪ "এর মান শৃন্ত হইলে আলোচ্য- 


/(০)-এর মান পাওয়া যাইবে না। 
(ii) cot প-এর অবকলনাস্ক ( Differential ovefficiont of cot w ): 
ধরা যাক, /(2)=00 2, рк) віп ж এবং $(z)=008 2. 


তাহা হইলে, (а) = ы (ia a) oos এ এবং 312) = 22 2 мшу, 


сов 2802) 
+ fa) =00t2= sin 2 = (2) 


Kom (2) доош 2), হি: 0৫১০0 লা হর । 
= Bin g, sin 2 — 008 ш. 008 2 
(sin z)? 


_ — (sin? ০+4-00892) 1 
тн Шы 


а লি! 2 
ЕР leot g) COSCO? 2, [ যেখানে vnn ) 


N 09455 sinar=0 বলিয়! s=nr হইলে আলোচ্য ক্ষেত্ৰে /0)-এর মান 
খাঁকিবে না। 
iii) sec ৮-এর অবকলনাষ্ক (Differential ০০811161711 of sec x) 8 
ধর যাক /(%)= 560 2; 9(%)=1 এবং ৪৫) сов এ, 
তাহা হইলে g ধ্রুবক অপেক্ষক বলিয়া /(৪)-50 এবং s{a)= вір к. 


ў (ш) 
Я ৮৩০৪ 97 5৮2 ঠা 8482) 
১০ (৪).8৫)-$(৫).00) যদি s(z)=0 না হয়। 
যা ” 


\ 
_ вов ш —(- sin т).1 


y {воз 214 
=tin Ёё ` SL = бап #.860 2, 
сов є соз 2 
X [ata 2949+1) 2] 
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= oe 1 (t) 
h0 % g 

1 h 

= Lt ~. leg 1+) 
кэр Ё “\ a 
= шш] 1 

2h wg 


h 1 1 
%| -= => o 
এখন, এ £ ধরিলে £ к এবং. 
a f= т» EE log (152) 
һәо © h 


৮ T tog (+) 


® 290 
-1,1,[: শীমাস্তমানের тапа 1 1980801] 
2 20 s 
=1 
L 


Сга t 
л gte ®)= 2, 


so প্রথম নিয়মের সাহায্যে কয়েকটি আদর্শ অবকলনাঙ্ক নির্ণয় 


(Determination of a few standard differential coefficients from 


first principles) 3 


(i) tan €-এর অবকলনাঁষ্ক ( Differential coefficient of tan х রা £ 
а (sin 2) 
dv 


Д(@)= tan v, 9(2)=sin `8 8৫৫) = cos %' ধরিলে, 702) =008 % 


এবং ৪(%)= оов п) = _ віп g. 
লগা ০.০০(৩) 
/6)-568% s= টনি =) 
È _ 0ш) ৪৫৫)-8৫ gla) 4 
^ Jle) er স্ব $(%)=0 না হয়। 
2908 т. cos т—(—вїп ш). sin v 
(cos æ)? 


_ сов? 78109 ш 1 
ооз? т сов? ш 


EA | যেখানে аз (9n+1)7 
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а = 
ৰ бел з) вво" в, [creta ৫৮৫41) | 


দষ্টৰ্য £ cos (2941) 7—0 বলিয়া ০১৪ ="এর মান শৃন্ত হইলে আলোচ্য- 


/(৫)-এর মান পাওয়া যাইবে না। 
(ii) cob 2-9 অবকলনাঙ্ক ( Differential coefficient of cot з): 
ধরা যাক, হা? т, ф@ (ш)==вїп = এবং $(2)=008 w. 


তাহা হইলে, 9(2)= = (sin ৪). сов 2 এবং з (д) deos) —вїп 2, 
cos 2_8(2) 
Да)=оа= sing g(x) 
82) 0(жх)— (ж) sts) È: 
{OS যদি 9(5)=0 না হয়। 
= вір g. sin 0 — cos т. 00৪ ঠ 
(sin а) 
_ 0০ goote) _ L мн 
sin? x sin? x 85 


£ (eot х) = — cosec? т, [ যেখানে типт ] 
9947: вщлт=0 বলিয়া! ৫-%ম হইলে আলোচ্য ক্ষেত্রে /৫)-এর মান 


না। 

М вес %-এর অবকলনাঙ্ক (Differential сое іеіепі of вес х) $ 
ধর যাক্‌ (0) = вео т, 0(0) =1 এবং (2) = сов ৫, 
তাহী হইলে g ар অপেক্ষক বলিয়া 00৮)-0 এবং (8) = —вш я, 

(2) 
7৩)০82০০ в) == H z- 88৫০) 
OOCL OR TONET 
-0s e- -(- sin т).1 
{ов 


1 
=— Z . —— =афап 4,593 V, 
сов | COS% 


[ যেখানে 2৯(৪%+-1) z] 
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É (вве х) = ৪880 х. бап [ নেখানে গল্ব (৪41) a] 


(iv) ০০৪৪০ /-এর অবকলনাঙ্ক (Differential coefficient of 
cosec х) $ 
002) =1, ৪৪) ৪5 এ এবং /(2)= ০০৪০০ 2 ধরিলে, 
1 gle) 
Ка) = 9089০ ае Т 
y Ко e ote) » যদি ৪(হ2)=0 না হয়। 


250.8(2)- ০০৪ т.1 3 
{sin 215 


[ w 1(@ш)=0 এবং (9-4 (віп ০) оов ৫ ] 


7908 2 
singsing 


U 
sing’ ০০৪ এ 
= — 00800 2,008 2, [যেখানে хт ] 
^ 2 (০০৪৪০ х) = — cosec x.cot х, [যেখানে ш эпт] 
(у) বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষকের আবকলাফ ; 
(а) у=вїп^!л হইলে, z= in y 
=i (sin у)== оов y= JI ааз Jiag 


dy 
dg 


.. 


1 ъан 
হান ҮТ? [যেখানে | 2 |-1] 

d » 
অর্থাৎ 22 (sin 9৮৮, (যেখানে || <1] 


(b) y= 008-12 হইলে х= oos y 


ESL) IE 00০০৪) , 
FF: (совт! х) a 1daldy = 1 


1 1 А 
ит и ТЛ три (бш 121 <1) 
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(0) y=tan le হইলে, w= tan y 


ded -A FE зу=14-23 
এবং ৫/ ay (on 9) 80090. 1+ tony =l +a 


da ду. 1725 , 
(a) ॥=০০৮-!% হইলে, ০-০০% у; কাজেই 


g- aano 0) = _90860% у= — (1+ 001° у) = = ৫17৯) 


м E F 0-а у= 


(e) পা? 1 «өш 2= вос у. 


e Ж (вос у) =вво у. tan уеш y sooty- I= Ne? 71. 


коша Я Got ай= =" ॥ [যেখানে |! ৯1] 


dy a 1 

(f) у= сово" 12 হইলে, = ০0500 у. 

Ta = Looe) ss = совео y 00b y= — 2, „/оовосу — 1 
= уд 1 


„loose ta) ша. ==’ [যেখানে | = | >] 


উদ্বাহ্রণমালা 
Sgi. প্রথম নিয়ম হইতে নিয়লিখিত অপেক্ষকমানগুলিয় তন্ভবক নির্ণয় ক্র £ 
O Ла)= 32-35 W) fe)=4-22; (Шу Лә) =: 
(iv) Дш = (у) Ка) = 32° – 2+1. 
() প্রথম নিয়ম হইতে /(2)-এর তন্তবক /(৫) 


т EO 
кау тЫ 

Даг ӯ 80৮47) 9} - (32 9) 
h>0 h 

= та 32875973248 
৮৯০ h 

E 
7৮0 P 


II (XI—XID—8 
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Gi) প্রথম নিয়ম হইতে Да) এর তত্ত্বক /G)= ть 20/0) 


7৯০ һ 
এক্ষেত্রে তন্তবক /(2)- Ie 1602-9} (4-22) 
h—>0 h 
= m 6292-4, 
һ->0 h 
= EES 
087) TAA 
h0 
= Lt (—9х-Һ) 
॥-৯০ 
= — 9y, 


07) /৫)-$ বলিয়া এখানে /(৪-এর елж 
এ 
1৫) Lb 271 g 
h>0 % 


এখন, а+Һһ=в ধরিলে 7-৪--% এবং তখন h0 হইলে *-৯৪ হইবে। 


ও 
а) та ৪৪ ы ис ш 
১:76) шг 8-2 ৪-৯0505-৪) 22% -গঞ্ 
1 T 
уй (aTa 


Gv) Ха) = ১ বলিয়া এখানে তন্তবক 
F= ть Ут+в-Ув 
7৮৮0 ы 


এখন, ৪47২5 ся Ља এবং эч) হইলে ৪৯০ হয়। 
Қа)= Lt ve- МЕ Ув. Lt ЕРУ 
Ри 8—2 


гэр (/8— Val 2452) 


1 
= Lt ma 
гэд М+М 


ааа. Ve 
(7) Ха) =322— ৪০41 বলিয়া /৫)-এর তন্তবক 
মিতা fethi- —/%) 

১৯0 
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১২ +) 125 

= im BCH Ce (8z? — 95+1) 
һ->0 

Үт 3жх°-Е6һх-Е8Һһ? ০৪741 302 952—1 
h>0 h 

рач 2 

নিও She mtm ї& (65-৪+-8%) 
h>0 %-৯০ 

=62-9 


উদ্দা, 2 সংজ্ঞা হইতে sin teaa অবকলনাঙ্ক নির্ণয় কর। 


৪-7%-% ধরিলে sin y= এবং 


810-7(4-7)-& +k ধরিলে sin (у) =, 


віп 12-9 অবকলনাঙ্ক Z (81071 т) 


= Шш 


һ->0 h 


utk=y 


віп аА) – sin te 


k 


mD UFA sny poo вш И sn y 
[৮৮৯০ হয় যখন ॥-৯০ হয়] 


k 
== Lt = 
кзз аш WEE, ш} 
= Шш т? 
к> gy + йд! 
cos Сос * 
2 
= Jit মায়া 
%-৯০ sin 
Lt соз WEE AY Cd 2 
%-৯০ 2 &-৯০ & 
2 
= 5 Е al 
E20 cos шүк, 11077718151 
1 1 


নট 
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উদ্বা, 3. প্রথম নিয়ম হইতে log sin ৫-এর অবকলনাক্ক নির্ণয় কর | 
sin ж=у এবং sin (аА) = V+ ধরিলে, 
ÈS: һ ঘখন শূন্তগামী তখন КӨ শৃল্তগামী অর্থাৎ ॥-৯০ বলিয়া 6-50. 


log sin ৪-এর অবকলনান্ক ৫ 1 (log sine) ) 


ক log sin (z+ h)— log sin 2 
7৯০ h 


= It 


log (v +k) — log у 
h>0 h 


+k 
M y alei 
h0 h ৮৯০ 

у 


k 

log (1 +- A \ 

Е i Al 1 віп শি) sin т, 
k0 * б 


[৮ কল্পনাঙ্গসারে Б=вїш(@+Еһ)—вїп w ] 


1 р] sing вов (৮2) 1০৫04 
In Ик» тж э 
У 7৮0 h k->0 


sin? 
=x, 14 নল 


1, Lit cos (+5), È Br а guna =] 


Бот 
720 ৮০ 


не инан 


০... 
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উদ্বা, 4. Дш) অপেক্ষকমানের CETE (derivative) / (a) হইলে тч! হইতে 
9) নির্ণয় কর যখন, Ла) | 471 | 


watta, /(д)= Lt 
h>) 


» A= ш | 9+7+11 19411. 
॥-৯০ h 


fe +h) — fio) 
h 


= ш 


atatia, [2 19+11= 13120) 
h>0 


h 
= It 2=1. 
һ-*0 7 


ёт. 5. প্রথম নিয়ম হইতে নিয়লিখিত অপেক্ষক মানগুলির গ্রত্যেকটির তদ্ভবক 
নির্ণয় কর ঃ 
(0) ем; (109-0797 
() ধর! যাক Ла) =e 


а ИСУ 
তাহা হইলে, watgata /(2) ТА © 2а ма 
һ—0 


һ 


ТАИ чел) 
h0 h 
এখন, Vath- Мае ধরিলে, ৪৯ যখন ॥->০, 


1 ао) ৭ 5158 ZEL ৫ 
s>) з h 


290 ॥ পা s 
dads, 1454. 
h>0 শু 
(г-ая মান পুনরায় বদাইয়। ] 
ত ০47 


7৮৯0 %(%2+৮7 42) 
[লব ও হরকে (Ма а/а) দিয়া গুণ করিয়া] 
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11518. 
EN күлсө 


1 
গিরি 


(Н) Ла) =есоз ধরিলে 


(x+ A) — gcos x 
(ж)= ш 08001) -ecos х 
10 7৯০ һ 


(৪০০৪(৮+-/) — сов x— 1) 
= ТД. 6006148৯১১৫ 
॥-৯০ h 


=есоз %, Lt Cadet £ 


пэ 1৪৪০৪ (৮47) _ оов £ ধরিয়া ] 


нету Ж”. 
6—1 я 

০65০৪ I ——,- [* £-৯) হইলে ৪-৯০ হয় ] 
£-৯০. 5.7 


sa GEC р SO (৮47) -oos т 


18077 [খর মান чун] 


~an sin (2+) 
=6созх, Lt ла л, 4! 
һ->0 h 
লা 
sing 
= cect, Dt [0 sin (2А) =віп а] 
h0- h>0 
15. 
2 
= — ecos x gin wf ৮706 ——=1l 
[ ধা ) 


A নিৰ্ণের তন্ত্বক = _ ৩০০৪ = sin এ. 
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Зу. 6. অবকলনের নিয়ম অনুসারে অবকলনাঞ্চ নির্ণয় কর £ 
(i) вїпл—сова—@х; (ii) (22 +9:+9)(22-+22+38) ; 


2+1 а (у) оов % 
l+sin 21 


(11) віп ш 9০৪ ০3. (iv) 7 


(0 এ (sin æ+ cos «-ш)=4. (sin 2+2 (сов 0) -2(88) 


dz 
= cog 2 — sin g — 2. 2 
==008 ঠে —sin 2—2. 


(i) ee এবং 22 4+224+3=0 ধরিলে 
А (езана +0), (шо) = oitu 


= (et +98 +9) + us (#%+9х+) 
৮০(8০১+285+259)+518৮)+5 22480] 


»০৪(০০+৪+0)+%02০1+9+0) 

= (97+ 9) +u) 

=2(0+ 1)? +98 +3 +r” + 95+2) 
=9(0+ 1) (22° +40 +5). 


(ii) নে 


==сов w, cos + Bin т. — вір 2 
=оов? ০8109 2 
=0098 92, 


2 (е+1)- ('+1)# 


g? е ыш 


ШУ : 


tD а) еа 
g” 
_a(2z+0)-(2?+1) 
gz? 


229 -e° —1_x?-1 
ES ————= 
g? ЖР" 
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күү (1+8 (сов ж) — сов 24 (1-Евїп 2) 
б) dz (; +sin -J= (14815 т)? 


вів ш). গাছ 2 — cos ন্‌ түт еШ) = СШ 


(1-Евїп т)? 


= віп g (17810. д) — сов 2 (0-1-008 оов 2) 
(iF sin z)? 


810 т (14810 z) — сов? т 
(04810 g)? 
= 78in s- sin? — cos? x 
(1+ sin 1)* 
= ВШ @— 1 
(0385 ш)? 
27017910 ш) 
(1-Езїп হা 


E У ১4১1 


1780 2 14505 ` 


উদ. 7. ॥-এর স্ববকলনাঞ্চ / হইলে নিয়লিখিত প্রত্যেকটি প্রশ্ন হইতে y 
নির্ণয় কর : 


i) /-+85455.৫) ০০৪২ 2; (ii) %- ০০৪23 


(iv) у 1০৪ ৩০৪ %7 (у) v=sia™ (5). 


G) ৪০+৮-৪ ধরিলে, у= / ভু 5 = V7 = 28. 


А їй 1 7০41 -5 21:5 হ্‌ 
ЕРЫ 9 ШИК О 


FOO Fd AAD = 3+0=3 


du бу йа __1_ 1222058 | 
дт йаїйа. হও Veo 
8 

ERY 


. 


„* = 


(ii) 


(у) 


+ ду „d (сов п) 
dz 
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сов ш=# ধরিলে 


у= 008° = 2°, 


TmT ов) oor © sine, [ অবকলনের নিয়মে 7 ; 


9 
ыган Д [ অবকলনের নিয়মে ] 
ds dz 


dy_dy , ৫৫ = "5. $ 
টি 2 сов m. — віп x 9 sin 2 cos % 


= — sin 22. 
y= – sin 92. 
z= 9% ধরিলে, % сов 9% = 008 z 
dz_d (90) 842 
a EE লি [ অবকলনের নিয়মে ] 


dy_d (оов 2) _ з — Bin 92, [অবকলনের নিয়মে ) 


а =. а-ар ৪, 9= ~ 9 вір 92. 


у= —2 віп 2x. 
2=008 ш ধরলে, у =108 cos 25108 2 হয়| 


=—вїп т, [ অবকলনের নিয়মে ] 


dz 
du_d (log s)_ I [ অবকলনের নিয়মে ] 


dy Âu dzi _ 58102 RY 
‚—вїп @ е [ *.` з= сов в ] 


йл йв du z 


1, ধরিলে ува" (1) аг 


а= вір y. 
ds älem 0) ову jI emy, [অবকলনের নিয়মে ] 
dy dy 
с 4785 
-/752-4/2-5 = Ne -1;i 


ТИЕ э АШ. 
у z 


Фу. йу йв = -25 = 
dz ds ‘dz Уаз 1 Маа 1. 2 
184 1 
ш /42 —1 
е, уе. E, 
0 ху 


‚8. %-5৫ (0 — віп 0) এবং y= (1 - cos 0) হইলে 9 /-এর মান নির্ণয় 


2= (0 —вїп 9) বলিয়া! 


de -sin 0) а (2-250 0\1 
a07’ ৪9 2 (0 sin #)=а@ > Ја cos 0) 
101/42 1 


И i 117 


আবার а. 5a- cos 0j= a (849৮9) 


=а{0—(—зїп 0}=а sin 9 B (8) 
(1) ও (9) হইতে, 


dy_dy 9 авіп 0 2 sin ч ыз) $ 


৪ 
b- 
йл dg de a(l- 008 0) аб Я 
а 


ЗИ. 9. (2) = ооз) (4৮3-39) হইলে / (ш) (অর্থাৎ /৫)-এর অবকলনাঙ্ক) 
নির্ণয় কর। 

®= вов 9 ধরিলে ০০এ-:%--৪ হয় এবং 405—324 008° 0—3 соз 0=005 
30 হইবে। 


сов (428 — Зх) ৪58 cos! д. 
л Да) = сові (423 — 32) =3 сов! = 
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å (8 сов-1 s) 34 (сов! 2) 
Т EAT 


=B [= а (оов71 фр 1 ] 


7 Ура dz /1—? 


Фү. 10. у=2* হইলে এর মান নির্ণয় কর। 


৫ হইতে 
ТГ (8৮ log y=log 8” =% log т 
Ж ду 1 ду 
এখন 25 4. (log y)= ay бов 0) 8 সদা 


এবং а (с log 2) = 106 л. ш). +2, 4 (log ш) 


=log 2+2. 3৮7০৪ @+1 


1а 


ya CHO e) 


AN REN 9৫ 
ЙТ, (17108 х)=х (1+log х). 


উদ্বা. 11. sin уто sin ৫44) হইলে প্রমাণ কর যে, 
йу _sin? (a+y), 


dz sin a 
sin уха sin (a +y) বলিয়া 
= sin 
sin (a+y) 
GEES sin (a +y) Т r d (sin 0) _ sin у. ন {віп (24-3) 
ау sE а+у) 


sin (a +y). оов у — sin y . оов (аз) 21 
sin” (а+у) 
sin (0+0) 0 sina 
sin” (0+0) sin? (a+y) 
ау 1 1 „sin? (aty) 
dz 2 sin a sin а 
dy sin? (2+4) 


жа 
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©]. 12. ৩*-এর সাপেক্ষে 90-৮-এর অবকলনাস্ক নির্ণর কর : 
у=вїп^ї ৫ ধরিলে z =sin y 


02 2 (sin y Е атаң ы 
а cos y= Мі? y= V1 22 
ЕАУ С Баа ЕЩ ў 
১২ dy „l-r? ৫) 
আবার а=? ধরিলে =з 
ds_i de _ a 
as Гас d চারি АЫ 
2 (1) ও (9) হইতে 
d (sinta) йу йу йт_ 1 151৯) 27. 
ад? ds 8208. 71 ‘95 Vi 


উদ, 18. 100 মিটার দৌড়-পালার শেষ মাথা হইতে দৌড়ের পথের সহিত 
amaata 10 মিটার দূরে ЯГЫП এক ব্যক্তি দূরদর্শনের জন্য আলোক চিত্র 
তুলিতেছে। প্রতিযোগিগণ শেষমাধা হইতে 10 মিটার দূরে আসিলে আলোক চিত্রের 


যন্ত্রটি বাম হইতে ডাইনে, CFTA = রেডিয়ান, হারে ঘুরান . হইতেছে। সেই 


মুহূর্তে প্রতিষোগিগণের বেগ কত? 
ধরা যাক্‌, দৌড় পাল্লার শেষমাঁথা ৪ 
৪ А А স্থান হইতে А স্থান এ মিটার দূরবর্তী 
এবং в হইতে" হ৪-এর সহিত লম্বরেখাঁয় 
10 মিটার দূরে o স্থান অবস্থিত। প্রতি- | 
যোগিগণ САЯ А স্থানে আসিয়াছে। | 
স্পষ্টতঃ) вс=10 মি এবং 
2=10 tan 9 
0৪ (tan 0) 29 


9 а 


10 


42 নং চিত্র 


", সময় £ সাপেক্ষে ৪-এর পরিবর্তন ছার = 


26 
= 20, 
10 sec "i | 


এখন 2=10 মিটার হইলে, taata সময় £ সাপেক্ষে 0 কোণের পরিবর্তন 


-3 48 3 
হার ভব রেডিয়ান বলিয়া ৪৮ 
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ar Hee dt s 
@ 20 ৪9০ 0x নি 6 89০49 


কিন্তু প্রতিযোগিগণ যখন শেষমাথা! в হইতে 10 মিটার দূরে А বিন্দুতে আসে, 
তখন ৪৮710 মি-৪০, 


LBA =F হইবে অর্থাৎ তখন ০--£ রেডিয়ান। 
= =g ৪6০24 — 6.(4/2)#= —6.9= – 19. 
নির্ণেয় বেগ-বাম মুখে সেকেণ্ডে 19 মিটার | 


উদ. 14. 18 মিটার উচ্চতা-বিশিষ্ট এক ব্যক্তির মাথার উপর 4'5 মিটার 
উপরে একটি আলো! ঝুলানো আছে। এ ব্যক্তি ষদি আলোটির উল্লদ্ধদিকে 
ভূমিতলস্থিত বিন্দু হইতে সেকেণ্ডে 1'5 মিটার বেগে চলিতে থাকে, তবে (i) В মিটারের 
মাথায় তাহার ছারাঁটি কত হারে দীর্ঘতর হইতে 
থাকিবে; এবং (Н) কত হারেই বা তাহার ছায়াটির 


প্রান্তবিন্দু সরিতে থাকিবে ? 
ধরা যাক, А বিন্দু আলোটির অবস্থান । উহার 

бач үсе ভূতলদ্থিত বিন্দু যেন B | оурс ав 
() в হইতে যাত্রা করিয়া ₹ সেকেণ্ডে লোকটি 43 নং Ба 


যেন মি দূরে с বিন্দুতে আসে এবং তখন তাহার ছায়া ত5--এর দৈর্ঘ্য যেন y মিটার 
1 еол сет еч 
СЕ= сліз উচ্চত1-1:৪ মি, AB= 4'5 মি, Бб=лд মি, 
С5=у মি এবং /১5০০ ДАРВ সদৃশ, 


ГЛЕ ары: 1:52 ы 

লাজ শা? বা 8/-8/+ 2৮ বা 8/- 27 
2 dy_2 de 

Де т অতুখৰ a a 


fr anta লোকটির an=% =] 5 


ы > 
=1х15 1 


. £ সাপেক্ষে у বা ছায়ার দৈর্ঘ্যের পরিবর্তন হার 4 =সেকেণ্ডে 1 মিটার । 
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(Н) আবার, সময়সাপেক্ষে ছায়ার প্রান্তবিন্দু ষে-হারে সরিবে সেই হারেই BD 
বা এ-এর দৈর্ঘ্য বৃদ্ধি পাইবে, ঘেখানে 2= ББ 
এখন, AEDO ও ADB সদৃশ বলিয়া 


aag а ৪5 মি। 
প্রশ্নোলিখিত ছায়ার প্রান্তবিন্দু সেকেণ্ডে 2'5 মি হারে সরিতেছে। 


ЗҮ. 15. এক ব্যক্তি একটি শঙ্কর আকৃতি-বিশিষ্ট পাত্র হইতে শোলার নল 
দিয়া সরবৎ খাইতেছে। পাত্রটির উচ্চতা 20 সেমি ও উহার উপরকার বৃত্তাকার 
তলের ব্যাস 10 সেমি. | সরবতের উপরতলের 
উচ্চত! যখন 7 সেমি, তখন লোকটি সেকেণ্ডে 44 
ঘন সেমি হারে যদি সরবৎ পান করে তবে কত 
হারে সরবতের উপরিভাগের উচ্চতা কমিতে 
থাকে? 

প্রশ্নান্থদারে অঙ্কিত চিত্র হইতে দেখা যায়, 

жд উচ্চতা_ 08 = 90 সেমি, উহার 
ব্যাসার্ধ СА = 5 сяб 


ধরা а BD=h সেমি এবং 65=7 সেমি। 
Асов ও AAOB সদৃশ, 


»৮ а 


r 
== সপ 


АО ОВ 5 20 


বা r=}, 
আবার শঙ্কর আয়তন % হইলে, 
বরন! h? ১৮০১ 
ъ= ттан 8 `16°° 4°" 
+, সময় / সাপেক্ষে আয়তনের পরিবর্তনের হার 
Wl 3727 
a 187 ағ 


কিন্ত প্রশ্নান্থুমারে, যখন а= 7 সেমি, তখন Ton 0.0. 
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аһ 
ШЕ 31.7.7, =44 


বা. Z= 44X48 _ 44х48х7 _2х16 = 
di п.ЗЛХТ I9XBXTXT 7 


Л সেকেণ্ডে 49 সেমি হারে সরবতের উপরিভাগের উচ্চতা কমিতেছে। 


প্রশ্নমালা 7 
1, প্রথম নিয়ম হইতে /(%)-এয় তন্তবক নির্ণয় কর : 
(1) Ја) =32+9; (i) Ха) = 9-35; 
(il) уа) = 2+1; (iv) Ла) = 2+2; 
(у) Дж@=т>+с; (vi) а= ৪3 
(vii) Дж =т?+1; (viii) Дшх)=4—9°; 
(ix) /(а)=ал?%+; (х) Да@)=аз°+%ж+с; 
(к) f=? ; ` (আল) Да) 85; 


(zii) 702) ; 
2; সংজ্ঞ| হইতে নিম্নলিখিত প্রত্যেকটি অপেক্ষকমানের 39649 ( অবকলনাঙ্ক ) 
“নির্ণয় কর £ 
(1) 14810 =; (i) с+-сов 2; (iii) 9০8-1% 
3. প্রথম নিয়ম হইতে নিয়ের প্রত্যেক ক্ষেত্রে /-এর তন্তবক у নির্ণয় Фа: 


@) у='1о#5 5 (ii) y=log aw; (ii) у==2 log % ; 

(iv) y=logcos æ; (v) y= log sin 9. 

4, 1(%)-এর তন্তবক /(*) হইলে প্রথম নিয়ম হইতে নিচের প্রত্যেক ক্ষেত্রে 
1৫) নিৰ্ণয় কর £ 

O sea; 00 Aasi (OM a=; 

(৭) A= 

5. чш] হইতে নিচের প্রত্যেকটি অপেক্ষকমানের তন্তবক নির্ণয় কর : 


0) ee; () а"; (ш) ers; 
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6. অবকলনের নিয়ম প্রয়োগ করিয়া নিচের প্রত্যেকটি অপেক্ষকমীনের অবকলনাষ্ক 
নির্ণয় কর £ 


G) ж°+0; (8) 2+5, (Н) 2*-+92+21; 
(iv) 25—322 +0; (7) *০-০+1- 427 
(vi) віп 24008 2 7 (vii) 6৪ 
(viii) ০০৮ +2; (іх) e”+log s-ar ; 


(х) вїп^® ০7০08712108 2—1, 

1. /-এর তত্ত্বক /হইলে নিচের প্রত্যেক ক্ষেত্রে / নির্ণয় কর £ 

@) y= ne, (0) y=s log z; 

(ii) /ল ৫০432) 102. (iv) y=sin s cos æ+% ; 

(v) y=sin v tan 23 (vi) /-(৫-৮)(০--1) ; 

(vii) у= сов 2 cob w, 
(viii) /-0০+1)(6-8)(৫-1)021+8) 

[সংকেত : у= (0° –1)(0° – 9) ধরিয়া অগ্রসর тө] 
üx) у=(Уш+1\(+1);) ` (х) у= Ја. (21) 
` (zi) у= (віп а+1)(сов 2+1). 
8. /)-এর তন্তবক /(৫) হইলে নিচের প্রত্যেক ক্ষেত্রে /(৫) নির্ণয় কর : 


O =t; W /)-24218 
(ш) дә=#, (iv) f=% =, 
(у) f=; (и) Ла)=“ ; 
পো) i; бї} =z 
б) Ле) 9823. (0 л-ге, 
Бр 00715282500 ml tate 
(аш) 1০078257282 (ан) да) 


бз) EEE 
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9. অবকলনের নিয়মে 4 ও চ নং প্রপ্নের উত্তর কর। 
10. অপেক্ষকের অপেক্ষক মানের অবকলন-নিয়ম প্রয়োগ করিয়া নিচের প্রত্যেকটি 
অপেক্ষক মানের অবকলনাক্ক নির্ণয় কর £ 


(i) 


Ен у: =вр® у! 0) суре 
(iv) sin 2s; 


(у) logsin g; (vi) вір 1062; 


(vii) log tan 2; (viii) log cots; (ix) log ৪9০ w; 


(х) 104 ০0860 23. (xi) е; (zii) ез х, 
(ziii) e (ziv) ৪০০৮৪ (av) 025° torte, 
(xvi) log(sinx+cosx) ; (xvii) оов 106 =; (xviii) sin o”; 
(хіх) 81077 92; (хх) sinag; (xxi) аа!" 
(хх) е (xxiii) sin”! Vian এ) 

(ххіу) log вірі æ; (xxv) sin”! 106 = 


dy 
11. = করঃ 
„ет л 


(i) 
(ii) 
(ii) 
(iv) 


(у) যখন, গর 


যখন, = 0 cos O 8 y =ù sin 0; 
ষ্খন, omat? ও y= 947; ` 

344, д== віп 0 ও y=tan 0; 
ফখন, 2০০ 86099 ও y=a tan”? ; 


Заг? 
шс এ নুন 


| 12. уб) а কর: 
| (i) Ла) ==вір! (82—423); 


[সংকেত £ вїһ^! ш=б ধর ; 3 вір 0— 4"в10%0= вір 30 বলিয়! 


৪107 (82 — 44%)==вїп^! sin 3930 ইত্যাদি ] 


2: Е tan 0 


ii = tan" ; = 
(ii) 4৩৯৪৪০87755 [ সংকেত £ tan 90» TRAT 


বলিয়া! tan б=д ধরিলে /(х) &80-% tan 29:29 "дд 1] 


| U(XI—XID—9 
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Gii) /৫)০০০৪- 252 


1758 
এ 2 
[সংকেত : s=tan0 ধর $ “: ET 90, 
а а ТРЕ 
০০৪ 1728-০০৪-; оов 29—20 ইতাছি। ] 
ক প্রীত 
(iv) J(e)=sin Е. 


4 9 tan 6 
[অংকেত £ аш 227 এই зая সাহাষ্য লও | ] 


O) =ar, 


dst но 0 18235 tan 0 


[সংকেত ঃ ৪৪০-/০-৪ {СЯ 2-58৩০ এবং © 20 


= এত JE =; 


1 1 
আবার, tan! _৯২-৮৪- 7 
৮৮08 иа У вос20—1 


== баці соб б={ап^! tan (;-е)=;-# 
/০)-0-8 a)i (5-0) -2 ইত্যাদি।] 


18. у ЧЇЙ ॥-এর অবকলনাঙ্ক হয়, তবে নিচের প্রত্যেকটি সমীকরণের 


উভয়পক্ষের লগারিদম নইয়! % নির্ণয় কর £ 
(1) у=а*; (i) у=(1+)*; 
(i) у=(1—2)* ; (iv) у=“; 


Wys 


14. যদি /= ш হয়, তবে লগারিদম লইয়! অবকলন দ্বারা দেখাও যে, /-এর 


“| 72) 


অবকলনাঙ্ক = {/(00)} fo). FAL 2) „ log 72), сея ০()-০(৫)- 


এর অবকলশাঙ্ক। 
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d 
15. T নির্ণয় কর, 49— 
Е 


(i) 22+у2=1 3 (ii) 832° =2y? ; 
(iii) ০০4৮৭ =108 (৩৪) ; (iv) «#—у%=9лу; 
(у) ৪০৮ 71750» $ ৬) 
(Vii) ш=у°; (viii) sin %/-০০৪ 2; 
(ix) 2১4+%/১-8০2% 3; (х) а*=у*. 
16, WU 4 __ এই чида সাহায্যে, 


dz dr’ dz 
(i) m? সাপেক্ষে 2*-এর অবকলন কর ; 
(ii) сов %-সাপেক্ষে sin 2-44 অবকলন কর; 
(ii) sin হ-সাপেক্ষে сов 2-47 অবকলন #1; 
(৮) JI aate sin le-a অবকলনাঙ্ক নির্ণয় কর 
(৮)  818-)4-সাঁপেক্ষে сов 12-49 অবকলন FA 1 
17. উত্তাপ-প্রয়োগে একটি বৃত্তাকার ধাতব পাতের ব্যাসার্ধ সেকেণ্ডে :091 বর্গ- 
সেটিমিটার পরিমাণ বৃদ্ধি পায়। উহার ব্যাসার্ধ যখন 5 সেমি.) তখন কত হারে উহার 
আয়তন বৃদ্ধি পাইতে থাকিবে? 
18. এক ব্যক্তি দেখিল, মাটি হইতে З কিলোমিটার উধেব থাকিয়া! সমান্তরাল 
রেখায় একটি ব্যোষযান তাহার মাথার উপর আসিতেছে। এ ব্যক্তির চক্ষু হইতে 


ব্যো্যানটি পর্যস্ত রেখাটি সমান্তরাল রেখার সহিত $ রেডিয়ান পরিমাণ কোণ উৎপন্ 


করে এবং তাহা সেকেণ্ডে '06 রেডিয্ান হারে পরিবতিত হয়। ব্যোমধানটি কত বেগে 
চলিতেছে ? ওঁ ব্যক্তি হইতে ব্যোমধানের দূরত্ব সেকেণ্ডে কত হারে পরিবর্তিত হইতেছে y 
19. একটি শঙ্কর আকার-বিশিষ্ট পাত্রের উপরতলের ব্যাসার্ধ চ সে.মি, এবং 
উচ্চতা 15 সে.মি. | এ পাত্রে সেকেণ্ডে 19 ঘন-সেন্টিমিটার জল পড়িতেছে। উহাতে 
জলের তল যখন 9 সে.মি. উচ্চে ওঠে, তখন কত হারে উহার উচ্চতা বৃদ্ধি পাইবে ? 
20. 75 মিটার উচ্চে একটি আলো ঝুলিতেছে। এ.আলোর ঠিক তলায় 
ভূতদ-স্থিত বিন্দু হইতে একটি বালক সেকেণ্ডে 4 মিটার হারে সম্মুখে চলিতেছে । 
বাঁলকটির উচ্চতা 1' মিটার হইলে এ বালকটির ছায়া কত হারে দীর্ঘতর হইতেছে? 
21. 5 মিটার aai একটি মইয়ের মাথা একটি দেওয়াল ঘে হিয়া সেকেণ্ডে 1} মি, 
হারে নিচে নামিতেছে। মইটির মাথা যখন মাটি হইতে 4 মিটার উপরে অবস্থিত 


ER মুহূর্তে মইয়ে রতল-স্থিত প্রান্ত কত হারে মরিতে থাকিবে? 


8৫1 


পঞ্চম অন্যান 


* দ্বিতীয় ক্রমের তন্ভবক 
t Derivative of the Second Order) 


5.1. STEE eront : 


ante $ zl £-সাপেক্ষে একটি অবকলন-প্রক্রিয্নাস্থচক চিহ্ন বুঝানো হইয়াছে 1 


স্থতরাং а বলিতে বুঝিতে হইয়াছে -মাঁপেক্ষে %-এর чиш বা অবকলনাঙ্ক। এই 
অর্থে dy ও এ2-এর Чел чуч ও অর্থ স্বীকৃত হয় নাই। সেই কারণে বলা হইয়াছে 


থে u কখনও (৫/--৭2) বুঝায় না। 


(а) অবকলের সংজ্ঞা ঃ 
এখন দেখা যাইবে যে, নৃতন একটি সংজ্ঞার আলোঁকে dy ও ৫%-এর чел 
সী স্বীকার БИ? যাঁয়টাসমাকলন গণিতে এইরূপ সংঙ্ঞা-সাঁপেক্ষে dy ও ৫৪-এর 
সব অভি নখ йй бїт বুঝা যাইবে | উল্লিখিত সংজ্ঞাটি এইরূপ : 
1-অপেক্ষকটির লেখস্ছিত (х,у) বিন্দুতে যদি একটি স্পর্শক অঞ্ধন করা 
A а উই যথচ্ছভীবে অতি সামান্য পরিবর্তনের জন্য ওঁ স্পর্শকের 
উপর LAE বিন্দু НП যায়, তাহার কোটি ও ১-এর আন্তরফলকে 
paa অবকলা বলে শরবত তাহাকে dy-atal সুচিত করা৷ হয় | 
мо) অরকিলোর সুত্র = 
{ ওরা আক; ЛИЙ лр, Ла), উহার লেখস্থিত (ду) Raf Р ছারা! 
эь Жж а PIRTI ERIS 
vaso | 3১০১ БР rtiri 
{ PITT কাচ ভক্ত চাক | 
MES কী: еле. | রত 
BITE FIER RIY HIE 
{070575 БУР 
FLL зээн) рУ) Rises) 


ү P s 45 নং 
osipe EIS চার & DISS হা m 


е > 
prsi  বিন্দুগামী অকটি ছৈদক যেন РӘ এবং ম্পর্শকটি যেন ТР. @ বিন্দু 


দ্বিতীয় ক্রমের ত্বক | її 
লেখটির উপর অবস্থিত এবং ৮ ও а হইতে ভূজাক্ষের উপর ич САИН ЕМ ও 


-> 
аң. PL | MN এবং РС тр, তাকে যথাক্রমে ও ₹ বিন্দুতে СӨ কীরিয়ীছে 


এখন, PE যদি ৫-এর 5% পরিমাণ পরিবর্তন সুচিত করে, সিট Ж পরিমাপ- 
хаму 


-> 
পরিবর্তনের জন্য 7৮-এর উপর যেন в RABA যায়। ARA R 
কোটি мв ও -এর অস্তরফল, অর্থাৎ (NR — у) এক্ষেত্রে /-এর АФ | তা 


এখন, NR=y=NR—=MP=NR NL =RL ; চাহ ү 
এবং সহি ১6৮60, tan RPL =f (2), Br, © আজ ТЕРИМ 

тут] 
[৮ (2,9) বিন্দুগামী স্পর্শকের নতি ап RPL=y বাঁ f Cotia তন্তুবক 
79] So)yR PISI 
সুতরাং সংজ্ঞানসারে (NR — y) বা RL tasten е 

= "এর অবকল = dy, ফচাত (9) 

এবং ду (а). дг, অথবা! а/а) = (৫) . дл. (N= чь 
কিন্তু যদি (a) == হয়, তবে /(৬)= 1. লেক্ষেত্ৰে /(2)-এর স্থলে а রো =) 
1৮-/2). 8০০1, z= 50 у. esr) 
dy=t1x) , dx. IHRE ertr 


অতএব, অপেক্ষক-বিশেষের সাপেক্ষে চলকটির. PI এ 
অপেক্ষকের নিরপেক্ষ চলকটির অবকল দ্বারা গুণিত তন্তবকের ЯЯ 
হুয়। 


(в) ‘অবকল’ পরিভাষার atai £ 

*অবূলন"-এর আভিধানিক অর্থ-_বিয়োগফল বা অবকল গ্রহণ অর্থাং Subtrac- 
оп আদলে, живя যে-একটি বিয়োগফল, etel অবকলের সংজ্ঞা হইতেই 
বুঝা যায়। s Pr pg 

(4) ду ও ১-এর পার্থক্য £ н: 

ঠ-এর পরিবর্তন ৪% হইলে %-এর পরিবর্তন যদি ду হয়, তবে @) 

у+бу=/'@+ 8). 

ভাহ| হইলে, (т, у) এবং (42) /+8)--এই দুইটি বিন্দুই /এর завк 
উপর অবস্থিত! (8) 

কিন্ত (৫2482, utay) বিন্দুটি অবস্থিত /এর লেখটির (2,0) বিন্দুগামী 


স্পর্শকটির উপর | 


Зур» 
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459: চিত্র হইতে দেখা যায় 6৪/ = এবং dy=LR. স্পষ্টতঃ dy মানটি ду 
হইতে ক্ত্রতর | 

অতএব বিশেষভাবে লক্ষণীয় যে, 7/-:/).৫০ TA дг: হইলেও 
ôy # dy. 

বলা বাহুল্য, дл 4] 2: যত ক্ষুদ্র হইবে бу ও /-এর পার্থক্য ততই ক্ষুদ্র হইবে। 

অতএব 00—50 হইলে dydy হইবে | 

স্থতরাং ০-এর অতিক্ষুত্র পরিবর্তন 6%-এর জন্য %-এর পরিবর্তন Sy ও ৪)-এর ч 
পার্থক্যটুকুকে অগ্রাহ্‌ করিলে ৫/-এর মানই 9/-এর আসন্নমান হয়। 

[স্ুত্রের সাহায্যে dy বা %-এর অবকল-নির্ণয় সহজসাধ্য এবং এ অবকলের 
সাহাষ্যে সহজেই আসন্নমান প্রভৃতি নির্ণয় করা ষায়। পরবর্তী উদাহরণমালায় ইহার 
প্রয়োগ দেখানো হইয়াছে। ] 

(е) অবকল 757 (Differential coefficient) 

йу = (а) ав সুত্রে fe) হইল йх-®{ সহগ। এখন ду যেমন &-এর অবকল, 
তেমনি dee ৫-এর অবকল বল! ষায়। এই অর্থে /৫2) একটি অবকল-সহগ। 
সেইজন্য (2)-এর তন্তবক f(a) অবকল সহ্গ (Differential coeficient) 
নামেও зч | 


52, অবকল-সংক্রান্ত yata ( Formulae involving differen- 
tials) $ 


অবকলের সংজ্ঞা dy= f a) . ৫5 বলিয়া অবকল-সহগ, 4৫ 9-4, 


৪৮-৯ হইলে дуду হয় এবং সেক্ষেত্রে, অবকল-সহগ এবং TRF 
সমার্থক হইয়া পড়ে। এইভাবে দেখিলে অবকল-সহুগকে দুইটি অবকলের অন্কুপাত- 


রূপে গণ্য করা যায় এবং তাহা হইতে অবকল-সংক্রান্ত নিয়লিখিত হুত্রগুলি পাওয়া! 
atal 


0) а0)=0, [ : 490, > й2=0.22=0. | 
0) 400 [2 Hor ада ] 


(iii) 40+0+--)=и+ар+ , 


dutv+-.)_ du, dw, dutdv+--: 
[কারণ, dz টি z dz 
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(iv). ৫(০৮)-5০৪৮, ঘেখানে.০ একটি গ্রুৰক-সংখ্যা ; 


(০2). о 


[ কারণ dr 


বলিয়া alev) = 


(у) (49) =vdu + udv, 


l ‚ d'w) _ vdu ий» а 2 
Т0 ас 22 у dz Kt 
[ 22") 


19) 771 
(vi) 2(2%)-57৮0%-1,07 ЗЕ 


=n д"! | 


(н) 5а (5-9% т 


৫৮42 
[: йш») _ ৫ tdo iuie] 
১87 5“ dzo? 


э 5৪ odlogu) dv, dv. 
(UD апы ®) v’ [ аг v নি 


[: «эы 


(іх) 4 (sin 0) =сов 0.20, 19 


(х) d (оов и) = -sin о dv Г: ৭4981 - sino |ইত্যাদি। 


উদ্াহরণমালা 


উদ্বা. 1. মাপিয়া দেখা গেল যে, একটি বৃত্তের ব্যাস 18 সেটিমিটার দীর্ঘ। এই 
মাপে ভূলের পরিমাণ যদি '14 সে্টিমিটার হইয়া থাকে, তবে এ বৃত্তের আয়তনের 
মাপে সর্বাধিক কত পরিমাণ ভুল হইবে? 
বৃত্তের ব্যাস = 9 এবং আয়তন= А হইলে, 
А=тт?, 
এখানে 97 =13 সে.মি. ও স্থতৱাং += 6'6 দে মি. | ет! 2r মাপিতে ছলের 
পরিমাণ "14 সে.মি, হয় বলিয়া? মাপিতে ভুলের পরিমাণ হইবে 4 ‘বা! 707 সেমি. 


এখন অবকল লইলে, 
дА = 9лт.1" 


284. কলন গণিত 


প্রশ্নান্নসারে, dr ব্যাসার্ধ r মাপিবার সময় ভুলের পরিমাঁণ-'07 সে.মি. | 
.স্থৃতরাং এই ভুলের জন্য আয়তনের মাপে প্রাসঙ্গিক ভূলের পরিমাণ হুইবে 4А. 
“+ 4А=9т.6'5о07 ঘন সে.মি, (Г  r=6'5 সেমি. ] 


x B'5X'07 
2x29 t йв. 


=99х 13х01 ঘন সে.মি, 
=286 ঘন সে.মি. (প্রায় )। 
ЗИТ. 2. sin 60°=0°868803 এবং 1'=0'01745 রেডিয়ান হইলে 
'অবকলনের সাহায্যে sin 69-এর 4 দশমিক স্থান পর্যস্ত আসম মান নির্ণয় কর। 
ধরা যাকৃ, y=sin 60° 
তাহা হইলে, dy= оов 60°.dr =}.dz 
এখানে ৪-এর 9° পরিমাণ পরিবর্তন ধর্তব্য এবং 9°=0'01745х 2 রেডিয়ান 
dz=2X 001745 
7 dy=}X2X001745=001745. 
অতএব п যখন ৮4৫৮ ( অর্থাৎ 60° হইতে 60°+2°=62) হইবে, y তখন y 
হইতে /7-৫/-এ পরিবতিত হইবে। 
** নিৰ্ণেশ মান, y+) =вїп 6০-+0:01545-866034+-:0174চ 
='88348='8835 (প্রায় ) I 
উদ. 3. 1০8 10=9:303 হইলে অবকলনের সাহাধ্যে log 10'9-এর আসন্ন 
মান নির্ণয় কর। 


y=log = ধরিলে, 4/34 


এখানে, 210, йа2=(10:4—10)='2 এবং y=log 10=9`303. 
02 ЧАЯ ০+৫৮তে অর্থাৎ 10 হইতে 104-02 বা 10'2 তে বৃদ্ধি 
পাইবে, তখন ॥-এর মান হইবে y+dy 
এখন, у=; 51750 
7. y+dy=98303+02=2323 
+* নিৰ্ণেয় মান log 10'2=3'893 (প্রায় ) | 
উদ, 4, 0" =9:9749 হইলে অবকলনের সাহায্যে 0?'303-аң আসন্ন মান 
কত হুইবে নির্ণয় কর। 


z 
у=е* ধরিলে a= ) dr=6" dr 
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এখানে, 2=9'9, de= (81303 — 9'3)= "009, এৰং у=." = ৫23 =9 8749, 
dy=9'9742 x :003='02792926 
e2 30S—=y + dy =9°9743+°0219226 =10'0021326 
=10 (প্রায় )। i 


ema 8 

1. 10 পে.মি, বাহুবিশিষ্ট একটি বর্গক্ষেত্রের বাছ মাপিবার সময় `05 সে.মি, 
পরিমাণ ভূল হয় Å ভুলের দরুন বর্গক্ষেত্রের ক্ষেত্রফলের মাপে কত ভুল হইবে? 

2. একটি বর্গক্ষেত্রের একটি বাছুর দৈর্ঘ্য 10 সে.মি. | এ মাপে 0) পরিমাণ ভুল 
হুইয়! থাকিলে Яга আয়তনের মাপে কত ভুল হইবে? 

з. একটি ঘনকের দৈর্ঘ্য, গ্রস্থ ও উচ্চতা প্রত্যেকটি 15 সে.মি. ; এ মাপে ভুলের 
পরিমাণ 005 সে.মি. হইলে чаза আয়তন ও সমগ্র তলের মাপে কত পরিমাণ 
ভুল হইবে? 

4. একটি বৃত্তাকার তারের আংটির ব্যাস ? সে.মি, এবং তারের বেধ 027 সে.মি 
হইলে অবকল লইয়া এ আংটির অভাস্তর ভাগের ক্ষেত্রফল-নির্ণয়ে কত পরিমাণ ভুল 
হুইবে নির্ণয় কর। 

[নংকেত: এখানে 5] বা 9'5 সে.মি. তারের сач অগ্রাহ করিলে তুল 
এr=0'%7 হইবে । বৃত্তের CARTA A= nr? হইতে অবকল লও | ] 

5, /-%%18 হইলে, যখন ০৮:64 একক তখন ш মাপিতে 0 6 একক ভুল 
হয়। ইহার ফলে, (i) %-এর মাপে কত জুল হইবে? 

প্রাপ্তফলের ভিত্তিতে, (ii) (64'6)2/3 এবং (їн) (636)? -aa আসন্ন মান 
কত হইবে? 

[সংকেতঃ (0 dy='l; 646-+৫5 এবং 63'6--৫8,. 2 হইতে 
atda পরিবর্তনের 99 /-এর পরিবর্তন হুইবে y + dy ইত্যাদি। 

৪. 1°=001745 রেডিয়ান হইলে tan 46° এর আসন্ন মান নির্ণয় কর। 

7. sin 60°=0`86603 এবং 1°= 0"01745 রেডিয়ান হইলে (i) віп 69° এবং 
Gi) sin 58° এর আসন্ন মান নির্ণয় কর। 

[সংকেত £ এখানে dr=2=2Xx001745='03490 এবং оов 60°='5, 
у= віп т হইতে ?/-এর মান এবং তাহার পর у + йу-а মান নির্ণেয়। ] 
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8. log ৪094 হইলে, অবকল লইয়া 

(0 10883 е (1) log T7 এর আসন্ন মান নির্ণর কর | 
9, е®'%=11°028 হইলে অবকলের সাহায্যে 

€*'5_এর আসন্ন মান নির্ণয় কর। 


10, log 10=9"803 হইলে ৪?'302-এর তিন দশমিক স্থান পর্সস্ত আসর মান 
Aa কর। 


[সংকেত £ 108610=9'308 হইলে 0230310 ধর ] 


58, দ্বিতীয় ক্ৰমের эът (Derivative of the second order) $ 

পূর্বেই (4'1 অনুচ্ছেদে ) বলা হইয়াছে যে, একটি অপেক্ষক /এর প্রসারভুক্ত 
প্রতিটি হ-মান হইতে /-এর (л, Ka) বিন্দুর afee একটি / (д) মান পাওয়া 
গেলে (0) হইবে f(a) এর তত্ভবক। স্পষ্টত f(z) অপেক্ষক-মাঁন হইতে এইভাকে 
প্রাপ্ত 10) হইবে অপর অপেক্ষক /-এর একটি অপেক্ষক-মান। স্থতরাং 
/-অপেক্ষকের মান বলিয়া /(৫)-এরও দ্বিতীয় আরেকটি шт পাওয়া যাইতে 
পারে। যি তাহা পাওয়া যায়, তবে সেই দ্বিতীয় তন্তবকটিকে Га) সংকেতে প্ৰকাশ 
করা যাইবে এবং তাহাকে বলা হইবে /(х)-ч দ্বিতীয় ক্রমের তত্তবক। 

এখন, %-/1%) হইলে 


%-এর 9849,77 а) বা у] z দ্বার! тЇў® হয়| 
কাজেই /৫)-এর দ্বিতীয় ক্রমের তণ্তবক যেমন সংজ্ঞাহসারে /“(2) দারা zfs 


2, 
হয়, তেমনি &-এর দ্বিতীয় ক্রমের তত্তবক-কে у ап স্থচিত করা যায় 
কারণ, 


Е এর এ dv 
"йж, узш чете баттл ныс) 


তেমনি 9-а তন্তবক 4 


а?у 


а. © 
ds এর ар বা এ 
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লক্ষণীয় যে К কে 5 T রূপে না লিখ্য়া 
রঃ И রূপে লেখাই রীতি। 
স্থতয়াং (i) y =922 হইলে, 
2/-2.25-45 
4 du_d 
অব 22-88-8841 
а?у _ 
অর্থাৎ 252—4 
(н) অঙ্থরূপে, у = від % হইলে, 
du å (sin 2) _ 
dr a এ 407 


2 
এবং Tri (cos д) = - sin т. 
Gii) সেইরূপে, у= 87 
азу _ (41০) 1 Lal, St 
dr? als 12 dz avys a е | 
ү 2797! 1 -a 


кот 
(у) দ্বিতীয় ক্রমের তত্তবকের একটি সথপরিচিত প্রয়োগের ক্ষেত্র হইল বেগ- 
পরিবর্তনের হার নির্ণয়ে। & দূরত্ব যাইতে ৫ সময় লাগিলে গড় বেগ হয় ; এবং / সময়ের 


মাথায় তাৎক্ষণিক (instantaneous) বেগ হইবে ? И পরিমাণ | অর্থাৎ বেগ, „=й, $ 


অতএব а=) হইলে =) 8 =‘ а= 7 t 


এখন বেগ а পরিবর্তনশীল হয়, তবে বলবিগ্যায় ৰেগের পরিবর্তন-হারকে ত্বরণ' 
(acceleration) বলে | স্থৃতরাং ত্বরণকে "দ্বার! সুচিত করিলে 


йб _4{[йз\_@?з 
(ত্বরণ )০-৪/-৪/(৪//- а 


এইবার পরবর্তী উদাহরণমালায় দ্বিতীয় ক্রমের তন্তবক-নির্ণয়ে বিবিধ কৌশল 
দেখানো যাইতেছে। 
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үнүн 
GRI. 1. /-৫৩4-৪০০+০ হইলে 4 СУ беч কর। 
Wid ssa р ide? фо) 
de 220928 +022 +0)= এ dz গু 


8৪০4-88-40 34224-92. 


. #у_а „ud 
73721: a E (Baz? +954) 


a 22° 


৫ 2) 
০ =% এ টন 


Зи. 2. г -এর দ্বিতীয় ক্রমের তন্তুবক নির্ণয় কর | 
гарй 
=] ধরিলে, 
(৫72০0580149) _ (1—).®(1— а>) 
2/_ d (1495) yH dz 
dr 2 11-25/ U — 2g)? 


=2 (1-22) -1 -2x -9 
(1 — 2g)“ 


9.474+9- 4৩ -2 
-77-2০---5401- 94 
এত 40—30 


а?у a ৫ (1 -92)-2 
dr 


_০১-০-) d (22) 
=4X (1 _ 82) ৮ 
= —8 ৫--92)-5 , 916 (1 – 22)-3 
16 
(1- 22)5 


_ l+% 31167 
12795799 দ্বিতীয় ক্রমের তন্তবক= (1а) 


উদ, 8. у= „арат হইলে v“ নির্ণয় কর। 


15400754281 ETRE раз 
কত ৪ БЕ) ар 


(৫5+981 


109 2 -5 
(৫2722) ‚92= 


দ্বিতীয় ক্রমের তন্তভবক 


1 
(a: +z?) . 4 = 2042 +0) 


«0 = { т )= 
АГ 1 
25 * (6+5৯)১ (০১4১2) 
А, 1. 2 
(02 +22)? – ш. 1 (02 +22)? 15 = 


(a? +r“) 


(а +29) — 2 3.92 atteg? 
i (482)৯_ (g? +z)? 
G+) _ (a* +z) 
в? а? 


= — m = 5 
(а#+5)9, ৫5452) (০+2)8 
Е) 
Sgi. 4. у=е° 9০৪ 2 аа নির্ণয় কর। 
Woie cos æ) = e” F008 হন сов 2 
= — o” віп eHe” сов фм» 27810 ш) 


2 
у= A 4e" (cos 2 — sin 2)) 


25 _ л) de 1 о (сов ш віп к) 
(cos = — віп т) Te +e Tr 

= (cos z — sin т) ef +e”(— sin z— cos д) 

=6” (cos = _ sin ঠ_ Bin 2— сов %) 


= — 2e”sin 2 


yi. 5. log Je-aa দ্বিতীয় তত্বক নির্ণয় কর। 


а= 1 аук 1 1 
0= 108 Уо ія ৫ Ja’ ds T а/ш "ж 
১৪) ৫ 
ИО i т 089) 
å Hij- iy 
0282-8971 


aw? 4r” 272" 


1 
অর্থাৎ log Улай দ্বিতীয় তন্ভবক= - ত 
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ÜM. 6. y=sin (3) হইলে ту -এর মান কত 


s=} ধরিলে 
Р 
КЕ ае ` тіла 
ds da ° езе? তা 
ВА y=sin ১৯৪ এ হইতে 
dy dz —1_ _ cos (1/2) 
dz та), оова, —;=—% б/®) 
2/_2/-০০৪ 1/5 
dz লি g? ) 
261 1 1 
уб, ৮০ 755০০57 * 20} 
Еа рен = 2—4 


а ы 1 
উদ, 7. y=a сов 9 এবং 20 sin ৪ হইলে у -এর মান কত? 
у=а сов & হইতে Ua sing 


945 ৪-& sin 0 হইতে а сов 9 


০০৩২ 

445. 7 de & ০০৪ ৮ 
ab 

„ Uu dy 40_ | a 
датава оле Fem pia 

йу ара ыла" ৫ 

টিক ১৮০9) à z (tan 0) 
=_4,0 ৪9 _ ৪6০৪0, Ж 

бду nO аа -8%০০২6, 2. 


= 2 66620021 ыша % тыб аз 
& ৪৩০ [17 9 — ра 80020, seo ৪- = вао ৪, 


দ্বিতীয় ক্রমের তন্ভবক 


Fl. 8. у=вш^!д হইলে 2 Y এর মান নির্ণয় কর। 


еа нА. 
d?y_ d 
A E =)= ža- o3) т, 


= ০801-58-82, -2g 
=z(1 =g?) 3/2 


১ 
(1— *)5!5' 


উদ. 9. y=" হইলে 224 -এর মান কত? 


° 
Wnt КОЮ =", ৪127) =* ‚9ш 
а?у d 9.৫ ‚ 
з Tle জল е ) 


е. Aee aen 


90৮৮4, ех" 25 } = 20% (1+ 2%). 


бї, 10. y=a ০০৪ ০48 sin æ হইলে দেখাও যে, 


dE 7৮ 

Uot (a cos æ +b sin 2-а: сов +04. (sin ~> 
= 74 sin 2+0 cos œ 

n vad E 

90187: др (৪ ০০৪ 2 a вір 2) 


b ৪5 8 бов 2-а (sin 2) 


= — b sin 2—0 008 x 
= — (a sia 2-4-0 cos z) 


= – 3, 
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ЗҮП. 11. সরলরেখায় চলমান একটি বস্তকণা £ সময়ে, ৪ দূরত্ব অতিক্রম করে। 
aft s (৫৯42) মিটার হয়, তবে, (1) কণাটির প্রারভিক ও 1 সেকেগ্ডের মাথায় css 
কত হয়? (ii) উহায় বেগ-পরিবতনের হার অর্থাৎ ত্বরণ কত? (iii) দেখাও с 
কণাটির ত্বরণ эдет 1 


s=? ++ বলিয়া Tati. 


. কণাটির বেগ =" = © =\2 +1) মি./সে. 


() =0 ৰ্সাইয়া কণাটির প্রারম্ভিক ৰেগ পাওয়া ata | 
2. প্রারম্তিক বেগ=(9.04+1)= 1 মি./সে. 
আবার =L বসাইলে, 
কণাটির 1 CAFTA মাথায় বেগ হয় 2141 413 মি./নে, 


(1) কণাটির বেগ == ад 


৮) 
+. উহার বেগ-পরিবর্তনের হার বা ত্বরণ == 
ন ‘= 984-1 বলিয়া 
d?s 


gem 3 অৰ্থাৎ কথাটির বেগ оча পরিবর্তন হার বা ত্বরণ = 9মি./সে*. 
(ч) atasa হইতে দেখা যায়, ত্বরণ এখানে সময় নিরপেক্ষ । অর্থাৎ /-এর 

মান খাহাই হউক না কেন, সর্বদা ত্বরণ-্এ মি/সে*. স্বতরাং এ ত্বরণ সমহার 

অর্থাৎ ©] পরিৰতিত হয় Я] | 

প্রশ্মমালা 9 


A ар -এর মান নির্ণয় কর £ 


1, 030° +801 +4, 2, y= সি, 
1+: নর 1 

3. Уу с 4. у=2+2. 

5. уві 2, 6. у= сов =, 


7. y=2 sin g- 8. y=sin 94 
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9. y=008 2, 10. y=2 ০০৪ ғ. 
1 
11, y=tan 2. 12. চিক 
18. y=tan = М. у= у1+22. 
15 тараг 16, EL HLL 
eE চাকা 
с? 05—92 
2 18. Я 
171 К+ и 1-s 
19. y=, 20. y= ৪৭ 
2% 
21. у= TA 22. y=log 2%. 
23. y=log Jz’ 24, y=cos ~ 
25, у=е ly 
নিচের গ্রতে)কটি প্রশ্নের (26 হইতে 30 পর্বস্ত)/-এর দ্বিতীয় তন্তবক у নির্ণয় কর £ 
96. у= оов. 97, узабап7 10. 
£8, у= 2+ вір 1, 29. у= 22 4- сові 


30. y=% sin tg, 
2, 
31 নং হইতে 33 নং পর্যন্ত প্রত্যেকটি প্রশ্ন হইতে 45 নির্ণয় কর £ 
31, у=1°, v=sin t 82. y=a вес t, а= tant, 


33, y=2at, 2-8$2, 

নিচের প্রশ্নগুলি নির্দেশ AA উত্তর কর £ 

34, y=sin mr হইলে প্রমাণ কর যে, 
Ey 112). 

Ta” +т?у= 0, 
35, у=! sin হইলে, দেখাও যে у +у=3 cos t. 
2 
36. у=вес Кі এৰং 23 +у=9у5 হইলে, দেখাও যে, K= +1. 


37, у?=4ах হইলে প্ৰমাণ কর ষে, 
у ау 
Vga ба S 


I (хї—Хп)—10 
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ЕЈ а 
зв, 2৯4৪০] হইলে প্রমাণ কর যে, 


89. অবাধে পতনশীল একটি чая বেগ ক্রমাগত বৃদ্ধি পাইতেছে। / সময়ে 
їй উহা ॥ দূরত্ব অতিক্রম করে এবং যদি $= 16/2 হয়, তবে, G) £ সময়ের মাথায় 
উহার বেগ কত হইবে? (Н) বস্তুটির বেগ-পরিবর্তনের হার অর্থাৎ ত্বরণ কত 1 

40. সরলরেখার চলমান কোন EFN / সময়ে ৪ দূরত্ব অতিক্রম করে| যদি 
=й - 6/ হয়, তবে (0) কণাটির প্রারম্ভিক বেগ ও (ii) 3 সেকেণ্ডের মাথায় বেগ 
কত? (Ш) উহার বেগ-পরিবর্তনের হার কত? È হার সমহার কি? 

4. সরলরেখায় গতিশীল একটি বন্তকণা ৫ সময়ে з দূরত্ব অতিক্রম কবে। যদি 
8 =А віп (at +b) হয়, যেখানে, A, ৫ ও b প্রবক-সংখ্যা, তবে দেখা যে 8৮ ও 


সরলভেদে রহিয়াছে। 
[সংকেত : দেখাও যে, একটি ধ্বক-সংখ্যা। ] 


অন্ত অধ্যান্স 
সমাকলন (Integration) 


91. সমাকলন ও দমাকল (Integration and Integral) $ 

(а) সমাকলন £ অবকলন-প্রক্রিয়ায় একটি অপেক্ষক মান হইতে উহার তন্তবক 
(darivative) 41 অবকল-সহগ (Diferential coefficient) পাওয়া যায়। 
বিপরীতক্রমে, যে-প্রক্রিয়ায় অবকল-সহুগ হইতে উহা! যে-আদিম অপেক্ষক 
মানটির তত্ভবক, তাহা ফিরিয়। পাওয়া যায়, সেই প্রক্রিয়াকে সমাকলন 
(Integration) বলে । কারণ, অবকলন যেহেতু বিয়োগফন গ্রহণ-সংক্রাস্ত একটি 
প্রক্রিয়া, সেইহেতু অবকলনের বিপরীত প্রক্রিয়াটি হইবে যোগফল গ্রহণ-সংক্রাত্ত একটি 
প্রক্রিয়া। এই অর্থেই, অবকলনের বিপরীত প্রক্রিয়ার নাম হইয়াছে সমাকলন। 
পরের অধ্যায়ে কোন্‌ অর্থে সমাকলন যোগফল গ্রহণ-সংকরান্ত প্রক্রিয়া তাহা আলোচনা 
করা হইবে। 

আপাতত, ইহাই মনে রাখিতে হইবে যে যোগ বা ৪॥%-এর ধারণা হইতে উৎপন্ন 
বলিয়া ৪এ০-এর আগ্তক্ষর ৪-এর ааб আকার /-চিহু чї] সমাকলন প্রক্রিয়া 
সুচিত করা হয়। 

এখন, zagaa সমাকলন যেমন অবকলনের বিপরীত প্রক্রিয়া তেমনি 
অবকলনও সমাকলনের বিপরীত প্রক্রিয়া । কাজেই /(%)-কে অবকলন করিলে 
যদি fla) Ateni যায়, তবে এ-নাপেক্ষে /()-কে সমাকলন করিলে আবার Дз) 
ফিরিয়া tten যাইবে। 

সাংকেতিক ভাষায় satir /(2)-এর সমাকলন বুঝাইতে লেখা হয়, 
//9).05. এখানে йл দ্বারা এ-সাপেক্ষে বুঝায় এবং তাহার এ অক্ষরটি বুঝায় 
সমাকলনের় চলক (Variabla of integration) তাহা হইলে, 


Z =r $ A 

এবং /402.৫2-/(2) Е: - (9) 
এখন, (1) হইতে উভয়পক্ষের সমাকলম দ্বারা 

Jira ra (8) 


=/(ж) С (8) হইতে //(х)йз=/(х)] 
আবার, (2) হইতে উভয়পক্ষের অবকলন ছারা 


4 if /ш)4г= 2. Аа)= (а) ০ (4) 


| 
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স্কতরাং (8) ও (4) হইতে দেখা чіт, সমাকলন-স্ছচক / প্রক্রিয়া যেমন 
অবকলন-স্ুচক Zz প্রক্রিয়াকে খণ্ডন করে, অবকলন-সুচক 22 প্রক্রিয়া তেমনি 


মমাকলন-স্চক / প্রক্রিয়াকে খণ্ডন করে। 

(b) সমাকল (Integral); উপরের (9) qwa та হইতে দেখ! যায়, 
“সাপেক্ষে /0৫)-এর সমাকলন-প্রাথ ফল এবং তাহার মান /৫)-এর দমান। 
এইরূপ সমাকলন দ্বারা 214 ফলকে সমাকল বলে। অর্থাৎ, 

1(»)-এর অবকল-সহুগ যদি f(x) হয়, তবে flx -কে LATAE 
1(*)-এর সমাকল (Integral) বলা হয় এবং তাহাকে সাংকেতিক ভাষায় 


নিয়রূপে প্রকাশ করা হয় ৷ 
/ї(х)ах = (x), 
অবকলের সহিত সমাকলের সংজ্ঞার তুলনা করিলে দেখা যায়, হ-সাপেক্ষে 
/(৫)-এর অবকল-/(2).৫০, এবং এ-মাপেক্ষে /৫)-এর সমাকল-5//0০).45 _ 


= flx). 
স্থতরাং অপেক্ষক মান-মাত্রই উহার অবকলের সমাকলের সমান | 


উদাহরণস্বরূপ, 
G) /৫)-%2 হইলে, ARY, 42. Ха) = 2x 

সেইহেতু, /22.05=/(2)= 2? অর্থাৎ সাপেক্ষে ৫৫-এর সমাকল =? 
(8) /০)-৪19& হইলে, যেহেতু 

а (0৮87 
D Ke) 35৪7০ ০০০৪ 1, 
সেইছেতু, /сов de=sin æ অর্থাৎ, £-সাঁপেক্ষে ০০৪ с এর সমাকল 
= ৪10 т. 


1 
(ii) অনুরপে, р log 2= হয় বিয়া, 
Ј Е da= log z 
2 


অর্থাৎ &-সাপেক্ষে 1-а সমাকল = log 2, 


টাকা £ ইংরেজীতে সমাকলের অপর নাম Primitive; বাংলায় & নামকে 
আদিম অপেক্ষক বলা যাইতে পারে। х 
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6з. অনির্দিষ্ট সমাকল (Indefinite integral) $ 
সংজ্ঞা হইতে দেখা যাইতেছে যে, /'(2).৭5=/(2), যেখানে (৩) হুইল /(৫)-এর 
অবকল-সহগ (বা তদ্ভবক )| কিন্তু ০ а FIFRA] হইলে, 


2 даа rori z (0) = (2) +0= (а) বলিয়া 


Фуа) +с} =Е(2)ас. 
J Flo)ds= а) +o. 
এইভাবে দেখা যায়, ০-এর 0, 1, 2, ৪ প্রভৃতি বিভিন্ন মানের জন্ত ГЕ) дч С 
মান ষথাক্রমে fle), Д(ж)+1, (а) 9, /(5)+3 প্রভৃতি হইতে পারে। ইহার অর্থ 
Selden কোন সুনির্দিষ্ট মান নাই এবং নাই বলিয়া / їл 8301 
সমাকল (Indefenite integral) বলা হয় | 
/৫)-2% হইলে, ষেমন 
dfx) = 9 dr, 
তেমনি /€৫)-%০+০ হইলেও 
@/(х)=9а dx 
9» ds= (2) +o= 22 +c 
чус / ০0৪ ৮ 2০৪1 ৮46 


এবং Ја ০7470 


সুতরাং, /(*)৭x আকারের যে-সকল দমাকলের সুনির্দিষ্ট একটিমাত্র 
মান থাকে না, তাহাদিগকে অনির্দিষ্ট সমাকল (Indefinite integral) বলে | 
69. একটি গ্রুবক-সংখ্যা এবং একটি অপেক্ষক মানের গুণফলের 
সমাকল (Integral of the product of а constant and а 10716110781 


value) $ 
৫ যেন একটি গ্রুবক-সংখ্যা। এখন, «-সাপেক্ষে /(2)-এর মমাকল / /(%).dz 
বলিয়া, ০/ /(%) d -ca অবকলন করিলে 


& {о /. хаад ji f(z) dz = 0.f(2) 
| কারণ & ও S পরস্পরকে খণ্ডন করে | 


সমাকলের সংজ্ঞা অনুসারে, 
JS ef(e)ds=01 f(o)dz. 
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এইভাবে দেখ! যায় যে, 

একটি প্ুবক-সংখ্যা ও একটি অপেক্ষক মানের গুণফলের সমাকল 
= এ PIF- গুণিত È অপেক্ষক মানের সমাকল। 

64. কয়েকটি আদর্শ সমাকল (А few standard integral) $ 

সমাকলের সংজ্ঞা হইতে স্পষ্ট দেখা যায়'যে, কোন অপেক্ষক মানের অবকল-সহগ 
জানা থাকিলে উহা! হইতে অনায়াসে একটি .সমাকল নির্ণয় করা atal ইহার 
দৃষ্টান্তচ্ছলে কয়েকটি অতি প্রয়োজনীয় আদর্শ সমাকল নির্ণয় করা যাইতেছে। 

(Gi) х"-99 সমাকল (Integral of х") g 

৫ যদি একটি ঞ্রবক-সংখ্যা হয়, তবে, 


d 1 å "+1 d 
үсү! ж বি] (с) 


=g", 


সংজ্ঞা অনুসারে, £-সাঁপেক্ষে ৮*-এর সমাঁকল, 
রিল ৮ ЬЯ 
р dx 57719 যেখানে n —1. 


[ লক্ষণীয় যে, = -1 হইলে, ০*- হয় এবং সেক্ষেত্রে 
а কিন্ত বলিতে কোন সংখ্যা 
নাই। সেইজন্ত n= — 1 হইলে ()-এর эщ প্রযোজ্য নহে। ] 
বিশেষ দ্রব্য £ &"-আকারের অপেক্ষক মানের সমাকল নির্ণয় করিবার সময় 
গ-এর স্থচকের সহিত এক ষোগ করিতে হয় এবং তাহাকে এ 1 যুক্ত সুচক সংখ্যাটিকে 
দিয়া ভাগ করিতে হয়। সর্বশেষে যোগ করিতে হয় ওঁ ভাগফলের সহিত একটি 


9-47 | 


(i) віп mx-এর সমাকল (Integral of віл тх) 2 
т ও о ধ্রবক-সংখ্যা হইলে, сов %% + ০-এর অবকল-সহগ 


(9০ mz +0) 


d 
মা оов та+(д= —вїп mz.m+0 


= — m sin mz, 
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সমাকলের সংজ্ঞা অন্ুমারে, 


J -m sin mr @л=сов ma+c 
` 
বা —mfsin me dz= сов ms +o 


০ 6 
-m 


5 Jesin mr dr= 


৯১ যেখানে 


K, একটি тотал. 


লক্ষণীয় যে, m=1 হইলে /sin а= – 008 +K: 
(iii) cos mx-এর সমাকল (Integral of cos mx) 2 
m ও ৫ ঞ্বক-সংখ্যা হইলে, (sin та + с)-4% > 0: 


= = (ein me + = sin mti z0) 


= сов mr.m + 0 = т сов mr. 
2. সমাকলের সংজ্ঞা অন্থসারে 
Jm вов mz 2 ৪10. ma +e 
বা, m/f cos mr 2০৪10 mu +c 


віп mg, c 
J cos тх.йх= ———— = += 


т. 


=*in = к, যেখানে K এমন একটি 9-4] যে k= 


লক্ষণীয় A, m=1 হইলে f cos x de=sin ০41৫, 
(৮) হ'বা 1-я সমাকল (Integral of xlor - ) : 
৫ একটি প্রবক-সংখ্যা হইলে, (108 ৮+০)-এর অবকল-সহগ 

৫. 

si (log œ+ c) 


৯: В ya LEO 
т (108 2782 (с) 270 Е 
2 সংজ্ঞ| অনুসারে, 
f: dr=log x +c 
অর্থাৎ, /*x 1.05- 106 xte 
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(у) 
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৩০*-এর সমাকল (Integral о? ৪৭2) g 


а ও с ঞ্রুবক-সংখ্যা! হইলে, (৪৭৮ +০)-এর অবকল-সহগ 


= (৫৮41০) 


24 


ЯУ 17 209০০, а+0=ав°*, 


সমাকলের সংজ্ঞা অনুসারে, 


/ aet” 9৪৪4০ 


অথবা» &./০৭৮৫০ ০৮ +0 


ax 
Jerie 
a a 


ат" с 
=y +, যেখানে = = একটি Дф Л | 


লক্ষণীয় যে а=1 হইলে Ге": +K. 


6'5. (а) পূর্বের অনুচ্ছেদে প্রদত্ত আদর্শ সমাকলগুলি ছাড়া এমন বনু সমাকল 
আছে, যাহাদের чала সহগের তালিকা হইতে সরাসরি পাওয়া যায়। উদাহরণস্বরূপ, 


G) 
(i) 


(ш) 


(iv) 


(у) 
এবং (vi) 


6'6. 


К (tan æ + о)==вес?ш বলিয়া ./5৩০ ৫০ 60 2-с. 
z (вес w-+c)=so0 % tan æ বলিয়া! /8৪9৩ x tan æ de=se0 z +c 
2 (cogeo 2 + 0) = созес 2 соб х বলিয়| Гозввод соб gds 

| = — совес +c 


2 (= cot 24-с) = соков? বলিয়া /9089022,2%- — ost а-о 


ба фо 
ж ++ লি Bin" lx +c 

ল Ш 
ৰ и 752 


мМ-а = —ocos iz +c 


দুইটি অপেক্ষক মানের বৈজিক সমষ্টির সমাকল (Integral of 


i -০০৪-1০7-০)- 


the sum of two functional values), 
Ја) ও ০৫) দুইটি অপেক্ষক মান হইলে, *-সাপেক্ষে উহাদের সমাকল যথাক্রমে, 


» ০ সিসি nt Dm ышы 
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[Keds এবং /9(%).9%. এই সমাকল-ছুইটির বৈজিক সমষ্টির অবকল-সহগ 


লইলে, 
Аа)» + 1০94] 


* i Ј 445585190৫5 


=/(@) ০৫) 
সংজ্ঞা অনুসারে 
Jta) + р(х)}.ах = J f(x dx+ /g.(x)dx. 
সুতরাং, দুইটি অপেক্ষক মানের বৈজিক সমষ্টির সমাকল- এ দুইটি 
ক্মপেক্ষক মানের সমাকল-দুইটির বৈজিক সমষ্টি ৷ 


উদ্দাহুরণমাল। 
eyi. 1. মান নির্ণয় কর £ 


о fears feria w Sl ger} в. 


3 +1 
@) 1 +০ [০ একটি ঞ্বক-সংখ্য। ] 


0815 
шб 
8/5 


(ii) fer aS (e ++] 


= /2224-./9.041-:/%-9,22 
-2+1 


=5 „8/5 
16 8* +o 


ШЕ atl 
ЖС &0+1 gl 
TE a A 

Ў 1 
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(11) (+) а= [(«+®-#+ 0а, 
=f det fZ det [ав 
=e аја daet fe ш 


R Кез 
`-—4+1 -2+1 


ТЯ 
+ 
сЕ ба: 


т}, Уша Еа 
2 2 


152 


22 
ar? +o 


+o 


Е тз 
উদ, ৪. f ке ын মান নিৰ্ণয় কর। 


2-— 4w + 6r? — 8: 2 421. 625 _ 824 
f ГЫ = f (5 wt тд TE э) 
০০/94/5752: 62-102-/89৮ 


59/5-4774/-224-8/2-)75-8./ йв 


2741 2-31 
= 8 тан arite » log x — 82+ 


[ যেখানে ০ একটি тотал ] 


=-$ 7% — 9072 +6 logr-8z+c 


9 9 
6 log s- 8৫7 297 82+0 


উদা, 3. ./ ৪৮4৪8 92—321) ৫০-এর মান নিৰ্ণয় কর। 
J(e*+sin 92-32-)dzs = Jf edz [sin 2৫ д: -_8:/8-106 
8 log 246. 
[ যেখানে ০ একটি প্রবক-সংখ্যা! ) 


та _ 008 9% 
УТ а 
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т. 4. (0) ЛУ а g dz এবং (0) /(l+sin 2) diga মান 
নির্ণয় কর। 


() J ViFsin 2 d=) V1+2 sin z oos x de 


= Г V sins + 008*2+2 sin т оов 2 dz 
= Г V(sin + соз о)? dz= J (sin z+ cos 2) йк 
= J sin z dz+ Г оов x dz= — cos æ+ sin 2+0 
=вїп 2- оов 2+c 
(i) /(1++вїп 92) йт= /4+ J sin 92 
сов 2% 
2 


+০ 


[ যেখানে ০ একটি ау ] 


Smi. 5. / (54-9 sin 32-8 sin? 9%) এ৮-এর মান নির্ণয় কর। 
J(5+9 sin 8৮-8 sin? 92) dx 
= /{1+4(1-2 sin? 92) +9 sin 3z} dz 
= / (144 cos 4z +9 sin Зх) dz 
= Гав +4 Гоов 42 dz+9 sin 82 dz 


sin 42 _ 008 32 
sth +9. = +0 


=g + sin 42- 8 оов 3x +c 


©. 6, | নিহত бк এজ মান নিয় কর। 
sin? 2+ с082 2 
Jars sin? д ০০৪৪ 2 চা 
sf হা, f _ ০০৪৭৪ _ 
sin” д оов" ш sin” g cos” 2 


= f seo? do + J совест йл = tan æ- cob ০+০, 
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И, 7, ЦЕ Ег 35) гая মান бї কর। 


l-g 


11 вес л {ап ০ ж, 


= J seo x tan "+з 


1 
= = শন а, 
вас Г ах = вес 2+9 Ута ш 


২৪৪০ 2+2 81-14, 


্রশ্নমালা 10 
মান নিয় কর £ 

1 fea з | з. f Vea 
Еа а. в. f 
7 Јува. в, গা A 
w д, u f (62 -30141 Jas, 
12 Је), 1з. (аз – z a) 
м. ০0-20-9045 15. Де) 
16. 4/ (14815 32) dz, 17. f (90৪2) dz. 


18. /( ৪10 ৫০4 cos bæ) dz, 19, S (৫০-৪/2)2, 
223-0243 -7 ২১৯ 
ю f (2 eg, 1 


22, J VIF oos йл йл. 23 Vi nak dz. 
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24, J(fs2®-— 4 sin 32) йл. 5 f(e каш) dz 
26. :/ ৪102 de. [ সংকেত £ sin? = (1 оов 22)] 
27, J 90820 dz, [সংকেতঃ cos? 2=3(1 + сов 92)] 


Е cos 92 
28. J| sinz cos s- а йз. 


[সংকেত sing сой æ=}. 2 sin z сов а= sin 2% ধর |] 


29 Л) хз 


Ы З, 
f sin рте 2 ir 
віп 008 % 


» fh 


-/1 28 
33, SJ ё 


67. সহজ্জ পরিবর্তন দ্বারা সমাকলন (Integration by simple 
substitution ) $ 1 

অনেক সময় অপেক্ষক মানের নিরপেক্ষ চলকটিকে স্থবিধামতো অন্য একটি চলক- 
সাপেক্ষে প্রকাশ করিলে সমাঁকলনের কাজ সহজ হয়। Sadr সমাকলটির মান 
নির্ণয় করিবার জন্য তাই æ= 9(৪) ধর! যাইতে পারে | 

দেক্ষেত্রে, 


= বা йш=(а)4гв হইবে। 


л SKojds= ГА) 0 (02 হইয়া যাইবে। 

এইভাবে সহজ পরিবর্তন দ্বার! সমাকলনের কাজ কি-ভাবে অনায়াসে করা যায় 
তাঁহার কয়েকটি উদাহরণ দেওয়া হইতেছে। পরিচিত সমাকলের সাহাধ্য লইবার 
জন্যই এইরূপ এই পরিবর্তন-পদ্ধতির প্রয়োগ করা হইয়! থাকে। 
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2ax +b 
í ০ ৯৯:০৯ রর 
(i) ах? 4545 199 সমাকল (Integral of 


2ах+Ь 
ах? +bx+e 


০৮৯+৪০+০৯৪ ধরিলে, উভয়পক্ষের অবকলন করিয়! দেখা যায়, 
2681০ г অথবা (28+6)৫০- dz, 


ax): 


24. রর (дав +b) = fg 
০০১+&৭-০ Jar” Finto z 
=log 2+ K, যেখানে K একটি ঞ্বক-সংখ্যা 
=1од (az? +dz+e)+K 
বিঃদ্রঃ ইহা হইতে দেখা যার, সমাকলনযোগ্য কোন অপেক্ষক- 
মানের লব-টি যদি হরের অবকপ-সহগ হয়, তবে উহার সমাকল-হুরের 
log +c, যেখানে с একটি প্রুবক-সংখ্য।। 


G) a, /tan ৩৫০ у 5৫ এ এর ক্ষেত্রে, 


CA ds 
cos ০-৪ ধরিলে, 8৮ ০০৪ ০৫5 


5 d н 
বা, —sin А5. বা, dz= - sin v dz 


^ Је а а= [Зт а= [== -JE 
= —log z+ o (০ একটি প্রবক-সংখ্যা) 
= — log cos 24৫ 


(0) ৫) ও (i) উদাহরণ-হুইটি হইতে ена সিদ্ধান্তটিকে সাধারণভাবে бшп 
প্রমাণ করা যায় 
w dx=log #х)+е 


প্রমাণ £ /(5)=* ধরিলে, Ха) = 2 


অর্থাৎ 5-/2).৫2 


а 5 а= ৫০1০ 2 +o=log f(z) +0 


хз өя 


div) 274 -1 হইলে, /(৫+/)* draa মান 
ধর! যাক, асра. তাহা হইলে, উভয় পক্ষের অবকলন ছার! 


f+" ft- Е 8 u=} f ds 


+с (যেখানে ০ একটি IFRA ) 


ЖИ ЕЗ) aj (৫০4-8)*৮ 


Е sin 27 AN 
|) усы: сов 212 ৪৮ মান 


8 


ধর! যাক, a+b cos 2 =, তাহ! হইলে, ০০৪ =“ দা 


২৫. йз ই লিন. 
এবং 2 (a+b сов x টা) বা, —b sin == 


বা, sin s d= - 5 
ои Ее 
„Ја 9718 --8/ ৫5), 
J E- а-а) 
-afete 


88. কয়েকটি আদর্শ দমাকল (А few standard integral, $ 
E "এর মান £ 
৫ =a tan 0 ধরিলে, u- (а tan 0)=a ৪9০৪ 


বা, 2৮৫ ৪৫০26 29. 


15? 
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= {-45%°040 _ Га вео?0 dl (99 
নি =f а? ৪০29 তি 


11 ৪ ৮. 040, [ যেখানে о একটি т-та | 
а а 
কিন্তু чаї, tan 0=2 বলিয়া $= tan”! ( ) 


йж 1 21 ТТЕ 
аттата +° 


অনুসিদ্ধান্ত : fifa +০, [Em а=1 বসাইয়! ] 


Gi) Ый -এর чїя: 


ы-ы ШЛА 


2-0 2+0. 


= а (2—0) ~ log (2 +a) +o} [6 একটি garm] 


®+ Jotta =s ধরলে, করিয়া 
a মবকলন 


| 1 দি 
ডে + 22)= 


dz 
ৰা, 21+ -aa ০৮০৪4 ta +2. 3 
Jaza Се a7 avasta" Ула? 
PAEL е 
Мааз s 
r dx 


dz 
vta নু Ч =log 2+0 [যেখানে ০ একটি ঞ্বক-সংখ্যা] 
=log &+ Уха? 


+o 
a 
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(iv) 7 -এর মান ঃ 


2= ৪0 6 ধরিলে ৫2 79৪ ০০৪ 0 
4, dz=a cos 6 dô, 
в воз б а 0 43 
> এক" т: 8109 -/; টিকে 
=f Ea Smot, 


[ যেখানে ০ একটি arry সংখ্যা] 


=зїп^! +e sin &*, s 0= віп! z] 
agata : J gë + [কে a=1 ব্যাইয়। ] 


উদাহুরণমালা 
Ф. 1 + JE -খর মান নির্ণয় কর । 


d ds 
Ъз е з ধরিলে ЕР (е+е)= 


dz ds 
ৰা, & E বা дз. 


dsl A 
< ffi- b পুল পার 


- log (১৪++৪)+০., [যেখানে ৩ একটি এবক-সংখা| ] 


উদা 2. / ৩৭০ পর সান নিবি ч! 


9০৪-12:০9 ধরিলে вов бе=х, 


alons) _ dz 
- 9 ш МШЕ вїп = 


ৰা, z= -sin 0 40 
п (х—Ххи)—11 


Е 
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02 ৪০০৬-% 8৪. _ віп 0 dô _ -/% ain 
V 1~— 60856 


=0— 608715, 


З. 3. Ге cose” ৫৮-এর মান নির্ণয় Fa | 


ক 
РЯ 


Ге“ cos в“ йх= 


= дв? dz дв _ 
з ধয়িলে ত, বা рте বা ৫০০০৮ এহ. 


dz 


=gin e” +c. 


Ў. 4. / 8 কর। 


dé a 


log z=t ধরিলে ভু 4 log ০7 1-4 বা = 


реа реа. Јута, 


Е =1 {> 
চা 2" 


=И(їод z)? +o, 


উদ. 5. Ј „Гаі д cos 2 ৫৮-এর মান নির্ণয় কর। 


sin 2= = ধরিলে cos ৪.০ ৫৪. 


[тт cos 2 du = feina? 008 2 dæ =j д 


y 


1 
аа 
+1 З 


=; 81758122470, 


eme fn Vins = да-ая মান fada কর। 


sin 2 008 


d tan х dz 
tan ০ ধরিলে সি 


বা ৪০2০ 27 й 


sin 9 
=- fe 00= -৪+০, [যেখানে с একটি ধ্রুবক সংখ্যা ] 


J 008 e” ৪৮৫০০ f 008 z ds 
=sin 2+0, [ যেখানে ০ একটি Фа®-хчл ] 


[০ একটি ধ্রবক-সংখ্যা] 


j 
: 
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тн амид, 
Мїап ш Мапа. в^в?ш 
8 উজ 22 
s 


i OS 
тара in 2 008 2. 


cos?g 


V tan 28909 dr 


{апт 
fii 7111 
Iz" S, 
=9 Jz+0 [যেখানে ০ একটি аа-а] ] 
=2V tan 2+0. 


উদ. 7. вес ৭% -এর মান নির্ণয় কর। 


вес т (seo z+ban 2) _ вес? ০:4-890 s tan x 
вес 2+{ап д вео 2-бап % 
এখন вес +n = হ ধরিয়। 


sac y= 


dz 


2১0০ 4680. s=% বা” & 85৪০০ 2+2 tan а=, 


বা, soc æ tan x +-вес? T 


_ (s00? x+soo æ tan x 
Jw ars J ER sec 2 бап ш _ тва) 


ds «dz 
=f ' 
8 7 8 
10 2 +0=log (вес x + tan ж) +c 
[ যেখানে ০ একটি ধ্ৰু :ক-সংখ্য! ] 


উদ, 5. SEn -এর মান নির্ণয় কর। 

s= ধরিলে, 825 72০৫5, 

কা i ш? dz =f 3. 82902. হন 

(3) +3) 2 GPF) নি 
1 ০৭1৬ 
"ys fan (1+ 
[ সুত্ৰ অনুসারে, এখানে а= /8 ] 
=l WE) + 
БЕД 1581 _' 
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উদ. 9. Ја এর Өй কর। 
IEEE 
2% +:-} КТЕ -(8) 


ভিলা, 


এখন 2+1=1 ধরিলে 2 сан 1) = বা 1+0=4 


বা, йз=й> 


ই লিলি নি 


=i, 2+1 
та 1৮8 ові 
10. Еа БОН কলন FA | 
উদ. е к +% ৯০ 


-সাপেক্ষে 


1 
= = | 777 da 
Jari TEA ক Гук > 


жеш ETT 1 S 
Уа*+@.т.8 +]+1 VEEE 


og t Уз” мары: эщ 


75 
৪৮43 ы ৫৪০ да হয়। ইহার পর ৫-র হলে ঠ ধরিয়! 


у dg = 
ЕТЕУГЕ. Еа 


RENTEN 


©. 11 চিনি 
е" 1755 


৭175৬ 
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= -এর মান নির্ণয় কর। 


=z? д3=83 - 1 


Zz 3) = 95.92 
(1+2 йо, 


বা, 3z? =з 


к হাতি 
* Jan 


[ = চি За 


yi. 12. Джо е 
শি 


249০৯ ~ г“ 


বা 32° dx = 98.42. 


0.829 ds _ 2808. 
a avita (৮75, 


log +০] 


ET 080 


= log 
Уі+а° +1 


2 dr 


টিভি মান নির্ণয় কর। 


241) 


=( /3)* = (02 —1)* 


এখন, w?— l= s ধরিলে, 9০ do=ds হয় 
2 дв 492. 82 =f Pi 
Уа+9в#—* „/ /3)#—\2°—1)#° 97 „/(,/8)# 28 
লজ Ape =з 1 nel 
3 REE 
প্রশ্নমালা 11 
মান নির্ণয়.কয় £ 
1, Гаев? dr 2, Ге" sine” dx, 3, Г(е* +K) в" ах. 
1 
ot 
4, ৫ 6% — e" e? 
J йыз Б. Jopi 6 “ж йл. 
6% 
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2 
7, /о%айж 8, (°° eg ৪. зч, 


бап @ +8214 ч 
e 32+1 b ৫৭% 
10. 82° 9541 dz. 11. 17 dz. 
‚ г. 13. etan x вес? у, 
1 
12 loges == ধরিলে, 


৪*- বা 108 х == ; ইত্যাদি । ] 


| sin 9 29 final Өө 
15, টাক [ সংকেত ঃ чів аа 5 ০০৮৪ ইত্যাদি। ] 


16. | তি +в এ ৫. [ সংকেত : প্রত্যক্ষ ভাগ দায়া, 


bta ate? সমং 260 
0-а aF ঘা g বলিয়া, 


৪০7 _ го 
Је =] o” 
17. f 6080 mde 


[ সংকেত : ০0890 к= 00880 2 (cosec z — cot д) 
Ч 08880 2 — соб @ 


j ৫৪-£ ধরিয়া অগ্রসর ув |] 


= 20800? ш — 00880 2 соб w 5 
908৪০ @— cot g °? 


00860 2 — oot ৫--৪ ধরিয়া দেখাও যে, 
йа==(созео® ш — соввс ш oot ৫) ৭%; ইত্যাদি] 


18. Jain? 2 совт dz [ সংকেত : sin 2=2 ধরিয়া অগ্রসর ке |] 


| 2 
19. Јао) এ: [ সংকেত £ log = ধর। ] 
в5їп ^1 х 
20, Ла 
. всап-1х 
21 т=з dr, 22, ра 


Іов Vz তন 
23. Jee dz, 24. J ушат ৪৪০২০ dr. 
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95. ন" 26. পি 
29. JEE, 9%, Js 
э. f কাটি 38: Ј толы 
se "ত লা [লি 

37, Ј লট 88, Ј жт, 
» J Је 
Је n fri 
43. г м. те 
45. т Х 46. 7৮ 


ат аг 
. 50. —===——==. 
= Ј Ло +92 а? Jr 


С 
চ1. }——=—. 
Ji -@) 
е. | [ সংকেত : а= ধরিয়া 9৮-- রত লও।"] 
2 


е: == 9৮578 [সংকেত : ১/০১+-2 ধরিয়। 2৫৯ dr=2s de 
এবং ৪১-৪০-_] লইয়া অগ্রসর হও |]. 
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Z, 


12. 


14. 


16. 


п. 


20. 


“91. 


28. 


15, 
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вес? ш 4:+3 
E A — dr. 
Хожо йн в. fe fae 9 Са 
32+1 b et” 
নহ তন 42: ৮ এ ২ 
(৮20০ z 13. S etan х sgo?°gdy. 


log x 
[* 87 4০ [সংকেত loge =s ধরিলে, 
үл») 


in 6 
সিএ = ০৪ ইত্যাদি। ] 


| оов 6° 


[ সংকেত : দেখাও a 
টা 


1 
S: 454. [সংকেত : প্রত্যক্ষ ভাগ দারা, 


6৪ —a 
bta ate? _ _ 926 বলি 
80-а ажей ЕЕ =at e? ? 


60 +a 264 
S= a= f ea 1) 40 ; e0 =z ধরিয়া অগ্রসর се |] 


Г coseo = de 


совес 2 (cosec т— cot к) 


[সংকেত £ 00890 g= 
08860 2— соб @ 


= £0860? 2 — COREG т cot w 
90860 д cot œ ” 


08০ 2 — oot ০-& ধরিয়া দেখাও যে, 
йз==(совев® д — совес w cot 2) dz ইত্যাদি] 
Jein? ж cos т dx [ সংকেত £ sin 2= 2 ধরিয়! অগ্রসর হও |] 


foe [ সংকেত 1০8 এ ধর। ] 


езіп "1х 
/2-25 ы 
вбап^їх log ৮42) 
চা а ү г 
log Yr —— 
Je- da, 24. f V tanz 8605০ dr. 
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эв. নল ২8 а 26. 1 ис. 
27. = 281 е. е 
28. JES 30. ক 

at Јона ১০) ара 
м [мны о учуры”. 
з. f 277 36 = 

эт. f тө з. f নি 

30. fz 49. 7-2 

43, тер =~ নর 

%. 57 46. = 

41. Гл э Гл 


ат 
59: Ј „Ло +9: -а5. 


и. у 


и. fii 


| 
Natia 72) 


йс 
“Ул 


[ সংকেড : s= ধরিয়া 9০ – demel] 
8 4 


[সংকেত £ ২/০০+1-5 ধরিয়া 30° de= 25 de 
এবং ৮১-৪০-_] লইয়া অগ্রসর হও | ] - 
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৮৬.9. অংশতঃ সমাকলন (Integration by parts) : 
LAAS / ও 9 অপেক্ষক-দুইটি যদি অবকলনযোগ্য হয়, তবে 


Zz ila) 9(2)}= 2) 4 (2) +0(2) & 7৫) 
উভয়পক্ষের সমাকলন করিলে, 

ш 605 EOE- Ta 9) dz +f ШОРУ 2 ла) dr 

রি Мо) (о t Sote) fta) as 


[ও 2, “= এবং z=] 


অথবা, ге баало gz- ЈУ (к) ০০) dz. 
কিন্ত, д da” =r) বলিয়া °(ж)= f 9(z2)az. 


সুতরাং 0৫৫). Ha) ধরিলে, 9(2)= / $(2)d1. 
S 0) (ах = 00 (ках (х), Г /ф(х\айх]ах. 
অর্থাৎ, «-সাঁপেক্ষে, দুইটি অপেক্ষক মানের গুণফলের সমাকল= 
প্রথম অপেক্ষক মান ও দ্বিতীয় অপেক্ষক মানের সমাকলের গুণফল- 
প্রথম_অপেক্ষক মানের আঅবকল-সহুগ ও দ্বিতীয় অপেক্ষক মানের 
সমাকলের গুণফলের সমাকল। 
বিশ্লেষণ করিলে দেখা যায় বে, এই সুত্রটির সাহায্যে সমাকলনের কাঁজ দুইটি 
অংশে সম্পন্ন হয়। প্রথম অংশের জন্য লইতে হয় ধিতীয় অপেক্ষক মানটির সমাকল 
এবং দ্বিতীয় অংশে লইতে হয় প্রথম অপেক্ষক মানের অবকল-গুণিত দ্বিতীয় অপেক্ষক- 
" মানের সমাকলের সমাকল। 
এইভাবে অংশে অংশে সমাকলন পদ্ধতিকে তাই অংশতঃ সমাকলন 41 Intogra- 
tion by parts বলিয়া অভিহিত করা হয়। 
বিশেষ দ্রষ্টব্য 8 / (2), %1)-০ ধরিলে, 
SE (cpl dir= J uvdz, 
Ха) /%(2)02-5% /%৮ এবং 


S PONS tada) а у(х гъыз] ав а) 
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সুত্রটিকে নিয়লিখিত আকারে ও লেখা যায়__ 
f (uv)dx= u / vdx - fe Гуё) ах y 


নিচের উদাহরণ-কয়টিতে পদ্ধতিটির প্রয়োগ কৌশল দেখানো যাইতেছে। লক্ষ্য 
করিতে হইবে যে, এই পদ্ধতির সার্থকতা নির্ভর করে অপেক্ষক মান-ছুইটির কোন্টিকে 
প্রথম এবং কোন্টিকেই বা দ্বিতীয় অপেক্ষক মান রূপে গ্রহণ করিতে হইবে, তাহা ঠিক 
করার উপর। 


উদ. 1. / loge drga মান নির্ণয় কর 
Га log 2 йо Гов кш da 
এখন, u= log z এবং ॥=% ধরিলে 


EM- Tags: 
Саш এবং / ০০ [айг а 


2. Голов ৪ йл= Slog ехе de= f (w) 


ч 1 


g? 
98৮ 2 57 zdr 


© кым е 


9 ТЕЧ $ 


a একটি 4 সংখ্যা] 
2 1082 2° 
д 4 Fo 


লক্ষণীয় £ এই প্রশ্নে, log ৫-এর অবকলন-মহগ স্থবিদিত বলিয়া উহাকে 
প্রথম অপেক্ষক-মান ধরাই সুবিধাজনক |] 


উদ্বা, 2. [zedroa মান নির্ণয় কর। 


du_ dr 
= ৮৮০ == হ্‌ 
ш = ш এবং ০*-5% ধরিলে, টা аЬ 


/৮৫৮-/৪*৫৮-৪* বলিয়া 
Га в“ da= f (w) dx 


গা 
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০26০ -/ (l.e ) dz 
=gze — Гай 
৯৪৪৭-৪+০, [০ একটি а-ар] ] 


„о 

[ লক্ষণীয়, এখানে /6%৮2৮৯৪৭./% ar- f (& х / de) এস 
চে -> de হইয়া পড়ে। সেক্ষেত্রে /৪%০৫%-এর সমাকল বাহির করিতে গিয়া 
জটিলতর 1 3) ৫*2৫০এর সমাকল-নির্ণয়ের সমস্য! দেখা দেয়। সেই কারণে এ-কে 


প্রথম এবং ৪৭-কে দ্বিতীয় অপেক্ষক মান ধর] হইয়াছে |) 
J উদা. 3. Га сов ж dr এর মান নির্ণয় কর। 


Jz ооз @йх=х Joos æ az- (х ов = dz) dz 


=g sin 2-/ (1. sin 2) dx=2 sin а—(— сов )-+c 
=X віп x+ cos x+¢ 
উদ্দা, 4. flog = draa মান নির্ণয় কর | 
log e=u এবং 1= ধরিলে, 


di এবং /vdz= Г1.4:= Гага, 


শত Јова аз = J log йл.1.йс 
= f (w)dxz 


=u) oao- /(@х foa) da 
=]og sa- fi, РА 


=z log z — / dz 
=х log 2—2+0, যেখানে ০ একটি а-ар) | 
উদ্দা, 5. :/০-8)54হ-এর মান নির্ণয় কর। 


/%12- 8)28%-2:/(0-8)2৫2_ SE 27743 Эе) аг 
А. (2— 9) m -fa (2 3) ie 


পীর. না _£(৩-38)9 _(ш—3)® 
পর ас 19 26 


সমাকলন 
ЗҮ. 6. Soos! a ৫৪-এর মান নির্ণয় কর। 
u=c0 is এবং v=1 ধরিলে 


4৮117152222 
dz, Br ET 755৭ এবং /vdz= / з= 


J eos 12 dz = ЈГоов12.1.0:= f (uv) ৫৪ 
=y [v dr = S (Ex за}. 


০০০৮7128001 2224] йл 
Р М1-2* 
এখন ] -০৪-এ ধরিলে -9% й: = dz, 

22271 (22025 

Via 3) Vi- у 


=g 908-1%-- 


„1+1 


1 л =, 
Е +০-2৮+০- „д? е 
2 


Jeo rd ш=х costs- yl- +o. 


প্রশ্নমাল। 12 

মান নির্ণয় কর : 

1. :/ 86805. 2. /хеЗ"*йк. 

8. flog x2dx, 4. Га? 10р x dx. 

Б, т ‘6. [xsinx ах. 

7. [fx вво? dx. 8 fx совес?ж dx, 

9. [xsin 9% dx. 10. /х coss х dx. 
11. Jx? віһ хх 12. f/x? cos dx. 
13. віп хах. 14 /їап^!хах 
15. Гео іх dx 16 вес"! х ах. 
17. ЈГсовев-1х dx. ў 18. /х бап! ах. 


19. Jx оо 1х ах. 20. /х(х-9)#%ах, 
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21. (log x)?dx. 22 [x+ (log 2054. | 

28. Гх Bec x tan х dx 24, [x созес x cob х dx. 

25, /e”(1+x) log (০০) [সংকেত £ хе” =а ধরিয়া অগ্রসর হও] 
26. /(х—1)?% (х ~ 9)1%х. 

27. [x віх dx. 28 /xcos?x dx 


_610, নির্দিষ্ট সমীকল (Definite integral) $ 
(а) এ-পর্যস্ত মমাকলনঞ্চে অবকলনের বিপরীত প্রক্রিয়া-রূপে গণ্য 3] 
সমাকল-নির্ণয়ের পদ্ধতি আলোচিত হইয়াছে । দেখা গিয়াছে যে, এভাবে প্রা 
সমাকল-সযূহের কোন А মান থাকে না। সেইজন্য তাহাদের নাম হইয়াছে 
অনির্দিষ্ট সমাকল। 
এইবার নির্দিষ্ট সমাকল বলিতে কি বুঝায়, তাহার আলোচনা করা যাইতে পারে। 
এতিহাসিক দিক্‌ দিয়া বলিতে গেলে এই নির্দিষ্ট সমাকলের ধারণা হইতেই সমাকলন 
গণিতের জন্ম ঘটে। জ্যামিতিক অর্থে সীমাবদ্ধ সমতলের ক্ষেত্রফলের সীমান্ত-মানকেই 
নির্দিষ্ট মমাকল বলা হয়। অন্য অর্থে নির্দিষ্ট яаа হইল একটি সমষ্টির সীমান্ত-মান। 
পরবর্তী নির্দিষ্ট মমাকলের জ্যামিতিক ব্যাখ্যায় সমাকলের এই দুইটি অর্থই পরিস্ফুট 
RA | 
b সীমাবদ্ধ সমতলবিশেষের ক্ষেত্রফল হিসাবে নির্দিষ্ট সমাকল 
(Definite integral as an area of a closed plane region) : 
y=f(x), x=a, x=b এবং /-0--এই কয়টি অপেক্ষকের দ্বারা যেন AMNB 
саб সীমাবন্ধ। চিত্র হইতে দেখা যায়, А বিন্দুর ভূজ--০14-% এবং কোটিল* 
AM=f.a); в বিন্দুর ভুজ 
=0N=b এবং কোটি_ 8৭ 
=f b). 
স্পষ্টত, faa ব্যাপ্তি [ab] 
এবং তাহা а ও &-এর মধ্যে 
সীমাবদ্ধ। এখন, f যদি (৮-০) 
46 নং চিত্র অবকাশে সম্ভত হয়, তবে 
(b: a) বা MN- যেন әү, ০92, о, ০*- ем Өң দার! ТОЙТ 
%-সংখ্যক, мау, 0,9, ৯০০৪ প্রভৃতি খণ্ডে বিভক্ত করা 589 1 
চিত্র হইতে দেখ! যায়, 8৪-এর উপরিস্থ Р, বিন্দুর ভুজ- ০০/০1/4140) 
ath এবং উহার কোটি P a =f ath). অন্থুরূপে Pa Pa প্রভৃতি বিন্দুর ভুজ 
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যথাক্রমে ৫4-91, এ +3 প্রভৃতি এবং তাহাদের কোটি যথাক্রমে fla 197), 
Ка+?А) প্রভৃতি | এখন, b-a=nh বা ба, বিয়া, %-৯০০ হইলে А0 
হইবে ; এবং সেক্ষেত্রে ৎ, Ру, Pae প্রভৃতি বিন্দুগুলি পরস্পরের অতি সন্নিকটে 
ш আদিবে। সেই অবস্থায় АО, আয়তটির ( অর্থাৎ Ama, R, আয়তটি ) 
প্রায় 84০1৮) ক্ষেত্রের সমান বলিয়া ধর! যাইবে। এইভাবে %-৯০০ হইলে AQ, 
P09, 203 প্রভৃতি আয়তগ্ুলির সমষ্টির সীমাস্ত-মানই শেষ পর্যন্ত /1/18-এর 
ক্ষেত্রফলের সমান হইয়! যাইবে। . 

কিন্তু ॥-০০ হইলে %-৯0 হইবে এবং Ад. ৮০০) P99, প্রভৃতি আয়তের 


ক্ষেত্রফল হইবে যথাক্রমে Да, Li flathh, Lt fla +2h)h প্রভৃতি | 
17৯০ 77৯0 1৯০ 


যেহেতু, এই Aate মানগুলির সমষ্টি উহাদের সমষ্টির সীমান্ত মানের সমান, সেইহেতু 
“АММВ-44 ক্ষেত্রফল হইবে а аһ + а ++ а+@һ)һ+ e а 
-৯0 


n=Ihh] 
তাহা হইলে দেখ! যায়, AN৪-এর ক্ষেত্রফল অমিতক্ষুদ্র ॥-মংখ্যক আয়তের 
সমষ্টির সীমান্ত মান। 
গ্রীক অক্ষর 5 (Faa) দ্বারা এই সমষ্টির সীমান্ত যানটিকে সংক্ষেপে 
n=1 п-1 
Lit +rhh বা Lb h +?) আকারে প্রকাশ করা ষায়। 
7-৯) 22 h>0 De ; ji ! 
= অক্ষরটি ইংরেজি 50-এর আদ্য অক্ষর 5-এর স্থলাভিষিক্ত | 
হৃতরাং r=0, 1, 2, 3, 4. (1—1) বাইয়া দেখ! যায়, 
п-1 
їй} 47077. h [fla) +f(a+h) + fa + 2h) + 
0 


h20 r=0 е 
(а+п-1.Һ\] 


nel á 
কলন গণিতে সংকেতে 1% D fatri) h কে дак রূপে লেখা হয় 
h> r=0 а 


এবং তাহাকেই а ও b সীমার মধ্যে %-সাপেক্ষে (0) ая নিদিষ্ট মমাকল বল! হয়। 

এইভাবৈ দেখা যায়, নিদিষ্ট সমাকল দ্বার! একটি সীমাবদ্ধ সমতল ক্ষেত্রের ক্ষেত্রফল 
সুচিত হয়। আবার উহার মান একটি ян সীমান্ত মান বলিস! নির্দিষ্ট সমাকলকে 
একটি সমষ্টির সীমাস্ত মানরূপেও বর্ণনা Fata 1 


1а * কলন গণিত 

(с) একটি яая দীমান্ত-মান হিসাবে নির্দিষ্ট সমাকল (Definite 
integral as the limit of a виш): 

পূর্ববর্তী (b) বিভাগের আলোচন! হইতে নির্দিষ্ট সমাকলের a একটি সংজ্ঞ| 
নির্দেশ করা চলে : 

সম্বলিত একটি অপেক্ষক aa ব্যাপ্তি যদি [а,Ь] অবকাঁশে 


সীমাবদ্ধ হয়, যেখানে ০৪ এবং যদি "_*=॥ হয় তবে, 
о, Ша) + f(a +h)+t(a+2h)+ e а-а С.А). x- 
ТА 


সাপেক্ষে «ও? সীমার মধ্যে 1)-এর নির্দিষ্ট সমাকল ৰলে এবং 


BIDI 
তাহাকে 11 х) ах সংকেত দ্বার! প্রকাশ করা হয়। 
b 
অর্থাৎ f Кы. М а)+#(а+)+ (а+9В) ++ а+п—1.3)] 
Sy Бс 


и 
[ 1৮-চিত সমাকলটির নিয়-সীমা (Lower limit) а দ্বারা এবং BR 
в 


г সীম! (Upper limit) b ছারা সুচিত হয়। 
তাহা হইলে, উপরের mel অনুসারে নির্দিষ্ট সমাকল হইল একটি aaia 
সীমান্ত-মান। এই সীমান্ত-মান নিদিষ্ট বলিয়াই এইরূপ সমাকলকে নির্দিষ্ট বলা হয়। 
বিশেষ দ্রষ্টব্য ঃ ho হইলে ॥ (৫) এবং 776) উভয়ই শৃন্তগামী হয়। 
সেইজন্য ॥ fla) কে বাদ দিয়! তাহার বদলে h (6) অর্থাৎ h Ка—п) লিখিলে 
সীগান্ত-মানটির হেরফের হয় না। অতএব কখনও কখনও নির্দিষ্ট সমাকলকে 


নিয়রূপেও লেখা যায় £ 
b 


а 


(8). কয়েকটি আদর্শ নির্দিষ্ট সমাকল 


b 
@ ৪ একটি গ্রুবক-সংখ্য। হইলে সংজ্ঞা হইতে 1০৫২ এর মান নির্ণয় 


"কর £ 
এখানে Аа) =с বলিয়া (а) =, flath)=c, ইত্যাদি এবং & - a = nh. 


2 жеш, я 


b b 
c dx= | f(x)dx 
pe s! 
= Lt hfla)+fath)+tlat+n— ih] 
h>0 
= Lt hetet- enas পদ পৰ্যন্ত ] 
h>0 
= Lt Асп) = Lt cnh 
һ->0 7-৯০ 
=c.b-a) [© пһ=Ь-—а]. 
b 
G) প্রথম নিয়ম বা সংজ্ঞা হইতে fx ৫৮-এর মান নির্ণয় £ 
এখানে 1(০)-% এবং b—a=nh. 
b b 
59 E dx= f f(x)dx 
- ш, 70)+7৫+7)-14+2)+-7+44+8-8)] 
25 


= ধা hla+(a+h)+(a+2h)+ ee +(@+з»—1Ю] ` 
= ш hatat naas পদ পর্যন্ত )+(1+9+34+:' 


h>0 (%- 1)-সংখ্যক পদ nfe) 
п (77) 
5 ла [ett দ্র] 
= 14 [an ntm =] 
h>0 
+Ê a\(nh—h) 
=, fa টি ০4042] 
7177 
= u [6- Ti )] 
x. ১০০৮৮ 
2 
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b 
Gi) সংজ্ঞা হইতে Ј хэ deaa মান নির্ণয় £ 


(iv) 


b-a=nh এবং flx)=x? ধরিয়া, 


b 


= Tit hia'+lath) Hath) tnm পদ পৰ্যন্ত ] 
1৯০ 


তি h{a? +(a* +2ah +Һ?)+-(а@++4аҺ+4Һ%)+ «ee 
%-সংখ্যক পদ পৰ্যন্ত ] 
= ы 11471201179 43450 — 1) পদ পৰ্যন্ত} 
+А{12 +92 +32 -...-:(п 1) পদ পৰ্যস্ত}] 


= І [а nht fah? . 17%7-1)175(% 7) п(9п 0) 
7-৯০ 2 6 


= =h) 
= Lt [а%Ь-а)+а ROR A h N EA fh Heu ЫШ) 
h20 
(b-alb-a)l9b-a) 
$ 6 
[h sata করিয়। ] 


=а%(- a) talb- a)(b - а)+ 


=(b—a) (a? +ab-a?) + 
= ь-а)+®-®° 


=) yasat 


b 


Је ৫৮এর মান নির্ণয় ঃ 


в 


এখানে (х) =е° এবং b-a=nh, 


'দযাকলন С 115 
b 


Је dx= 175 dx 


= Lt Ра +Ға+Ю + Ка+)+ tfaa №) 
А>) 
= Lt 715০1 ০৮+৯176+2৮4-.--৮464+0-207] 

һә0 
= Lt Ме°+-е°, e+e? 22৮4171০48৭, (1—1) ] 
һә) 
= Lt Ле [1127 52৮7--৮466-207] 

һә) 


='в*-%— ]\ео, ষেহেতু Lt се 
7-৯০ 


=е®—е0о, 
উদ্বাহরণমালা 


3 
mi. 1. fidea মান নির্ণয় কর। 
1 


এখানে f х\=4,пһЬ=8—1= এবং 
74)-1017)-*৮7014%-57)-4 


з 3 
F 4 dx= [f(x)dx 
i 
= t РАКА Ра) 
h>0 


= Ш h4+4+44+:..1 সংখ্যক পদ পৰ্যন্ত } 
А-0 


П (хІх) —19 
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= Lt А4н= Lt 4nh 
h>0 h>0 


=4х@=8. [. пһ=] 


5 
উদ্দা. 2. f- এ%-এর মান নির্ণয় কর। 


9 
এখানে, Р(х) = এবং пл =5— 05 


до Јак уке dx 
0 


9 

= ш МКО) КОА) + КО) +...... РАО – Ih] 
1৯০ 

= Lt МКО) АА (90) ...... + fin — DAH 
h20 

= Lt МФ+Ь+@В+......+'—1.В] 
7৯0 

= LG ktat (n-1) সংখ্যক পদ 96 ] 


һә0 


рте p, % (87) ш 

7৮৯০: 2 1৮7৯৪ 
y 5(5-h)_ 95 _ 5h 
এ CAE да (8 5 


‚35 _ 
13). 


3 
উদা. ৪. এডি, %-এর মান নির্ণয় কর। 


-1 


ҚК) =х* এবং nh=13-(-1)}=£ ধরিয়া 


3 3 
І. = d 
j dx ff (х) dx 


=1 


= та ый-)+(-1+®Ю+ +910) 
һә® 
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14 71157 (15-27772)1-.4-মংখ্যক পদ পৰ্যন্ত] 
%-৯০ 


[| 


Lt А[(12+12+-....., п") 
1৯0 


-_ 1118181০৮78 — 1} 
+h?{14+-9:+824+......+(n-— 1)2}] 


এ [ар 1-1) 1 А – 1)п (2/-1) 
Lt Hn "= +H] 
= [ = nh(nh — ১০১৪ 11 7710] 
h->0 8 

(4— Һ)4(9,4—) 
=з |4£-404-%) 1 শর্ত 
| ов 6 ] 
= ie | £-36+57+94-7)8-7) 3) 
һ->0 2 


প্রশ্নমালা 18 
নিয়লিখিত РВ সমাকলগুলির মান নির্ণয় жа: 


di Jas 2; fons. 8. фа 
-1 


1 9 
ек) 8 8 
4, аах. 5. }хах 6. fe dx, 
в-1 5 -2 
k 1 0 
7. fz dz в. fedi э. fsa. 
i 0 -1 
4 4 П 
10, Je dx 11. 2% dz fe dt 
1 -1 
з а 1 
18 Је dx, 14 fe dx, 15 fe dx, 


178 কলন গণিত / 
- 6.11. নির্দিষ্ট সমাকলের কয়েকটি প্রাথমিক ধর্ম (Elementary 


properties of definite integrals) 3 
a 
(9. 11৫২, 
а 


সংজ্ঞা হইতে দেখা যায় С, এখানে а —a=nh অর্থাৎ пһ=0; 
অতএব h= 0, কেননা! ॥=0. 


= Lt 0х[/(а)+Да+В)++* ++Да+»—1һ)1 
7৮7১০ 


=0 


Б дво. 


d = я 
(н) ‹ f 10594 – / 100৯, 


nh=b—a এবং п/=а—& ধরিলে, 
8(717%)--+০--9-0 বা h+k =0 বা л h. 


d 
до faie та 70617)176+88)1177+2575-7 
0 ৮৯০ 


+ f(a+nh)) 

= Lt -(-70/6-%-77)1+78-%-87)7- +/(0- №+А0)), 
h>0 

[লি a=b—nh] 


নিতো, 70+55891+1515-8%9+--++%)1+70)] 


=— ш МИЪ) 0а 72917515709] 
h 0 


=- ў 1002 
b 
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з f даке — [| ах, 
а b 


(ш) S Е ү 2857 f ERE 


b 5 
Sii ӨП? সমাকলটি Y 


а 
যেন /৯/2)-এর লেখ, деа, т=ф 
ও ৫-অক্ষদার! সীমাবদ্ধ ক্ষেত্রফল = А, 
অন্গরূপে, шт=а ও т=с-ч মধ্য 
у}=/а) ও এ-অক্ষের দ্বারা সীমাবদ্ধ 


o 
ставал, = иаа এবং део 
в 


47 নং চিত্র 


ও 2-/-এর মধ্যে ৯৫) ও এ-অক্ষের Чї সীমাবদ্ধ ক্ষেত্রফল 
As= Јада 
চিত্র হইতে দেখা! যায় যে, &-//4/ 


অর্থাৎ fiom Гоу Гак 
v b 
(iv) 10 


са 2%1/94-]-৮ 2 f falas fe) 
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b b 
সেইহেতু, সংজা অনুসারে, | пиї(ху)ах=тш f tax, 
b b b 
(у) J mio) ng(x)]dx= মা + af 69৮ 
b ৮ 
যেহেতু, ъл) агъа оа 


4 \ КА 
тл Је ditn g foo РА 


= тс) + ng ০) 
সেইহেতু, সংজ্ঞা অনুসারে, 


7 d v 
1 ০1 


উদ্বাহরণমালা 


5 
উদ, 1. | 220%"এর মান নির্ণয় কর। 
5 
22 =} (0) এবং 5=a ধরিলে, 
5 


Ј а= удао 


উদা, 2, দেখাও сч "уа 
1 3 


т? ৪৯32 [১251 Вы 
fea] 2 7 а ey 4. 
1 


жая 


1 
271 12-32 1-9. —8 
8১21৮: 5928৯478৮79. 
Je [ ез EAT а г 


উদা, 8, 01 5-31 aman মান Бия কর। 
0 
b с b 
f Ҳа) 9 Јлә ах+ f /(«)йх тщ অন্ুলারে, 


2 1 2 
/1#-11@= flea] art /\1я-11% 
° ° 1 
এখন পরম মানের নিয়ম অনুসারে (৮ 1)<0 হইলে অর্থাৎ ৪41 হইলে 
| ø—1 | =- (0-1); এবং (৮--1)৯০ А 
বা 221 হইলে | 2-1 | = – (2—1) 
[0, 1] অবকাশে | 2-1 | = - (2-1) এবং (1, 2] অবকাশে 
12-1 | =2-1. 


1০-51-101577145+115-518 
° 0 1 
= f-e-Da+ fœ- Das 
o 1 
=- festat fi-a 
9 1 


= পিল ak Јав fias 
ও 9 1 1 


181 


189 কলন গণিত 


= চর oH -1;]-@-1) 
1+1+3-}-1=2-1=1, 


4 
6%. 4. /[(б*—3-++4)4а-ая মান fafa কর 
У ЕЛ 
4 4 4 4 
| 6০১-৪০+৫০- foeu- 8244 | ад 
8 5 з 8 


4 а 4 
агау. к 


з 
-5(4- 5) 35-2) а-э) 
=$ (4-3) 494-19 +32) — 3(4 +9)(4— 3) +4.1. 
=506+19+9)- +4 


—5Х37_91,,_185х0-91хХ1+4х3ха 
Б] 2 6 
БАП 
=— = 
6 ৮5, 
প্রশ্নমালা 14 


ба সমাকলগুণির এরত্যেকটির মান নির্ণয় কর :— 


5 


з 1 
i Ј вй 2. (8+0. в. ৮ 
-3 Cet -1 


9 з 1 
4 festado 5. fsa 6, [оза 
А 4 <s 


2 4 о 
ГА Је +21), 8. fe 6222. 9, Ј (1 —r?)dr. 
-з А 1 


1 ? 1 
10. Јао» 11, J! 2 | ds. 12, Ј | | ағ. 
-2 


ех. সি 
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в 
1. f le-alds [সংকেতঃ |а—2 |= -(2-9) 9 —2)<0 
0 


з з з 
অর্থাৎ যদি ০৪ হয়; af [2—2 | az= f |а-3|4а+ | 1 ৪-9195 
9 EJ 3 
লইয়া অগ্রসর হও। ] 


3 4 
1. flal (০+245 1. Је | (e +3), 
о 1 
b a b c 
16. / байз+ згд. 15. f (z+a)*ds + f («-в)%дд. 
а b с b 
a -а ° 
18, f (z +a)? dz + Је", 19. /[@-1@- 942, 
-a a -а . 


2 9 
20, Је- 1)2:х 4165 


6.12. সমাকলন-গণিতের মৌলিক উপপাদ্ (Fundamental theorem 
о? integral calculus) $ 

611 অন্চ্ছেৰের আলোচনা ও উদাহরণমালা হইতে দেখা যায় যে, fafiè 
সমাঁকলের মান সর্বদা একটি অস্তরফলের আকারে প্রকা:শত হয় । সমাকলন-গণিতে 
এইরূপ অস্তরফল প্রকাশ করিবার জন্য একটি সংকেত ব্যবহার করা হয়। সংকেতটি 
এইরূপ = 

একটি অপেক্ষক ₹-এর ব্যাপ্তিতে দুইটি মান যদি ৪ ও 0 হয়, তবে 


F(b)— Fia) atal স্থচিত অস্তরফলটিকে সাংকেতিক ভাষায় 
b 


F(x) | আকারে প্রকাশ করা হয়। 


b 
=F(b)- F(a). 


a 


অতএব, F(z) 
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এখন, ка এবং (0) = 2" হইলে, 


а ৪৫) ৪ A = Да) 


Sieu- 6৬) অর্থাৎ f: et 
এইবার, 7=0, 1 ও 2 বসাইয়া অনুরূপ অনির্দিষ্ট ও নির্দিষ্ট সমাকলগুলিকে তুলনা 
করিলে দেখা যায়, 


b b 
0+1 
(i) fru- এবং | 200:= | Ldz=b—a=F(b)- F(a), 
0+1 f / 


[> এখানে Дх)=х° এবং к(ш)=а ] 


т 1+1 g2 A 29 
(ii) eds এবং | ৫৫৮ z g0- F(a), 
a 
2 
Сг এখানে Ка) == এবং = ] 
Й 
111) 1572-52-08 anan 1:15 
бшш fe টন ите এবং / аа y =Р@)— Fla, 
a 
з 
f: এখানে flo) =r? এবং ৮৫০) ] 
এইরূপে সাধারণভাবে বলা যায়, 


b b 
f= а=” বলিয়া / 2৮7-55(8)- F(a)= (а) | 
а 


а 


15 25৫), 


কিন্ত কল্পনা অন্থসারে %* = f(g) = те Б 


f(t)dz= F(z) হইলে, 


৮ 
=F(b)- F(a). 


b 
f (х)ах = F(x) 
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স্পষ্টত, উল্লিখিত সম্বন্ধটি ata fae ও নির্দিষ্ট মাকলের মধ্যে একটি যোগস্থব্র 
স্থাপিত হইয়াছে এবং ইহাই সমাকল-গণিতের মৌলিক উপপাগ্ নামে পরিচিত | 

কিন্তু এই প্রসঙ্গে উল্লেখযোগ্য যে, [৫১ 0] বদ্ধ অবকাশে Дш) সম্তত হইলেই এ 
অবকাশে প্রতিটি ৫-মানের জন্ত 2 সাপেক্ষে /2)-এর সমাকল £(৫)-এর তত্তবক বা 
derivative a হইবে fe) এবং সেই কারণে [a, 0] বদ্ধ অবকাশে 
/ সমাকলনযোগ্য হইবে। 

স্থত্রাং উপরের আলে!চনা অন্ুগারে সমাঁকল-গণিতের মৌলিক উপপাগ্াটিকে 
এইভাবে Taqa কর! যায় ঃ 

[а] বন্ধ অবকাঁশে কোন অপেক্ষক 1 যদি সমাকলনযোগ্য হয় এবংএ 
অবকাঁশে ?-এর আদিম অপেক্ষক (বা primitive) F যদি 795 হয়, তবে 


b 

f t(2)dx=F(b) - F(a). 
a 
G নি 170 
বল৷ বাহুল্য, = যদি /-এর আদিম অপেক্ষক (Primitive) হয়, তবে 78 = 
{їт\ = /(2) হইবে £)-এর তন্তবক 4] derivativo. 

বিশেষ দ্রষ্টব্যঃ সমাকলন-গণিতের মৌলিক উপপান্যটির বিশ্লেষণমূলক প্রমাণ 
উচ্চমাধ্যমিক পাঠযক্রমের বহিভূর্ত। পরবতাঁ 6'14 অনুচ্ছেদে ইহার প্রমাণ সম্বন্ধে 


একটি মোটামুটি ধারণ! দেওয়া হইয়াছে । 
6.13, নির্দিষ্ট সমাকল নির্ণয়ে সমাকল-গণিতের মৌলিক 


উপপাগটির প্রয়োগ £ 
Ј fads আকারের নির্দিষ্ট সমাকলের মান-নির্ণয়ের সময় প্রথম কাজ হইল /-এর 


আদিম অপেক্ষক Р-Я অর্থাৎ / যে-অপেক্ষক্টটির তন্তবক সেই Е অপেক্ষক্ট 
নির্ণয় করা হইল প্রথম কাজ। ইহার জন্য অনির্দিষ্ট সমাকলগুলির সুত্রাবলীর সাহাধ্য 


লইতে হয়। উদাহরণস্বরূপ, 


1 
f &2৫০-এর মান নির্ণয় করিবার সময়ে, প্রথমে f 2202-49 অনির্দিষ্ট সমাকলটি 


0 А 
নির্ণয় করিতে 52041 এখানে /(х))=>° এবং 
ш ৪8 [ r 83260. 
J roa Је «= 5), [fa йз= স্তর Эй | | 
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অনির্দিষ্ট সমাকলের ক্রবক-সংখ্যাটি এখানে বর্জন করিলেও চলে। কারণ, 
f /)৫০ ৪৫)+০ ধরিলে, মৌলিক উপপাদ্বের সুত্রে 


b 
J Ae)dz=F(b) +0 - {F(a) +c} 
=F(b)+0—F'a)— о 
=Е\Ё)- F(a) হইবে। 
РЈ 
এখানে =], a=0, Дс) -₹%৪ এবং F *)= "5 বলিয়া 
1 


11575101581 
су бы. жЕР(@() mm — — 1, 
F ED FO= 


এইভাবে অনির্দিষ্ট সমাকলের TA হইতে প্রথমে Fl) বাহির করিয়া মৌলিক 


উপপাটি প্রয়োগ কঠিতে হয়। পরবর্তী উদাহরণমালায় এই প্রয়োগ-পদ্ধতি বিস্তারিত 
ভাবে দেখান! হইতেছে। 
উদ্বাহরণমালা 
Е А 


©, 1, J (22° -Ž ara মান নির্ণয় কর। 


г; 


-1 


з 2 2 
/[(*- 2) а.з 1০4০-3)০-545 
এ -1 -1 
-2+1 -1 
এখন fa ২৫5৩ এবং 2৯ 


8184 г 


বলিয়া Jl- a) =a f- 3ds- sfe 724: 
চু зү 


সমাকলন 
=: (0) 


аа (реа 


1 
ёт. 2. f ০৫০এর মান бая (0. U. 1937). 
0 1+2 


1=шА be 
তান উর (লবকে হর দিয়া ভাগ করিয়! ) 


1 1 
е Ma soils 
1 


1 
рај 


0 


1 1 
1 
=9 | —ür- fdr \ 
Кыз 7 
1 
এখন, Јао (+e) 


এবং J a=: বলিয়া 


1 3. 1 
Jae Јан 
É 1 
লগ (+2)| | =e] 
0 0 
৪1108 (1+1)- log (1-++0)}—(1—0) 


=9log 2—log 1)—1 
=9 102 2-1, 


2 2 
ЕЛЕЕ Е 
1 -1 
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1: 
-i 
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т!2 


Spi з. f sin = dean মান (ЧЧ কর। 
; 0 


fine di=-—cos т, (অনির্দিষ্ট সমাকলের A чул ) 


т[2 т[2 
sin x de= `- 008 а | 
0 0 


=—008 5 — (— oos 0)=0-(-1)=1. 


[2 


ভা. 4, f sin 1% сов ш %৮-এর মান নির্ণয় কর। 
0 


т[2 т[2, 
f Эк cos д йг=ў f 2 sin 22 сов æ dr 
0 0 

т|2 


=f [ sin(27+%)—~ sin (22-2)] йс 
0 


x12 т/2 т[2 
=} Gin Зе – віп 205] [зїп 8৫0৫ - fon 2 a] 
0 0 0 


এখন, | in 849০ Б এবং Je de= — оов х বলিয়া, 
গ/2 х[2 


প্রদত্ত সমাকল = [- 5%] о z] 
0 0 


= - о о EECH — 008 o) 


= -2 (0-1)+40-1) 


ст 
62.3" 
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32 
ЗИ. 5. Јл 
-912 
3/2 312 
10 
-812 7 V( V8)" —a* A ৪৮ 


3/2 Й Е 3/1 3 
JANE AG) E l-z) 


= рт! V3 ав xs Boa sin“ Уз. = বলদ 
N3 
З. 6, Jn মান নির্ণয় কর। 


Жа d=" іа বলিয়া, 


М К 
иаа Айал 
Í ү а”! <" І їап^! „/$—{ап^! 1 


"r 1 
চি 
р 2r 
উদ, 7. Јна | = | 9০এর মান afa কর। 


2r 
0 
fon | к | usj sin | æ | пај | æ | dz 
-r 
0 2r 
= Јев ( -даа+ f sin таг, 
-r 0 


[lel = -% যখন 2৭৫0 এবং | 2 | =x যখন ০৯৯০] 
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0 2r 
=- | sine + fein 2 as 
0 


т 
0 2r 


=cosg | scoa 
-r 


= сов 0— cos (— т)— cos (27) + сов 0 
=1-0-1+1=1. 


পরিবর্তন পদ্ধতি (Method of substitution-aF প্রয়োগ $ 


1 
811. 8, |] г оов” Zaran মান নির্ণয় কর। 
o ~i 


০০৪-1 g= з ধরিলে, উভয়পক্ষের সমাকলন ছারা পাওয়া যায়, 


1 
0. 
Ж1-» п 
বা ШРЫ 07 — dz, 
Ма ) 


আবার, যখন ৮০, তখন £2=008-10= - 5 এবং যখন а=1, তখন 
ж 60871 1=0, 


. ৫-এর (0, 1) অবকাশ হইতে এ-এর (-5 0) অবকাশ পাওয়া যাইতেছে 1 


1 
90৪-1 a 1 ni 
f টা а fon Ыя =~ 


-r = আ/2 =т/2 
১০২00 тена 
ala এ) 3 `& 8 
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faala: উদা. 7 হইতে দেখা যায়, 

G) ৪-সম্বলিত একটি অপেক্ষক মানের সমাকলকে ৪-সন্বলিত একটি অপেক্ষক 
মানের সমাকলে পরিবর্তন করা হুইয়াছে। সেই কারণে, (Н) এ-সাপেক্ষে অবকল 
йл হইতে প্রাপ্ত এ-সন্বলিত dz অবকল এবং (Ш) £-এর অবকাশ হইতে প্রাপ্ধ 
£"এর অবকাশ লওয়া হইয়াছে। 


এইভাবে চলকের পরিবর্তন দ্বার অনেক ক্ষেত্রে নির্দিষ্ট সমাকলের মান নির্ণয় 
সুবিধাজনক হুয়। 


Й 
do Е 
91:0: J: (৪-)-2)-এর মান নির্ণয় কর। 


„Ма =а=1 «тя, 
т-а=1* a (i) 
b-æ=b-(t° +a) 
=b-4- t? 5 (ii) 
(i) হইতে 
dz = 21.41 ө (iii) 
যখন 2 = а, তখন 1=0 


যখন =b, তখন t= b-a 24 (іу) 


G) ও (i) হইতে 
vb-a 


482 м.а! 
J TGs" / N-a-f 


vb-a 


vb-a 
E af dt এ 
Са)? "2 90 
9 0 


=2 [sin 022 - sin: 0 ]-2 স৪-য1-2 তল, 
— a 


п (ХІ-ХШ)—13 
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бф]. 10. а-а মান নির্ণয় কর। 


e 
1 

f 241 +log z)? 
1 
ধরা গেল যে, 1+log 2=2. 
উভয়পক্ষের সমাকল লইয়া পাওয়া যায়, 
2. de=ds 
আবার, যখন 2= 1, তখন а=1+1ор1=1+0=1 

এবং, যখন х=е, তখন 2=1+]0g e=1+1=2. 


1 1 1 
| নাত, f নিরাশ 


3 


অংশতঃ সমা কলনের সূত্রের প্রয়োগ 


[সূত্ৰঃ fu йи уэ | [2 | vde ] dz] 


Ф. 11. / ж ৪০৫৫-এর মান নির্ণয় কর। 
Гает = т feeds - ( [ de f е4 |da 


=g. e”- f1. ей 
=ge”— e? 
2 2 
Ј 2৫৫» [2০৮ – e” } 
1 
= 2,6 – е2 1.е+е 


=e’. 
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80]. 12. / cosis %-এর মান fafa কর। 
০ 


Jf 90958 dr= f cos™>z.g’ йт 
ад ৪7১ d cos- iz 
созгв f ০৫০ 82 
=Cos iz. x- he л=п æde 


=a costes | না নত ах 
এখন 1—2%=2 চি উভয়পক্ষের অবকলন লইলে, 2%. do = 4; বলিয়া 
зы dz 
NOEs dz _-1.2,/2.. _ 
Sre - g? -3 Ni-a р মহ "О У 


=- I-22 


/со8-* йт = т ০০$-%০+( ২/1 1) т ০০১-:৫-৬/| _ 28 


A 1 
/ ова аг = [e ০০$-/%-. পি] К 
b “о 
9 
=1. ০০$-:1-২/1-1-0+ 41-0 
=0-0+/1=1. 


лу? 


Bal. 13. [%* sin = dr- এর মান নির্ণয় কর । 


Је" ба еба" [sine dz- [еа de] а 
= 28 cos z- f2z. -cos хайт 
= —g° cos z +2 Га cosg dz 


t a-g? cos 2 +242 feos а dz J [GE [сов о агаг) 


= 0৯ cos 2+2 { 2 зіп g- f1. зіп g dz} 
= — р? cos 2+2 { z sin п +с05 2 } 
= (2-р) cos æ + 22 sin т. 
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গা/এ í түз 
Je sin г dz = [ 2-2) cos +2 sin 2 | 
o 0 


= 6-2). сов 2+ д) 5 sin т 


2 
— (2 - 0) cos 0 – 2.0, sin 0 
=0+7.1 -2.1-0 
=т-2. 


1 К 
Фи. 14. Je (апі 2:৫2-এর মান নির্ণয় কর। 


9 
S 2° tante 


={(ап-* z f z? dg- S fea] da 
е 


1 т%+т—т 
2 бї N ех Т 
tans 3 F 728 аг 


g? 

EN 

ыас. 1 ge tN- 2 lg 
ана т T ш 
gè 


В: 1 2 
ЖЕ আদা] [= 4- (me de | 


шл И Т 22 ] 
ztn t HE তু їс. 


=2 tanis - +4 log (1+). 


3 6 
[5 = ПОСИ 
2 2 [5 6 6 | 
° 
1 882 а 
= (071 6+6 198 (1+1 ) 
1 
0+0 108 1 
Пт: igi ৫ 
=8'7 616022 5 0 
m 1l 
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নির্দিষ্ট সমাকলের সাহায্যে সংখ্যা শ্রেণীর সমষ্টি নির্ণয় : 
সংজ্ঞা অনুসারে 


৬ n’ 
=Lt> h Bh 
J Ло) а-а 24647, যেখানে nh=b-a. 


a=0 এবং ৮1 ধরিলে nh=1 বা п=] হইবে। 


অতএব, সেক্ষেত্রে А-0 হইলে п = হইবে। 
1 "н 
1 r 

[1 dy= 14 DE |. 

0 n= о গুনে 
এই সুত্রটির প্রয়োগে বিভিন্ন শ্রেণীর সমষ্টি নির্ণয় করা যায়। 
উদা. 15. Lt нь +1) ая মান নির্ণয় কর। 

пэ е П п" п 


Lt (Б аЗ SEa) 


$ алаа д) 
Lt (Golo Gri beriem 


-и Е) 


০০8৯ (2) শি [এ খরা] 


1 ө ү? "л d 
= Рет =1* тъ" й лаа 


Lt 1 {с (у 
[и ҮР Ут * স্টক 


Бч + ৮+” টিটি] 


ур д দ্র এক] 


91011 - sin™t 0=3- স্তর 


প্রশ্মমালা 15 
মান নির্ণয় কর £ 


ЖР 12:54. 2. f ра ja dt. 
Ы / м 


4. f 2/5 do, В. ј 2125 dz. 


ә 


s 


з 
| (120-3090 7. f ৩538 
-i 


9 


2 
fe ydg 9 ৩৪৮৫7 021৭ 


о 
Pita И Ж. 
EEO 2৫. l-g? Wande 
f= de 12. ! 22" д. 18. че 
[সংকেত 2 লবকে হুর দ্বারা ভাগ করিলে [7 রি, ইহা 
হইতে সমাকলন কর।] 
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3 8 
[2 28 
14 / хт 15 [478 ৭. 
т[4 піз ү 
16. ГЕ dg. 17. f sec 2 tan g dz. 
° ৪ 
Tle 0 
18. / sin 3% du. 19. у sin т cos т dz. 
৪ -т/ ы 
1 mja 
20. ' у (22+ аш шд. 2 ji (віп 2s- 2 sin к}. 
9 -ni2 
9 mfa 
22. 0 গর 2০ sins dz. 23. f costs de. 
-rle 0 


[সংকেত 2 соз: = 1.2 соз®т =} (1 +005 2%) ধর |] 

mla ý 

R 2 

24. দেখাও যে, 69 cos? 0 40= =. 

4. দেখাও যে, Jen cos* 0 di Ө 

[ সংকেত £ ৪10 б=; ধরিলে উভয়পক্ষের অবকল লইয়া, соз 0 40 =dz; 
J вїп®@ 00859 10 = f 81189 соѕ?0.соѕ 0 40 


-10-5042-46০-5042741-5 = ৪০৪ ৪৮০, 
т/а mis mla 


J 58089 ০959 40-1 sina | -4 51099 | ‚ ইত্যাদি '] 


0 0 


піз 
А 1 
e 70 70 dì = — 
25 / 51070 ০9৪7 di 120 
` গা/এ mle 
26. | sin“ 0 соо do~ 2. 27. f sine | ৪৮2 
35 Й 5 
2) = 7/8 রঃ 


т т 
28. [sin el +2) 40. 29. / а | 21 +sin а] ৫24, 


-T =i 
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30. Гета | +sin | 21) ০-৪, 


৮, 


т 
31. | cos ( | x | =x) д-т, 39, ЧЕ @ | +со$ x)dy=0. 
EA - тп 


1৮15 + | сове | )йх=0. 


эе у 


84. মান নির্ণয় কর £ 


3/2 1 1 

(i -== dz. ii а ед 
) Гл сз т (9) (36 – 92% চা 

২312 

1 1 
a (утаа _ |75 

2 К Ф 1/3 

১১১০৭ মা. SR 1 

Куз, = (vi) Прет & (vii) 11১) dg, 


$ 
৪8২,149 т ш মান fafa яз! 


36. Ды 2-99 মান নির্ণয় ті [সংকেত £ log r=t ধরিয়া 
৮ অগ্রসর হও। j 
2 
37. Ја тш 
М1+ 


/ йв... 
$+ М 35-2) 


39. 7৫2০) чц মান নির্ণয় কর) 
(a° +z?) 


[অংকেভ 2 = tan 0 হইতে dz =a sec? 0 ৫9) 


0178 [সংকেত : 1+2 =: ধরিয়া 
অগ্রসর হও।] 
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আবার х=0 হইলে ৪-0 এবং ৫=৫ হইলে 9= বলিয়া, 


з পাতে, з ду’ Г 

2 

Јаз а уе] a(l- tan? 6) сз 40; 
° 


(а +2 a*(1+tan* 0)" 
mia Tie х 
y ше sec? 0 10-1 feo 0- віп? 0)40 
а Sec а 
e о 
mja ; л! 


-1 / сов2040- 1 CEAR ইত্যাদি। ] 
у а 2 o 


nla 


40. ecos adn, 
ЕТТУ О! 


[সংকেত £ sing=z ধরিলে cosg йз = 2; আবার যখন %-0 তখন 
2=0 এবং যখন %=গ/2 তখন 2=1 বলিয়। 


1 ৮৬ 
প্রদত্ত সমা f= dz = E hog 
higi -05+5)2+5)- J +2 5+) 


1 1 1 1 
৭৮125 йз _ 0А 
47+257% 2+: logi +a).| кк@+ д], 


ইত্যাদি 1] 
41, J ма? —@* daaa মান নির্ণর কর। 


[সংকেত 2 т-а sin 0 ধরিলে, ৫০-৫ cos 0 40, ইহা হইতে দেখাও যে, 
Ј Ма? – 2° йт=а* [০০5 4৪ AE ০0529 ৫৪ fu + cos 20)40 


-® {favs [сов 20 40) = E 


K - 5а 22.) CHET এন) ইত্যাদি ৷ 
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[удата 47-এর মান নির্ণয় কর। 
о . 


[ সংকেত £ Глава &- f Ма? _ (z-a) dz ; v-a=z ধরিলে 
4% = এবং যখন 2—0 তখন 2= -৫ ও যখন ৮-৫ তখন 2-0, нн 
41я‹ প্রশ্নের প্রশালীতে সমাধান কর। 


48. f sinis ৫০-এর মান নির্ণয় কর।] 
к 2 

44. ifi log т ৫%-এর মান নির্ণয় কর | 
1 


Ў 
45. f 2.৫*4%-এর মান নির্ণয় কর। 
о 


тЇз 

46. Ј æ sin æ ৫%-এর মান নির্ণয় কর | 
= піз 
Г піз 


47. f сов" z sin 2 এর মান নির্ণয় কর। 
o 
[ সংকেত : অংশতঃ সমাকলন দ্বারা দেখাও যে, 
Јове sin т 4л =соѕ%2-2 1০ sin z dz বা 
3) ০০৪৭ sin z 40058, ... প্রদত্ত সমাকল =} ০০5৯০ ইত্যাদি ।] 
মান নির্ণয় কর £ 


49. Lt [5 сыни ер | 


n= o n+ п? ta 
50. Lt [= кушкы ощ ул. 
о no [75157 па 79 даза +5] 
1 п+2 п+3 1 
51. Lt [а + ঈ] 
5 Ве wt ti раа HB + 
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614. ক্ষেত্রফল নির্ণয় (Determination of ап area) : 
সমাকল-গণিতের মৌলিক Baia সাহায্যে কি-ভাবে একটি নির্দিষ্ট সমাকল- 
সুচিত ক্ষেত্রফল fada করা যায়, তাহা নিয়ে আলোচিত হইতেছে! 
у= х), y=0, х=а এবং == দ্বারা সীমাবদ্ধ akaba যেন 
হইবে 


ক্ষেত্রফল নির্ণয় করিতে І 
%-/৫)-এর লেখটির যে-অংশ т=а এবং 2-% দ্বারা ছিন্ন, তাহা যেন СР; 


АС যেন С বিন্দুর এবং BD যেন Р বিন্দুর কোটি। CD-a উপর অপর যে-কোন 
বিন্দু P-এর স্থানাঙ্ক যেন (2, 1). 


zab 


о А M N B x 
48я চিত্র 
তাছা হইলে ৫), y=0; т=а এবং ০৮ чї] সীমাবদ্ধ অঞ্চলটি হইল 
CABD ক্ষেত্র | 
ধরা 91%, САМР ক্ষেত্রটির ফল বা কালি =4 ; О যেন /-এর লেখাটির উপরিস্থ 


P-এর অতি яй অন্ত আরেকটি বিন্দু। -এর কোটি МО; О হইতে МР-чт 
উপর эч QS এবং P হইতে NQ- উপর еч PR. ] 
এখন £-এর Әг= ММ পরিমাণ অমিতক্ষুদ্র বৃদ্ধি বা হ্রাস যে-কোন পরিবর্তনের 
জন) %-এর পরিবর্তন PMNQ যেন ди. 
স্পষ্টত, PMNR আয়তক্ষেত্ৰ< MN ক্ষেত্র <5ММО আরতক্গেত্র 
অর্থাৎ MP.MN<3u<NQ.MN 
বা МР.Ә:<әи<0.Ә 


мдү. ২৮ 
১/৮-৪% <NQ. 
কিন্ত 0৪-0 হইলে МО>МР 


Lt 7৫ _ Мру এবং у= Ла) 
92-0 д2 dg 
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অতএব, Hafi. 
dy 

উভয়পক্ষের অবকল লইলে, du =fix) এহ 

সমাকলের সংজ্ঞা অনুসারে, u= / Ја) дг 
aR / Да) ৫০. Е(а) + হয়, তবে ॥= F(2) +০0, 
এবং যখন 2=9, তখন МР কোটি সরিয়া আসিয়া £0-এর উপর সমাপতিত 

হয় বলিরা САМР বা и- ক্ষেত্রফল শৃন্তে পরিণত হয়| 

অর্থাৎ ৫= 9 হইলো и=0= Еа) +с বা c= – F(a). 


আবার, ৫=& হইলে, МР কোটি সরিয়া গিয়া BD অবস্থান গ্রহণ করে ; কাজে 
কাজেই САМР বা и ক্ষেত্র তখন CABD ক্ষেত্রে পরিণত হুয়। 


সেক্ষেত্রে, u= F(b) +e =F(b)- F(a) হইয়া যায়। কিন্তু সংজ্ঞা অন্থপারে 
b 
এই u বা САВО ক্ষেত্রকে Í fæ) de দ্বার! সুচিত করা যায়; কেননা А বিন্দুতে 
= এবং B বিন্দুতে =. 
ò 


х) dx =F(b)- Fla) 
z =F(x) |, 
6), %-0, =a ও = দ্বার! সীমাবদ্ধ অঞ্চলের ক্ষেত্রফল 


b b 
|| Да) de=F(o) |: 


6'15. ধনাত্মক ও খণাত্মক ক্ষেত্রফল (Positive and negative area) $ 
সীমাবদ্ধ সামতলিক প্রত্যেক ক্ষেত্রকে অমিতক্ষুত্র অসংখ্য আয়তের সমষ্টিরূপে 


49নং চিত্র 
কল্পনা করা যায়। চিত্রে প্রদণিত OAPC- মতো এইরূপ যে-ক্ষেত্র 10999 
অক্ষতন্ত্রে ০-অক্ষের উপর দিকে অবস্থিত তাহার উপাদানম্বরূপ প্রতিটি অমিতক্ষুদ্র 
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আয়তের উচ্চতা ধনাত্মক বলিয়া উহ্থার ক্ষেত্রফলও ধনাত্মুক। এইরূপ ধনাত্মক 
অমিতক্ষত্র আয়তগুলির সমষ্টি বলিয়া প্রথম পাদস্থিত 0APC-এর ক্ষেত্রফলও ধনাত্মক 
হুইবে। কিন্তু চিত্রে গ্রদর্পিত চতুর্থ পাদের AQB ক্ষেত্রের প্রতিটি আয়ত-উপাদানের 
ক্ষেত্রফল খণাত্মক, কেননা উহাদের উচ্চতা খণাত্মক। JUI АОВ-4 ক্ষেত্রফল 
খাণাত্মক। অঙুরূপে দ্বিতীয় পাদস্থিত ক্ষেত্রের আক্ত-উপাদানগুলির প্রত্যেকটি 


50নং চিত্র 
উচ্চতা ধনাত্মক ; এবং তৃতীয় পাদস্থিত সীমাবদ্ধ ক্ষেত্রের আয়ত-উপাদানগুলির 
প্রতিটির উচ্চতা аа 1 gea চিত্রে প্রদর্শিত দ্বিতীয় পাদস্থিত OMN ক্ষেত্রের 
ক্ষেত্রফল ধনাত্মক এবং তৃতীয় পাদস্থিত NKL ক্ষেত্রের ক্ষেত্রফল খণাত্মক। 


এখন, প্রথম চিত্রের СРАОВ বক্ররেখাটি যদি y =/(%)-এর লেখ হয়, তবে 


а b 
(i) = fle) de ধনাত্মক এবং R= f Дж) de খণাত্মুক, 


b 
c | Ла) 4০ [২২7২5 
° 
=R, ক্ষেত্রফল ও R, ক্ষেত্রফলের অন্তর | 


(ii) বদি Ri =A, এবং R= - А, ধরা যায় (যেখানে А, ও А, ধনাত্মক ) 
তবে _42-এর 410% বর্জন করিয়া А,+А„=К, ও R, бу ক্ষেত্র-দুইটির 
ক্ষেত্রফলের সমষ্টি পাওয়া যায়। এইজন্য К, ও R ক্ষেত্রফল স্বতগ্ত্রভাবে নির্ণয় করিয়! 
খণচিহ্ন বর্জন করিয়া তাহাদের সমষ্টি লইতে হুয়। 
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উদ্দাহরণমালা 


©]. 1. এ-অক্ষ, 2/=%, т=2 ও ০4 দ্বারা সীমাবদ্ধ অঞ্চলটির ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর। 


প্রশ্ন অনুসারে 2/-ঠ বা уса) ধরা যাক, С বিন্দুতে 2-2 এবং 
1 বিন্দুতে ০-41 এর লেখটির АВ অংশ, এ-অক্ষের CB অংশ, 0-এর কোটি СА 
এবং B-এর কোটি DB দ্বারা সীমাবদ্ধ £.01১৪-এর ক্ষেত্রফল бн করিতে হইবে 
এখানে ৪-এর অবকাশ [ 2, 4]. 


নির্ণেযন ক্ষেত্রফল AcDB-= f কী gde, [> v=5] 
3 з 


তা 1[%1 
“a / ০০1] 
з 2 


тоа ae | 
Ко ош বর্গ-একক নু 18-2] বর্গ-একক 


Я -1 * 6 বর্গ-একক-3 বর্গ-একক 


বিশেষ দ্রষ্টব্যঃ উপরোক্ত উদাহরণে у= স্থলে =утд. এবং 2=2 
ও ০-4-এর স্থলে যথাক্রমে ০-৫ ও ০৮ ধরিলে ৮-এর অবকাশ হইত [9,৬] 
এবং সেক্ষেত্রে ক্ষেত্রফল হইত 


[эк [5 1, = 510 -а 1. 
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З. 24১৯৭, y=0, ০৯০. ও ৫ দ্বারা সীমাবদ্ধ অঞ্চলের 
ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর 1 


52নং চিত্র 


ANIN, 2° ку? =9* স্থচিত чейи কেন্দ্র 0-ই মৃলবিন্দু। কার্ডেজীয় 
অক্ষতন্ত্রে প্রথম পাদস্থ ОАВ অঞ্চলের ক্ষেত্রফলই এখানে নির্ণেয়। 


О বিন্দুতে ০0 এবং В বিন্দুতে ০-০ বলিয়া এখানে ৫-এর অবকাশ [ 0, а }. 


pda =ar ай м Д 
= += 
| Р] оеша ЦЬ 


[ পূর্ববর্তী প্রশ্নমালা 15-এর 41 নম্বর অস্কটি দ্্টব্য। ] 
са? от па? 
22 
লক্ষণীয় যে, বৃত্তের অভন্তরস্থ সমগ্র অঞ্চলের ক্ষেত্রফল 


4570 пд, 


©]. 3. 01-40, "অক্ষ, у=2 ও у= 5 দ্বারা সীমাবদ্ধ অঞ্চলের ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর। 


х 


539: চিত্র 


у%=4д এমন একটি অধিবৃত্ত, বাহার শীর্ষ মূলবিন্দুতে, অক্ষ £-অক্ষ এবং 
অবতলতা৷ ধনাত্মক। 
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у= hg বা а= у) ধরিলে, এখানে А বিন্দুতে у=2 এবং 
в বিন্দুতে y=5. স্বত্রাং /-এর অবকাশ এখানে [2,51 


নির্ণে ক্ষেত্রফল ABCD = | 7) dy 
4 2 | 7 
- | 10-4 | u? dy 
2 2 


арр 
[$] чн 
53 23 я 
| নাল = বর্গ-একক 
117. 3 বর্গ-একক 


= 


1 
1 

INI 
1 
Lot 
ЧЕ” 

2172591 ব্গুএকক। 
4 4 


লক্ষণীয় যে, অধিবৃত্তের সমীকরণ у" = дас এবং /-2 ও ॥=5-এর স্থলে 
যথাক্রমে у= ও у=о লইলে উপরের প্রশ্নে ক্ষেত্রফল হইত 


с 
р ৪ y? ০ 
Га м i] 
উদ্দা, 4. /-০৭, গ-অক্ষ, 2-1 ও হ=4 দ্বারা সীমাবদ্ধ অঞ্চলের ক্ষেত্রফল 


নির্ণয় কর। 


54নং চিত্র 
0-_মুলবিন্দু, %-অক্ষ উভার অক্ষ এবং অবতলতা 
MsN বিন্দুতে 


- ৫ অধিবৃত্তটির শীর্ষবিন্দু 
ধনাত্মক । ধরা বাক, М বিন্দুতে =! N বিন্দুতে ৮-4 এবং 
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কোটি যথাক্রমে МР ও МО! সুতরাং МРОМ অঞ্চলের ক্ষেত্রফলই এখানে 
নির্ণেয়। স্পষ্টত, এর অবকাশ এখানে [ 1, 4]. 


নির্ণেয় ক্ষেত্রফল МРОМ = | уйт 


TES 
зһ 


/ 


-$3 =21 বর্গ-একক। 


[ লক্ষণীয় а ৭৮4, ০০০, ৮৮০ ও %-অক্ষের ছারা সীমাবদ্ধ অঞ্চলের 
0 с 
ы Ж SAAS ОЛЕ: 
শেকল fado Га % { 1: | 


зя. 5. 240-1 ছারা zis тебя অভ্যন্তরে যে-অঞ্চলটি এ উপবৃত্ত 
এবং 2=0 ও ॥=0 দ্বারা সীমাবদ্ধ, তাহার ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 


প্রশ্ন হইতে দেখা যায় যে, Sagada কেন্জই মূলবিন্দু 0; উহা! /-০-কে A 
RAS এবং ৮-০-কে B বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে। О বিন্দুতে ০৮0 এবং A 
বিন্দুতে геа. 0AB-এর ক্ষেত্রফল নির্ণয় করিতে হুইবে। S, এখানে 


2 —— 
"এর অবকাশ [0,0] এবং %/*-০* (1-5) বা y=? аа". 


П (XI-XII)—14 
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নির্ণয় ক্ষেত্রফল ОАВ= / у.г = 


2 фу 
[ উদা. 2 দ্ৰষ্টব্য ] 
b a т 
-2[0+® ডা 0 0] বর্গ একক 
b та? Tab 
HES а বর্গ-একক। 


[লক্ষণীয় যে, ОАВ উপবৃত্তটর অভ্যন্তর ভাগের প্রথম পাদস্থিত অংশ। উহা 
উপবৃত্তটির সমগ্র অভ্যন্তর ভাগের এক-চতুর্ধাংশ বলিয়া এ উপবৃত্তের সমগ্র অভ্যন্তর 


ভাগের ক্ষেত্রফল 4 х T rab বর্গ-একক। ] 


Эт. 6. /- এবং ৫-4 দ্বারা সীমাবদ্ধ অঞ্চলটির ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 

y =n অধিবৃত্তটি ৮4 ও ৫-অক্ষকে যেন যথাক্রমে А,В ও М বিন্দুতে ছেদ 
করিয়াছে । ОАВО ক্ষেত্রের ফলই এখানে নির্ণেয়। কিন্তু ОАВО=2 ОАМО. 
এবং M বিন্দুতে ০4 ও 0 বিন্দুতে 5 = 0. 


4 
OAMO-এর ক্ষেত্রফল = / y.da 
9. 


4 : 4 
te -| 2 
ee [8], 
০৯৭8-22-78 বৰ্গ-একক । 
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নির্ণেয় 0ABO-এর ক্ষেত্রফল = 2х 0AMO0-এর ক্ষেত্রফল 
2৮4 বা Җё বৰ্গ-একক = 108 বৰ্গ-একক। 
[ লক্ষণীয় ? /*=4% ও -/ দ্বার! সীমাবদ্ধ অঞ্চলের 


к k k 
ক্ষে্রফল-2 | V4azdr =2 2 Va /хйх = 4 „Ја Vade 
/ / / 


1+1 0 2,3 
- | 24127 
Лү, 3 
= ak Jk = 8 Jak বর্গ-একক। ] 


উদ]. 7. &-এর (0, 3) অবকাশে, /=%*-4%4+3 এবং Y-অক্ষ ও ¥-অক্ষ 
দ্বারা সীমাবদ্ধ অঞ্চলের (i) মোট ও Gi) নীট ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 

॥=%*-4%+3-এর লেখটি যেন РОМКМ часті দ্বার স্ুচিত। উহা! 
Y-অক্ষকে Р বিন্দুতে এবং 2-অক্ষকে যেন М ও N বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে। 

॥=%:-4%4+3=(%-1)(৮-3) বলিয়া যখন, =], তখন y=0 এবং 
যখন, ৮.3, তখনও y=0. 

asm বক্ররেখাটি %-অক্ষকে (1, 0) বা М (3,0) বা বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে। 

আবার যখন, т=0, তখন у= -1% -3=3; স্থতরাং /-এর স্থানাঙ্ক (0, 3). 

স্পষ্টত, "এর (0, 3) অবকাশে, /=%*-4%4+3 এবং অক্ষদ্বয় দ্বার] সীমাবদ্ধ 
অঞ্চল দুইটি ভাগে বিভক্ত । : উহাদের একটি ৫-এর [0, 1] অবকাশে ОРМО ক্ষেত্রে 
অপরটি ৮-এর [1, 2] অবকাশে МКММ сеа প্রথমটি 7-অক্ষের উপরে বলিয়া 
ধনাত্মক, দ্বিতীয়টি X-অক্ষের নিচে বলিয়া খণাত্মক। 


к 
57নং চিত্র 
1 1 
এখন, গ্রথমোজ ОРОМО ска [? ৪৫০০ / + *-4+3)4 
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-f 202-4 f` айв+3 f’ 25 

-Fe +227. 

-1-4-1+3-1-1+1718 বৰ্গ-একক 
a) 


এবং শেষোক্ত МКММ ক্ষেত্র / „из 2 у Mal 404 3)de 
1 


313 3213 3 
-EI খু]: ele, 
= 1(3° - 15) – 43°- 1°)+3(3- 1) 
-2.8+6 
А (2) 
(i) স্থতরাং (2)-এর খণ-চিহ বর্জন করিয়া (1) ও (2) এর সমষ্টিই হইবে (сін 


মোট ক্ষেত্রফল। 
অর্থাৎ মোট ক্ষেত্রফল -1$+ $ বা 8 বর্গ-একক। 


(8) কিন্তু নীট ক্ষেত্রফল = ক্ষেত্র-দুইটি প্রকৃত ফলের বৈজিক সমষ্টি 
=1}-(- 9-454 -0 বর্গ একক 


[ বিশেষ দ্রষ্টব্য £ চিত্রের সাহায্য না লইয়াও 01. 7-এর প্রশ্নটির সমাধান 
করা যায়। এখানে দেখা যায়, 
/-০*-4৫+3-(6-1)(6-3) বলিয়া 1<%<3 হইলে уза মান 
খণাত্মক 91 | 
। স্থতরাত &-এর [1,3] অবকাশে -অক্ষ ও /-০-42+3-এর অন্তর্গত 
অঞ্চলটির ক্ষেত্রফল খণাত্মক। 
কিন্তু গ-এর [0, 1] অবকাশে 0<2<1 হইলে Y-অক্ষ ও %/-(2-1)06-3)-এর 
অন্তর্গত ক্ষেত্র অবশ্যই ধনাত্মক। স্থতরাং ৫-এর [0, 1] ও [1,3] এই দুইটি অবকাশে 
॥=%*-4%4+3-এর স্বতস্ত্রভাবে সমাকল লইতে হুইবে। ইহার: পর afis 
প্রণালীতে সমাকল লইয়া অনায়াসে (i) ও (1)-এর প্রশ্নের সমাধান করা যায়।] 


সমাকলন 211 


প্রশ্মমাল! 16 
. 

1. y=-g, у=0 এবং &= -4-এর দ্বারা সীমাবদ্ধ অঞ্চলের ক্ষেত্রফল নির্ণয় 
কর। 

2. уеду - এবং у= 6-1 ছার! সীমাবদ্ধ অঞ্চলের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 

[সংকেত ঃ у=2, ॥-অক্ষ ও у=6 দ্বার! সীমাবদ্ধ অঞ্চল এবং у= – 2, 
%-অক্ষ ও у= 6б দ্বার! সীমাবদ্ধ অঞ্চলের ক্ষেত্রফলের সমষ্টি লও 1] 

3. 2-9, у= 22 এবং х+ у= б দ্বার! সীমাবদ্ধ ত্রিতৃজাকৃতি অঞ্চলের ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর। 

[সংকেত £ ॥=2% ও %4+V=6-এর ছেদবিনদুনির্ণর করিয়া এ বিন্দুর কোটির 
দার! বিভক্ত অঞ্চল-ছুইটির ক্ষেত্রফলের সমষ্টি লও |] 

4. ০৭+%৭-16-এর (i) দ্বিতীয় পাদস্থিত অঞ্চলের এবং চতুর্থ পাদস্থিত 
অঞ্চলের ক্ষেত্রফলের সমষ্টি নির্ণয় কর। 

б. ০0. ৫-প-এর মধ্যে /- 5102 এবং а- অক্ষের অন্তর্গত অঞ্চলের 
ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 


6. 2-91 (-5 3) অবকাশে y=cosm ও %-0-এর অন্তর্গত অঞ্চলের 


ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 
1. 42, ০-অক্ষ ও т = 3-এর অন্তর্গত অঞ্চলের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 
8. (i) у2=162; у=4 ও у-чст অন্তর্গত অঞ্চলের ক্ষেত্রফল এবং (ii) 
% ৮4০, ০1 ও হ-অক্ষের অন্তর্গত ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 
9. %- 122 ও ®вїя নাভিলম্বের অন্তর্গত অঞ্চলের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর 1 
10. 2৪৮6 ও উহার নাভিলম্বের অন্তর্গত অঞ্চলের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 
11. 02-4) +22=0 এবং &-অক্ষের অন্তর্গত অঞ্চলের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর 1 
[সংকেত : ॥-অক্ষের সমীকরণ ৫=0 এবং %%_-4/+-2-0 সমাধান করিলে 
y? -4y=0 বা ॥ (у—4)=0 অর্থাৎ у=0 বা 4; আবার ৪-4/7%--28- 82 
=) ধরিলে %-এর [0, 4] অবকাশে /(%)-এর সমাকলই নির্ণেয সমাধান। অর্থাৎ 
4 


f (о = # дуа মান নির্ণয় করিতে হুইবে। ] 


ও 


12. у=т,т=5 ও ০-7-এর দ্বারা ৫ অক্ষের উপর সীমাবদ্ধ অঞ্চলের ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর। 
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18. 2, /-অক্ষ, /- 1 ও у= 4-97 অন্তর্গত অঞ্চলের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 

14. у?= 2, 2-9%, ৮=1 ও ০-4-এর অন্তর্গত অঞ্চলের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 

15. গ-মক্ষের উপর দিকে y= 3৭, ০3 ও ০-4-এর দ্বারা সীমাবদ্ধ অঞ্চলটির 
ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 


g? y? 
16. аж у, а, 2+2=0 এবং а=2-41 অন্তর্গত অঞ্চলের ক্ষেত্রফল 


9 
নির্ণয় কর 1 
17. ॥*=6% এবং у=3д-41 অস্তর্গত স্থানটির ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 


18. у? = 442 এবং 2% = 40-99 অন্তর্গত অঞ্চলের ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 
2 


19. х +у?=а° বৃত্ত এবং a ভি উপবৃত্তের মধ্যবর্তী অঞ্চল-দুইটির 


মোট ক্ষেত্রফল কত? 

20. 9১০6০. এবং 2% =6у, এই দুইটি অধিবৃত্তের দ্বারা ছিন্ন ও সীমাবদ্ধ 
অঞ্চলোর ক্ষেত্রফল কত? [ ক. বি. 1972] 

21. ০৭4 অধিবৃত্ত у= е সরল রেখা দ্বারা সীমাবদ্ধ অঞ্চলটির ক্ষেত্রফল নির্ণয় 
কর। [ ক. বি. 1970] 

22. দেখাও যে, /*=4% ও д? =4у-44 অন্তর্গত ক্ষেত্রফল, этте = 4 এবং 
у=4 দ্বারা গঠিত আয়তক্ষেত্রের এক-তৃতীয়াংশের সমান। 

28. 2° +у? ৮122 বৃত্ত এবং ॥*=6% অধিবৃত্তের অন্তর্গত অঞ্চল-দুইটির যে- 
অংশ ৫-অক্ষের উপর দিকে অবস্থিত, তাহার ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর। 

24. 1৮-2৪-4243 এবং এ-অক্ষত্বারা সীমাবদ্ধ অঞ্চলটির ক্ষেত্রফল নির্ণয় কর 
এবং এ ক্ষেত্রফলের মান হইতে বিচার কর এ অঞ্চলটি ৫-অক্ষের কোন্‌ দিকে : 
অবস্থিত? 

25. a=} ৫5 +০-2) ও ৫-অক্ষের অন্তর্গত অঞ্চলটি ০-এর [0, 1] 
অবকাশে ৫-অক্ষের নীচের দিকে এবং [1, 2] অবকাশে ০-অক্ষের উপর দিকে 
অবস্থিত হইলে, ৮-এর [ 0, 2] অবকাশে অন্তর্গত অঞ্চলটির ক্ষেত্রফল কত? 

26. 22+у%=25 এবং ৮-.-4 ও%=3 দ্বার! সীমাবদ্ধ অঞ্চলটির ক্ষেত্রফল 
নির্ণয় কর। 


[সংকেত : দেখাও যে, নির্ণেন ক্ষেত্রফল = 5০ 
-4 


সপ্তম অধ্যায় 
অবকলপ-সমীকরণ (Differential Equation) 


тї. অবকল-সমীকরণ ও উহার আদিমের জংজ্ঞা (Definition of a 
differential equation and its primitive) 2 (UAFA সমীকরণে অবকল- 
мұз বা অবকল (derivative or differential) থাকে, অর্থাৎ যে-সকল 
সমীকরণ অবকল-সহগ বা অবকল-সম্বলিত, তাহাদিগকে অবকল-সমীকরণ 
বলে। 

সাধারণ বৈজিক বা .ত্রৈিকোণমিতিক সমীকরণ হইতে অবকলন দ্বারাই এইরূপ 
অবকল-সমীকরণ গঠিত হয়। উদদাছরণশ্থয়প 0৭ +y а" একটি বৈজিক সমীকরণ । 
উহা এককেন্সিক একপ্রন্থ বৃত্তের সমীকরণ । 


হ-লাপেক্ষে w? Hy’ =at অবকলন করিলে পাওয়া যায়, 22+2.00-0 
বা, 28410 বা, dz + уйу = 0. 


সংজঞান্থুসারে, ৪৯8 =0 এবং 2৫০+//-0 উভয়ই অবকল-সমীকরণ। 


কেননা, উহাদের প্রথমটি অবকল-সহগ সম্বলিত একটি সমীকরণ এবং দ্বিতীয়টি অবকল- 
সম্বলিত একটি সমীকরণ। বলা বাহুল্য যে, উদ্ধারা একই অবকল-সমীকরণের দুইটি 


রূপ щщ! 
এইভাবে কোন প্রদত্ত সমীকরণ হইতে এক বা একাধিকবার অবকলন করিয়া 


এক-একটি অবকল-সমীকরণ পাওয়া যায়। কাজেই, বিপরীতক্রমে বিশেষ একটি 
অবকল-সমীকরণকে এক বা একাধিকবার পমাকলন করিলে, যে সাধারণ সমীকরণ 
হইতে бє] গঠিত, সেই সাধারণ সমীকরণটি ফিরিয়া পাওয়া যায়। উদ্াহ্রণন্থরূপ, 

тйа+уйу=0-ст সমাকলন করিলে পাওয়া যায়, Sodor /уйу=с, 
যেখানে ০ একটি যদৃচ্ছ 019 1 


д? У 
বা + с 
252 


বা rtty’ = 20 
বা 2? +y’ =a", [2০-০* বসাইয়া] 
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এইভাবে, AFAT সরল 4] বক্র রেখার একটি অবকল-সমীকরণ হইতে 
সমাকলন দ্বারা অবকল তথা অবকল-সহ্গমুক্ত যে-মূল সমীকরণটি পাওয়া 
যায়, তাহাকে বলে এ অবকল সমীকরণের আদিম ( Primitive ) | 

72. অবকল-সমীকরণের ক্রম ও ঘাত বা মাত্র! ( Order and degree 
of a differential equation): সংজ্ঞা অনুলারে নিচের প্রত্যেকটি অবকল- 
সমীকরণ ; কেননা উহাদের প্রত্যেকটি অবকল-সহগ সম্থলিত। 


(i) ৪+৪৫/-0) (ii) сизү f: (ш) ау (4 ) +2 


(у) প+3 (2%)' 88৮0 ৮ (42 у) түш) 


স্পষ্টতঃ, ()-এর অবকল-সমীকরণটিতে একটিমাত্র অবকল-সহগ a রহিয়াছে 
এবং তাহার ক্রম এক । (i) - এর অবকল-সমীকরণটিতেও একটিমাত্র অবকল-সহগ 


т রহিয়াছে, কিন্তু তাহার ক্রম 981 (17)-এর অবকল-সমীকরণটিতে আছে 
гу এবং 2 dy и _এই দুইটি অবক্ল-সহগ। তাহাদের মধ্যে ау সর্বোচ্চ ক্রমের 
кы, এবং তাহার ক্রম দুই । (1%)-এর অবকল-সমীকরণটিতেও অবকল-সহগ- 
দুইটির সর্বোচ্চ ক্রমের অবকল-সহগটির ক্রম দুই। সর্বশেষে ()-এর সমীকরণটিতে 

যে-একটি অবকল-সহুগ আছে, তাহারও ক্রম দুই | rad 

একটি অবকল-লমীকরণের অন্তর্গত সর্বোচ্চ ক্রমের অবকল-সহগটির 
ক্রম যত, এ লমীকরণটির аруз ঠিক তত বলিয়াই ধরা হয়। সেই কারণে, 
ете অবকল-দমীকরণগুলির মধ্যে একমাত্র (1)-এর সমীকরণটির ক্রমই এক। বাকী 
চারিটি সমীকরণেরই ক্রম দুই | 

কিন্তু দেখা যায়, 

()-এর অবকল-সমীকরণটিতে একটিমাত্র যে অবকল-সহগ আছে তাহার ঘাত 


এক) (i)-এর অবকল-সমীকরণতুক্ত একটিমাত্র অবকল-সহগ সহগ Фая যাতও এক ; 


(0) ও ৫%)-এর অবকল-সমীকরণভূক্ত সর্বোচ্চ ক্রমের অবকল-সহগ ৫ У-у ঘাতও 


এক। একমাত্র (॥)-এর অবকল-দমীকরণতুক্ত অবকল-সহ্গ (2) এর ঘাতই ছুই। 


সেই কারণে (1) হইতে (іу) পর্যন্ত প্রত্যেকটি অবকল-সমীকরণের ঘাত এক এবং 
(%)-এর অবকল-সমীকরণটির ঘাত হইল ছুই | 
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এইভাবে একটি অবকল-সমীকরণের অন্তর্গত সর্বোচ্চ ক্রমের অবকল- 
সহগটির ঘাত যত, এ অবকল-সমীকরণের ঘাঁতও তত বলিয়! ধরা হয় । 

তাহা হইলে দেখা গেল, * 

(0-91 অবকল-সমীকরণটির ক্রম ও ঘাত উভয়ই এক ; 

(৮-এর অবকল-সমীকরণটির ক্রম ও ঘাত উভয়ই দুই ; 

()-হইতে liv) পর্যন্ত প্রত্যেকটি সমীকরণের ক্রম দুই, কিন্ত ঘাত এক ৷ 


тз. অবকল-সমীকরণের সমাধান (Solution of a differential 
equation); অবকল-সমীকরণের এক 41 একাধিক বার লমাকলন দ্বার! 
অবকল তথা অবকল-সহগ-মুক্ত যে আদিম বা মূল সমীকরণটি পাওয়া 
যায়, ভাহাকেই উক্ত অবকল-সমীকরণের সমাধান বলে। 

সাধারণতঃ সমীকরণের সমাধান বলিতে এ সমীকরণভুক্ত অজ্ঞাত রাশির নির্দিষ্ট 
মানই বুঝায়। কিন্তু সংজ্ঞা чулп, একটি অবকল-সমীকরণের সমাধান বলিতে 
বুঝায় অবকল-সহগ-মুক্ত (বা অবকল-মুক্ত ) একটি সমীকরণ 1 


পূর্বেই দেখা গিয়াছে যে, 
eda +уйу=0 11 2+9 04 সমাধান аа уз аз e(l) 
স্পষ্টত এখানে, 


2+৮:৫%-০-এর ক্রম এক এবং £%+%-*-এর ধ্রুবক সংখ্যা এক। 


এইভাবে, কোন অবকল-দমীকরণের ক্রমসংখ্যা যত উহার ANITA- RF সমীকরণে 
পরস্পর ভিন্ন যদৃচ্ছ ভ্রুবক-সংখ্যাও যদি ঠিক ততই হয়, তবে শেষোক্ত সমাধানক্থচক 
সমীকরণকে প্রথমোক্ত অবকল-সমীকরণের সাধারণ 4] পুর্ণ সমাধান (бепега ог 
complete solution) বলো | 


উদ্বাহরণমাল। 


উদ. 1. প্রথমে бәлә বল, ॥*=4% যাহার সাধারণ সমাধান, সেই 
অবকল-সমীকরণের ক্রম কত? তাহার পর প্রদত্ত সমীকরণের অবকল-সমীকরণটি 
নির্ণয় কর। 
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у? = 400-99 মধ্যে একটিমাত্র অস্থারী ধ্রুবক রহিয়াছে। স্ৃতরাং 99) যাহার 
সাধারণ সমাধান, সেই অবকল-সমীকরণের ক্রম হইবে এক | এখন, y? = 4৫2.এর 
উভয় পক্ষকে গ-সাপেক্ষে অবকলন করিলে পাওয়া যায়, , 


dy 
2y. Fp = 49 


y? -( 2.9) 2, [4৮-এর স্থলে 2y. a 4918911 ] 


dy 


dy বা y= 22. 220. 


বা у= 20. I 
F অবকল-সমীকরণ হুইবে /-:22, 41-0. 


Зе. 2. у= 510 & WI সুচিত লেখ-এর অবকল-সমীকরণ নির্ণয় কর। 
у= А віп ৫-কে ০-সাপেক্ষে অবকলন করিলে পাওয়া বায়, 


Wa созт বা dy=A cos 27০, 
Yy __Азїпт y 002 
dy A cos gde dy du ` 


নির্ণেয় অবকল-সমীকরণ হইবে уйл = tan wdy. 


উদ্দা, 3. (2° +2) (0° +2)=k হইতে অবকল-সমীকরণ গঠন কর। 
(æ? +2) (y? +2)=k 
বা 2০/৭4229+2/+4-1 
্-মাপেক্ষে উভয়পক্ষকে অবকলন করিলে পাওয়া যায়, 
a yW ys ШИ) 
2 «U. z +2,224 2.22 + 2.2y. দা 


বা 22у 2, уута 20-0 


gt +2) ৫/+০/+2)- 
বা 4(2% +2) do * 2 +2)=0 
নির্ণেয় অবকল-সমীকরণ (542) dy + mly? + 2) ৫৮- 0. 


Ф| 17 
1. у=ат যে-সকল সরল রেখা সুচিত করে, তাহাদের অবকল-সমীকরণ 
নির্ণয় কর। 
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2. у! =32 যে-মকল অধিবৃত্ত সুচিত করে, তাছাদের অবকল-সমীকরণ 
নির্ণয় কর। Ї 

3. 2*4+Y*=K’-দ্বারা সুচিত এককেঙ্গীয় {етт অবকল-দমীকরণ 
নির্ণয় কয়। 

4. y=k cos %-সুচিত লেখসমূহের অবকল-দমীকরণ নির্ণয় কর। 

5. у=а віп +005 হইতে অবকল-সমীকরণ গঠন কর। 

6. (@+1)(y+1)=a হইতে অবকল-সমীকরণ গঠন কর। 


та. প্রথম ক্রমের একঘাত অবকল-সমীকরণ ( First order differen- 
tial equations of the first degree )-: 
প্রথম ক্রমের অবকল-সমীকরণকে 


dy, M 2 
да 0 বা Mdg+Ndy=0, 


আকারে প্রকাশ করা যায়, যেখানে Мв М Жїл ও %-এর অপেক্ষক, নয়তো 
FIF | 

এই ধরনের প্রত্যেকটি অবকল-সমীকরণের ক্রম এক বলিয়া бис» এঞ্বকের 
সংখ্যাও এক। 

পরবর্তী অন্থচ্ছেদ-তিনটিতে чан অবকল-সমীকরণের তিনটি সমাধান-প্রণালী 
আলোচিত হইতেছে। 


тв. চল-বিচ্ছেদ প্রণালীতে সমাধান (Solution by the method 
of separation of variables): Madz+Ndy=0 আকারের কোন কোন 
প্রথম ক্রমের একঘাত অবকল-সমীকরণকে /(2)24-8(/)//-0 আকারে প্রকাশ 
করা যায়। এই আকারে লিখিলে /(৫) শুধু সম্বলিত এবং gly) শুধ-সম্বলিত 
হইবে । অর্থাৎ / (6) যেমন 0-বজিত, ৪(/)৭/-ও তেমনি wafa হুইবে। 
সুতরাং এইভাবে ৮ ও у চল-মহ্ছলিত অংশ-ছুইটি পরস্পর হইতে বিচ্ছিন্ন হইয়া দুইটি 
পদে সংঘবদ্ধ হইবে। ову AAS পদের এইভাবে পৃধকীকরণকেই চল-বিচ্ছেদ 
(Separation of variables) বলে এবং ABFA চল-বিচ্ছেদ্ ছারা প্রথম ক্রমের 
একঘাত সমীকরণের সমাধান-পদ্ধতিকেই বলে চল-বিচ্ছেদ-প্রণা্সী। 

এই প্রণালীতে প্রত্যেকটি পদকে পৃথক্‌ পৃথক্‌ ভাবে সমাকলন কয়িলেই 
бй সমাধান পাওয়া যায়। উদ্াছরপের সাহায্যে প্রণালীটি ব্যাখ্যা করা 


যাইতেছে। 
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উদ্দা. 1. সমাধান কর £ . %.4+.৫2-0. 
2.4 + у.4х = ০-কে gy দ্বারা ভাগ করিলে পাওয়া যায়, 


2.00 | йг у 
ту ту 


বা 4 4+42-0, 
у g 


এই আকারে চল-ছুইটি পরস্পর হইতে বিচ্ছিন্ন হুইয়াছে। এইবার সমীকরণটিকে 
সমাকলন করিলে পাওয়া বায়, i 
4 dy is k ITE PIF | 
Ss k, যেখানে К একটি যদৃচ্ছ ч | 
বা 108,0+108,2=108,0, _ [К =1ор„с ধরিয়া] 
বা 108,(2у) =1ор„с 


নির্ণেয় সমাধান 3০. 


ФИ). 2. সমাধান কর : бу exe 
g 


dy_ e201+9V = 82% ези 
dg 


% ও у চল-সম্বলিত অংশকে পৃথক্‌ করিয়া পাওয়া যায়, 


dy =e°*dy 


Ет 

বা, езду = 6০৮৫0 
উভয় পক্ষকে সমাকলন করিলে পাওয়া যায়, 

১৪৪৮৫ = ferdy Ў 
ерен, Го একটি যৰৃচ্ছ রক] 
বা, е” 65-3০-865৮ +A [A= – 3с লিখিয়া ] 
বা, 73108, (А – fer) 

"Воб সমাধান, y= - { log, (А -$০১০), 


উদ|. 8. সমাধান কর: Aay? ae 
dr 22/+& 


уу? – w _ aly? –1) 
dr х*у+у у(д*+1) 
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বা, (2*+1)y ৫/-(/৯ _ 1)2 ds 

We Кае кы [ উভয়পক্ষকে (৫ +1) (у5—1) দ্বারা 
বা, ভর] 4/- 2857 64 : ভাগ করিয়া।] 

সমাকলন করিলে হয়, 


/ % 
/৯-1 


[k একটি যদৃচ্ছ ধ্রুবক ] 


বা, ই 


Si 22 5 
224 ik 


বা, $log, (y°-1)-} log, (2? + 1)=} log, с, 
[k=log, в লিখিয়া] 


=1ор„с 


з 
02-1 
বা, loge лу] 


0-1 
+ নির্ণের সমাধান КЕЕ 


А ৫1৯41 
Bai. 4. সমাধান কর £ жул" ШАТ 


гуа 2৪41 
92 y+ 


বা, (y+1)gydy=(x° +1) ৫2 


বা, ut Day + de е 


বা, (/০+%))- (+ 1а 
উভয়পক্ষের সমাকলন করিলে পাওয়া 919, 
Гот [ае [k ag ধ্বক } 


বা, 2 + /е+к 


2 
facia সমাধান ы wt +loges +k. . 


3 
с 14:05 у 
উদ্ধা, 5. সমাধান #7: 1+ [ত ДШ -0. 
1+1+27.07-0. 


lty’ ` dz 
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dr ау a йт 
বাঃ Гед? +g 0 (22. দ্বারা গণ করিয়া) 
dx ауз _ বর বক 
বা, 12 k [К чө gr ] 
বা, 87872400077 =k = tannic, [ k=tan-1c ধরিয়া] 


বা, tan ZHY -tanic 
l- ғу 


নির্ণের সমাধান 2+0, 
l -ey 


উদা. 6. সমাধান কর £ біп соз /-22 810. cos т.йу = 0. 
sin 2 cos y.dz - sin y соз æ.dy=0 


বা, বিএ আপ dy=0, 

[ উভয়পক্ষকে соз ৫ соз y দ্বার! ভাগ করিয়া ] 
বা, tan 2৫2 tan ydy=0 
7, Jtan ede- Stan ydy= k, [/সমাকল-গ্রুবক ] 


বা, Реан ৮2 
sec g sec y 


বা, log,sec z~ log,sec у =log;o, [k=log,0 ধরিয়া ] 
Se 
বা, log, 2-108, 


+". farf সমাধান sec 2 = с 8С у. 
উদী, 7. селее অবকল-সমীকরণ ৫ dzi ॥৭/=0, তাহাদের যে-টি 
{0, 2) Ая তাহার সমীকরণ নির্ণর কর। 


z daty 4/-0-কে সমাকলন করিলে হয়, 
০2৫০ +/ y dy=0 
g’ з > 
বা, ই ৮৮০ [০ যদৃচ্ছ ধ্রুবক ] 


বা, ৫০+%2-26 
এ+ +y? =26 সুচিত বক্ৰ যদি (0, 2)-গামী হয়, তবে, 
0+2=2, বা, ০-2 
০৭4৮2: কা, ৫৭+৮৭-4-ই নিৰ্ণের সমীকরণ । 
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উদ. ৪. 2-59 208 _] ছার! সুচিত বক্রসমুহের একটিতে কোটির যান 1 হইলে 
ভুজের মান 0 হুয়। А RDS кк 


4у_ созт 
প্রশ্নান্ণুারে, 751 


বা, (23-1) dy =cos = йт 
বা, ১/(2)- 1) dy= /сов ৫ dr 
বা, /2% dy- /ау=зїпх+с 


বা, 2) -y=sinz+o বা, 720. 810 240 
| ЭЛ, y=1 হইলে ০-0 з 
| Л. 1#%-1=вїп 0+6 বা, ০=0 
| .'. Өх (0, 1) বিন্দুগামী чаб সমীকরণ, 
| y’-y=sin т বা, y?-y-sing=0 
| স্পষ্টত, ইহ! у- একটি দ্বিঘাত সমীকরণ 


| 5 ІУ е т 


| অর্থাৎ বক্রটির কোটি %-এর মান উদার ভুজ о নিরিখে হইবে, 
%-$ (1+ ১144 sin 2). 


প্রধ্মমাল! 18 
নং হইতে 25নং প্রশ্নের অবকল-সমীকরণগুলির সাধারণ সমাধান 
নির্ণয় কর £ 
dy 22+1 ду 
1. Ge FF 2. oq +у=1 


8. (2%+1)dæ+(2y+1)dy= 
. (30° 42041) de + (3у% + 2р+1) ду=0 
5. 2(32-2) дк+у (30+ 2) dy=0 

2-1 2 dy у 
6. 57792+577 5-14, 0 7. টা 0 
8. gdx-ydy=0 9. ydgz-gdy=0 
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10. 222-*৫-0 11. %2৫2- 070 
12. (3-у) ৫০+ (2+2) dy=0 18. (3-у) ৫০- (1 _2%) 4у=0 
14. (1+2) 4/-% ৫2-0 15. 2 (/১+1)724+/(2৯4-1)4/-0 


16. = /1-у? ৫2+% »/] -০৭ ду=0 
17. cos = йт + зіп у dy=0 
18. sec’ tan у dz + ѕес?у tan x ду = 0 


19. у йт+ т йу= ту dr 20. (l+sin Г) 47 = г cos t dt. 
de l+g? 
2 тея 


[সংকেত : চল-বিচ্ছেদ করিয়া সমাকলনের সময় অস্থায়ী Ф = tan- c ধর |] 
22. e+e" 21-0 28. ০*৫/+ ৪৫০০ 


24. 2 (9৮-1) ০০+% (2-1) ду=0 
[সংকেত : চল-বিচ্ছেদ করিয়া, £7৭+8474/-07 লবকে হুর দ্বারা ভাগ 


করিলে 2 =-1- 1. এবং аре -/ _ —=1--1_; 5. সমাকলন দ্বারা 
2—1 2-1 у—1 gol 


ае Д) ак 


বা 2108, (2 1) +у –1ов, (у – 1) = К 
বা log, (2-1) (у-1)=К- (2+) = —1ор„с— (2+0), 
[k= –108,с ধরিয়া ] 


= -106০০-102560+9), [`` 1ор,е=1 ] 
=— log, 1০০০৪) ইত্যাদি । ] 
25741782224 /1-х*4йу=0 
26. যে-বক্ররেখাগুচ্ছের নতি- =) সেই গুচ্ছের অবকল-সমীকরণ হইতে 
সাধারণ সমাধান নির্ণয় কর। 
27. যে-বক্রগুচ্ছের (2, у) বিন্দুতে নতি = == তাহাদের মধ্যে যে-টি (0, r) 
বিন্ুগামী, তাহার সাধারণ সমীকরণ নির্ণয় কর। 
28. (14) ৫০ -% /-০ দ্বারা স্থচিত বক্তগুচ্ছের যে-বক্ররেখাটি (1, 0) 
বিন্ুগামী, তাহার সাধারণ সমীকরণ নির্ণয় কর। 
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29. দেখাও A, а, নতিসম্পন্ন বক্রগুচ্ছের যে-টি (0,0) বিন্দুগামী, তাহার 
সমীকরণ 2৪-1% কি: 

30. প্রমাণ কর যে, e নতিযুক্ত বক্রগুচ্ছের যে-বন্রটি (0, 0)-বিন্দুগামী, তাহার 
সমীকরণ %- ০*-_ 1, 

Te. চল-বিচ্ছেদ প্রণালীতে পরিবর্ত-পদ্ধতির প্রয়োগ (Application of 
the method of substitution in the method of separation of 
variables): স্থবিধামতে! একটি দ্বিপদ বা বহুপদ অপেক্ষকের পরিবর্তে একটি 


চলরাশি বসাইলে অনেক সময় সহজেই চল-বিচ্ছেদের কাজ হইয়া যায়। তাহার পর 
সমাকলন দ্বার! সাধারণ সমাধান বাহির কর! চলে। উদ্নাহরণের সাহায্যে প্রণালীটি 


ব্যাখ্যা করা যাইতেছে। 


Пит 
উদ. 9. সমাধান কর Ty /у-т. 


у-т=1ї* ধরিলে, গ-সাপেক্ষে অবকলন করিয়া পাওয়া যায়, 
dt dt 


dy _ 17214 dy 
g1 24 বাট -1+2 


‚ প্রদত্ত অবকল-সমীকরণে 4/-এর স্থলে + \ এবং Jy en 
dr Яг 
স্থলে t বসাইলে হয়, 
dt dt ৮০৫০ 
1+2t da =; 41 —— @& о 
2t Ж 
বা (7 ৭৭৫ বা (2৮727) 012, 


এইবার উভয়পক্ষকে সমাকলন করিলে পাওয়া যায়, 
2 
Es й= fas 
dt 
এ 
বা 2/+21055 (৫-1)-+০, [c যদৃচ্ছ প্রবক ] 


* নিৰ্ণের সমাধান 2 ২//-০+ 2 log, (/-2-1)-+6, 
[1-এর মান বাই] 


П (XI—XII)—15 
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Bal. 10. সমাধান কর £ 4/- (sin Өн, 


ж+у=1 ধরিলে, অবকলন দ্বারা 


ета 102 
dy ৫১ 
46799 স্থলে 1 বসাইয়া 
GENRE dt 
Jr 1 sinta F sint+1 
316৫ sect 1 [লব ও হুরকে sec দ্বারা গুণ করিয়া] 


17501 ™ sec t+tant 


= Sec t (sec t- tan £) 4 
56051 _ 19051 


[লব ও হুরকে আবার : sec t- tan t) দ্বার] গুণ করিয়া] 


= Sec? - sec t tan t 
1+ tan*t- їап°г 


= (вес г – sec t tan 1) dt 
সমাকলন দ্বারা, а= / sect dt- f sect tan t dt 
বা т+с={ап t- sec t 


নির্ণের সমাধান, tan (2+1) – вес ৫০+%)-০+০, যেখানে ০ একটি 
375 PIF 1 


dt, 


Bal. 11. সমাধান কর £ (৮+%+1) ৫০-(22+28-1) dy 
+=! ধরিলে, এ-সাপেক্ষে উভয় R чаж я দ্বার! পাওয়া যায়, 


+ (@+у+1)4в=(2в+2у-1) йу হইতে а+у=1 বসাইয়া পাওয়া 
н (471) dy =(2t-1) dy 
বা 17170 _dt 


H-1 dr de 


dt _t+1 Iet 


22272 
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1 1 
বা 5 (2-1) а-а 
৮-সাপেক্ষে উভয় পক্ষের সমাকলন করিয়া, 


2 ifa 
TECE а fas 


বা i-l log,t=e+k, (К যদৃচ্ছ ধ্ৰুবক ) 
বা 2/-10851- 32 + 3 
বা 2 (0+) = 32 +108, (2+) +, 
[ 3৮=০ বলাইয়া, যেখানে о যদৃচ্ছ FIF 1] 
নির্ণেয় সমাধান, 
2y =x+log, (০+&) 7০, 


77. সমমাত্রিক অবকল-সমীকরণ ( Homogeneous differential 
equations): Mdg+Ndy=0 আকারের যে-সকল অবকল-সমীকরণে М ও N 
উভয়ে 2 ও% সম্বলিত সমমাত্রিক অপেক্গক, সেই সমীকরণে Zay বা уур ধরিলে 
Saanaa বিচ্ছিয় হইয়া যায়। বলা বাহুল্য, যে-অপেক্গকের প্রত্যেকটি পদের 
চলরাশির মাত্রা বা চলরাশিছয়ের মাত্রার সমষ্টি সমান, সেই অপেক্ষককেই জমমাত্রিক 
বলে। উল্লিখিত নিয়মে সমমাত্রিক অবকল-সমীকরণের সমাধান প্রণালীটি উদাহুরণের 
সাহায্যে ব্যাখ্যা কর! যাইতেছে। 


ФИ]. 12. সমাধান কর £ (০-2))+2 Hao 


প্রদত্ত সমীকরণটিকে (2_2) ৫+ dy=0 আকারে লিখিলে দেখা যায়, 
(а-2у)=М এবং == উভয়ে একমাত্রিক। স্থৃতরাং প্রদত্ত অবক্লল-সমীকরণটি 
সমমাত্রিক। 

অতএব এক্ষেত্রে, ॥=% ধরিয়া এ-সাপেক্ষে অবকলন করিলে পাওয়া যায়, 


бууд s 


dg dg 
প্রদত্ত সমীকরণ হইতে পাওয়া যায়, 1 


(@-2va)+ e (+ |0 
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বা (0 20+৮+28- =0. 


বা, (1-0) +2 0 


বা, (1-0) 4+2 4у=0 


বা, а. 0. dy 0 
1-% 
এইবার সমাকলন করিয়া পাওয়া যায়, 
Г т (К যদৃচ্ছ 44% ) 
বা, fE- [725 aoge LK =log ০ ধরিয়া ] 


বা, 106,2 –108,(1- у) =108,с বাঃ log, =; =108,с 
=0. ইহাই নির্ণের সমাধান 
у 


বা, 2-0 বা) -%--০ বা, g? 
ЖЕУ. Шу w= 
© 


? : Шыу m 
উদ্দী, 18. সমাধান কর ঃ кш 


у-у বা, у= ৫ ধরিলে, 

dy dy 

a vte у হইবে। 

প্রদত্ত সমীকরণটি হুইবে, 
dy 


৮+০- =y+ у 4 < «8 у 
Bia v+ tan 1, 21 tan 


চলরাশিদ্ধয়কে পৃথক্‌ করিয়া সমাকলন করিলে পাওয়া যায়, 
/®- ту де fen 29 
2 tan у sin У 
108,7 = 108, sin у +108,с= 108.0 sin ৮ 
т=с іП у ~- 


4, sin у= 2 বা, у=віп-2 2 


за-1 2 ২০০৩, 2 
বা, 2= 90 Zal, утып ৮ 
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Bal, 14. সমাধান কর : чи 


у= ух বসাইলে а ука 
REREAD 


z 


getye (5+2) е2 1 1+৮ (৮৮০৫) = =2v 
а dy 
বা, ৮ + й- = 20-1 


বা, 07 у? + 2р 1 = (у 1) 


চলরাশিছয়কে পৃথক্‌ ও সমাকলন করিয়া পাওয়া যায়, 
42 У ay Туе +1, 
ш ГЕ (৮2 


do ae ০ 1 
«ЕУ P টিনা 
106,8 = - [1০ (৮-1)- +e] 
বা, 108, +108, (y- 1) +108, oi 
1 
1 


বা, Лов, са (৮-1)৮-17 25 oa l-ie! 


৮1 
TLAN? 
РЕГ ст 
বা, (0-1) ея к 4 
>_ 
т, ০(/-০)-৫%- 
элө! 19 
Суў 2. Musin (2-1) 
1. 2—1 ЫК, 
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d d; Я 
ty) 57-42. Р РАСЕ 
+» dz ° >” dr (х—-у)* 
d 
LEE 8. (2+у- 1) 42= (22+ 2у+1) dy. 


(22+3у+1) 4:=(42+ бу _ 3) dy. 
all +y?) 4০+1/01 +r?) dy=0. 


ау 2% +у? 19. Fu 
dz 228? | dg yta 
CEET 14. аур Ма +y? 
dr * йк S 
ау руу? ду _% (/+2) 
tist, . 1m. 
аз т а? 16 ат 2(/-০) | 
412 32+5% 18 dy; у | 
de 5=-3у` 1 de gtty™ 


(0° +y°) dy- 22у dr=0. 
0৫ + (xy + 2y?) de = 0. 


উত্তরমালা 


প্রশ্মমালা 1 


1. O মূলদ (1) অমূলদ (äi) অমূলদ (іу) অমুলদ (у) 49% 
(мї) sqa (911) মূলদ (үй) মূলদ (іх) মূলদ (х) ул! 

3. 888, 348, ттш tt 

4, 52 এবং '6; »/ এবং ১5, (অন্ত সংখ্যাও হইতে পারে )। 

5. (i) “28578, “28581, "28671, 3, 428571. 

(й) 35554...) *35612--:, 35621... 
7. 1414 এবং 1415. 10, x=4 বা 4. 11. ৯৯০, 
14. (0) яә নয় (ü) সত্য (Ш) সত্য (iv) সত্য (у) সত্য। 


প্রশ্নমাল! 2 
1.°@ (х) = 2х5, хе (i) 7 (2х)=2х+1, x €I 
(ii) /(х)=2х-1,х,‹% (iv) f= хе} 
(у) /(10х+у)=х+у. 
2. G) М; [2, 28], যেখানে п অখণ্ড 9754711 
Gi) 02, 21]; [3, 2741] п অখণ্ড ধনসংখ্যা। 
(ii) N; [1, 22-1], п স্বাভাবিক সংখ্যা । 
Gv) N; 11,21. (у) [10,99]; [1,18] 

з. @ অপেক্ষক; 70). (0) গণিতের ভাষায় প্ৰকাশযোগ্য অপেক্ষক 
নছে। (i) অপেক্ষক ; 1(%)- 28. (у) অপেক্ষক ; /()-4% (у) অপেক্ষক 
নহে, কারণ প্রত্যেকটি ধনাত্মক বাস্তব-দংখ্যার একাধিক চতুর্থ মূল আছে | 
(м) অপেক্ষক নহে, কারণ %-এর মান খণাত্মক হইলে »/% কাল্পনিক সংখ্যা): 
(৬8) অপেক্ষক নহে; ধনাত্মক ও খণাত্মক ছুই-ই হইতে পারে। (viii) অপেক্ষক ; 
/(ху=*/ж. Gx) х=0 হইলে অপেক্ষক নহে; х-91 অন্ত সকল বাস্তব মানের 


| 
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জন্য অপেক্ষক। (х) অপেক্ষক নহে; দুইটি অঙ্কের সমষ্টির মান নির্দিষ্ট, কিন্ত এ 
দুই অঙ্কে একাধিক সংখ্যা লেখা যায়। 

40). -3 (@ 3 (ii) 26 (Gv) 67 (у) 6 (у) -9 
(Vi) 3 (vii) 9 (іх) 3 (ж) -4 (+ 

5.02 @ 3 0) -1 (у) 2 (у) 2 (м) 2 (уй) 2 
(уй) 3 (5) + (кю 4 

м6. @ [1,10]; (i) [0,9]; (й) 1. 

7. (00:111415 Gi) [0,3]; (ii) 1. 

8. 0 1-е, =], [Le]; di) [০১০], [- =, ә]; 


(ii) А-0, 10,11; (iv) 10, 1], 10, 11; 

(у) 7711, 254; (мї) 713 R; 

(уй) R, R; (viii) . R~ {0}, R~{0}; 

(іх) [- =, 1] [0, =]; @) [-1,1], [0,1]; 
প্রশ্মমালা 3 


(3) R (6)7 (7) @ Кх) =0 হইলে; (8) Лх) =с হইলে, যেখানে ০70. 

9. (0) 1, 2, 3,4, 5,6,7. (i) 2,5 10. 11125, 9. 11.@) +созх 
Gù sinx; Gii 0 Gv 1 (у) 35090 9,140) А, [0,21 
(i) R, [—2, 0]. 


প্রশ্নমালা 4 


1, @ R4 gaa বলিয়া /-: আছে, (1) RA gaS আছে, 
(Ш) 7 নাই, কারণ / অংশত হসমান, অংশত বর্ধমান (іу) /-* আছে, কারণ 


প্রদত্ত ব্যাপ্তিতে / সর্বৈব বর্ধমান (у) প্রদত্ত ব্যাথ্থিতে / সর্বৈব হ্পমান, /-* আছে। 


2.0 уе) +1) (i) у= сту Gi foia 


(у) [0, 1 [ ব্যাপ্তিতে ЖМӘ= тт: É Ro 05) Nx. 
3 To, 37. 09 4. ব্যাপ্তি 471001 5. ব্যান্তি R. 


76, ব্যাপ্ত К^Л-11[. 8. 6 এবং. 9.1 11, got, 


je 
13. 5-:০9৯ 42+) 16. SO)=sin x. 
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প্রশ্নমাল। 5 
Lo -% (8) 2 (ра. (2) r [30% (06 (5) -1 (6) 2 
() 1 (8) 4 (9) 0 (10) 2505 13. 0) х= বিন্দুতে (ii) х=2 বিন্দুতে 
(ii) х= жа বিন্দু-দুইটিতে। 17. (i) 0 Gi) seca (й) а স্থানে এ 
হইবে | উ£ соза (iv) 3 ৫) СЦ wi) J (vii) 1 (мй) 0 
üx) 1 (к 1 20. 1. 

eaii 6 
1.002 (i) 2:00) 4:0%) 0 (у) 8. 2. G0 (i) (й) І 
(Gv) 2а (у) 20, 3. O (i) 2 Gii) 3. 8. (01 (i) 84. 


Lt a Lt 
9. хот tan [х]= "56 এবং x>; [tan x ]=0. 11. 11. 12. 07 2. 


эдеп 7 
1.03 (i) -3 dia (v1 @ т (Vi) -4 (vii) 2x 
(viii) -4x (ix) 2ax (х) 2ax+b (xi) Зх? (xii) 15 (xiii) 4х°. 
34x" 
Я ij К ыў 1 „Рем 1 
2. (i) cosx (ii) -sinx (iii) ~ Т 3. (i) =) (ii) a 


Gii) 1+1орх (іу) —tan x (v) 1 cot (2). 4.0) 80) -1 


(88) 409) 16, 5. (i) 2e?” (ii) (i +log x ехе Gii) ৫০০৭, 
এ ну 1 ЕЛИТ 5 i F эйе: С 

6. (1) 2х (ii) ЕЕ (iii) 2х+2 (іу) 3х? – бх (v) 2х-1 হি 

(vi) cos x-sinx (уй) зес°х-1 (viii) —совес°х+1 

Я 1 Eti s А х* соз 

(x) +z -a ) T+ গ, Gx’ sin x+ 907 

(i) 1+logx (iii) (2х +3) log х+х+3 (iv) 1 +соѕ 2х 

(у) соз х—вес*х (vi) 2х=6 (vii) ০৮ аа х) 


(viii) 4055) (ix) JEst OTD (x) 871 
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г үү Р 2 „у х2-2х-1 
(xi) ү 2x +cos x- sin x 8. (i) (নর (ii) ডে 

PEE (РЁ) BRT x(2-x) wi) G-l)e* 

(iii) EA EAF (iv) ইহ (v) কব (vi) TEN 


১১১০০৪১510০ (৮7 А 1 
ЭВ Ну совес хх Сох (1) ————— 
( х" yon е) 1+с05 х 


їйї! л 2008 % у 2sinx 
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о 2 ‚у (х- 2er А, এ দিনে 
টা (sin x+cos x)? Giv) х" (ау) 20০৫ х-1)°` 


Д 1 25 уу}... 1 এ 
10, (i) ——— - 15 2) ২ 7 2 2. 
0 4271 দা a 2x Vlog x Lee 
al © 1 сы 1 
sot = ১০১০২ fo ETE O і 2=2- 
(у) sotx (vi) z coslogx (vii) শত (viii) ЖЕК 
(ix) tanx (х) —со{х (zi) 2০০5 (xii) em * cosx কি 


ВЕ cosx, নৰ tan х а 
(xiii) -e ` sinx (xiv) е DX sooty (xv) (24+ ђе“ +৮৪+০ 


cos x- Sin x x Fe. dis 
(xvi) xvii) _ sinlogx (xviii) –е° cos e” 
sin Hy соз х pä х в (zviti) 


бї) 7 TAI ডা (xxi) = (ЖАЮ) হি 

(xxiii) a BRE (xxiv) = 5 নি, 

(хху) লন" 25120) 20:0 (ii) 1 (8) ৪৩০৪৪ 
(iv) 8 tan 0 (у) реа 12. 0) 2 @ т 

08) ү фр 2, 0 - রন 13.0 ar loge a 


(i) (1+x)*log (1-х) +х(1 + х) 
(Ш) (1 х)° log (1-x)+x(1- x)=-* (iv) ৫০, e” log а 


Ей Е ১৫ 1 
(у) e° . a* log a. 15. (i) (i) - х 


1+т(у— а (vi) 


У 
ШЕ 21) =T х ae х(е®” — x(1-y log х) 
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а 01-х log y) i) _sinx ыш х) 
(уй) 7 (уш) -= টি = Е 
Hx log у-у). 1) 25৪ (8) _ Ше 
(х) 29 ін নে 16. (i) 2x° (ii) -cotx (iii) -tan x 


(iv) (у) -1. 17. 66 c.c./sec. 18. 240 m/sec; ~ 


ЛЕ 
120 m/sec. 19. 05 সে, মি./লে. 20, 1 মি./সে. 

প্রশন্মমাল 8 
1, 1 ঘন সে.মি. 2. 2 ঘন সে.মি. 3, 3275 ঘল সে. মি. ; 45 বর্গ মে, 
4, 6 ঘন সে.মি. 5. 0)108)41 (ii) 39 6. 10357, (i) °88348 
(8) 84858 8. (i) 271169 (020419 9. 121253 10, 9:999. 
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12. 2 cosec*z cot т 13. 2, вес? 1.2 sec 1 
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9 
2৪ 3% 2g? 525 
Fte 2 z +e 3. 53 +e 4 gte 
i+ 6. =-у+с 7 Sesto 8. 2/24+6 


5 
yite 10. par 11. 26-2 Ee 
1 1 0° 30° 
з টস 4 এ ЖИНИ tea 
g Ете 13. 12; ৫6০ +3)+0 14. 3 2 +221+6 


(০4405 -5)৯০ 16. 2290830 +в 


চা 18. —со$ ав + іп ৮০+ с 

9 
S 26876 20. 22-82-7108 e+e 

- мӣ cos +e 22. М sing+o 

sin m+ Cos w+ 24. ger" + 00830 +0 

kn ап 
2e ? Кек т _5їп 9л 

টি 2 +o 26. টি +6 
т sin 22 Р 
5 টি 28. - ঠ (cos 22 + іп 22)46 - 
т? 
æ+log 2+0 30, ZT 1108 2+0 
Sec д — cosec x + с 32. sin-*sx+c 33. ѕіп-і2 108 2+0. 
প্রশ্নমালা 11 

ec, Z ~ COBE? 3, кыо 4. log (e®-a). 
log (е^ + e-z) 6. log (ее 5 ; 7. log sin 2. 


log tang. 9, 108 (4০9 +32+1), 10. #108 (325+ 2241). 


b аг বি 1 (айе 14, р, 
2108 (69+). 12, নি এত Чана, z 


15. 2108 51 A 16. 2108 (e° -a)-0. 17. 10р (соѕес w —cot т). 
18, Sine, 19, ৪০0০8). 20. бах {шт 
tan™x (log x+ a)" 4 š 1৮8 
22. е 23; о 24. & (108 z)’. শি 
1 ৪ z -1% 
26, নয 27. -cot (26 ).. 28. фп. 
29. 108 (1 +е*). 30. + (ап: 2°. 31. $ tang". 
32, $ tante’. 33, tan™* sin 2. 34, tan”: sin? v. 
35. ytan- হো, 36, 8 tan“: 272, 37. Ура" 5 
GA а? (0075 2° 2-2 
38. (апт? log z. 39. J tan - 40. 1108 27 2 
n ат-Ь 22-1 а Ьа -с 
41. Jab Беру 42. $log ঢল 43, 20198 লন 
2+2 3+ 5іп w Ена 
44. Flog 5 45. $ls sne 46. log (2+ 4054) 
47. log(t+ J16). 48. ৪07 পু 49. вш”! $. 
রা এ ০2 аа 22] 
50, sin Ji 51. sin SF г> ар: 
351 Jos + 1-1 
58. ASIN 5. 54. Flog У 
z /а® + 1+1 
etatai 12 
PEE T 5 2 Ge- Dare. 32108 05 22. 
z 3108-1) 5 -01+1982) P i 
4, টিলা কি গা নল . 6 (9+1) sin т. 
7. 2 tan х +106 cos এ, 8. -x cot т +106 віп 2. 
9. Ду сов 2a +} sin 22. 10. б sin 22+ 1 cos 2s. 
11. (2- 2") соѕ 2+ 22 sin т. 12, (2+2) віп х +22 cos т. 
13. 2 80-52+ /1-т°*. 14, 21080-5 г - #108 (1+0). . 
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2 
; © сос! +i 074 08072 д, 


কলন গণিত 
2903 %+ log (1 402). 16. œ 58০-%-108 (æ+ //2* ~ 1) 
æ cosec™t ৫+10 (z+ 4/22 _1) 18. = {ап-*2—{х+:1{ап”1д 


(z- 2)5 _(5-2)5 
20. জিভ” 


z (log z)? + 2% (1 – log 2). 
2 (ов 2)°— 3s m" log 2+ 18৮ ০5. 23. æ séc v- 
= q ০9৪6০ x + 25. xe” [ 108 (৮ e”)- 1]. 
(2—1) (m-2)}* _ 2 [(ш-1)(«-—2)+% _ | 
11 TEES H2 156 4 
а 
Tp gsn 2®-4 cos 20. 28. হু +2 sin 22+} cos 22. 
গ্রশ্থমাল। 13 
3 76 2৮712 4. 2а Ft. Sf 6. & 
/-12) 87978. 80:21. СУЧ, оед 
2015 — k?) 13. e-e? 14. е-е 15. е-е». 
প্রশ্নমালা 14 
- |} с 
16-26 32 4 (4+5). 57 69 
1217.8. 18-58-9185 50) :28 11. 23-12. .8$ 
12 14532 15. 12 16. (b°-a°) 17. 2а(# – c°) 
Bat 19. 44 20. 6}: 
aatar 15 
48 2. i 34% 52 4 $ 5, 4 6. 15 
54 8. 39 9. (е1) 10. 2-3 108 5 
log 2+4 12. 1022-14 13. 4+log5 
-log 3 15. log5 16. 1 17:1 
+ 19. -4 20. 2-cos 1 2175 22. 2 
EO O OE (%) 5 00р 


35. 


40. 


44, 
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2 
(ш) go 32 TÈ 33, $log (ab). log 0 34. A у5— „/2) 
1 3 ла? та? 
т 36. ভু 37. logg 38. = 39. T 
(1- 1) 41. 2108 21 427 аў), 43712 
1 
=}. 45. 1082. 46. 8 147. 1 48. 1+9 log 2. 
প্রশ্নমাল। 16 
8 বর্গ একক; 2. 36 বর্গ একক; 3. 12 বর্গ একক ; 
8r বর্গ একক 5. 2 বর্গ একক ; 6. 2 বর্গ একক ; 
45 বর্গ একক; 8. (i) $ বর্গ একক (ii) ৫ বর্গ একক; 
24 বর্গ একক ; 10. €বর্গ একক; 11. 28৮ বর্গ একক ; 
12 বর্গ একক ; 13. 21 বর্গ একক; 14. 38৮ বর্গ একক ; 
37 বর্গ একক ; 16. Зт বর্গ একক) 17. 8 বর্গ একক; 


160: বর্গ একক ; 19. €4(৫-%) বর্গ একক ; 


12 বর্গ একক ; 21. $ বর্গ একক ; 23. (97—24) বর্গ একক; 
$ বর্গ একক ; ০-অক্ষের-নিচুদিকে অবস্থিত ; 


£ বর্গ একক; 26. 24+ 25т বর্গ একক | 
প্রন্সমালা 17 
а d 
y-o 9-0. 2% 0-22 92-0. 3. 2+ Je = (0), 
уйт +05 хау=0. 5. у ০০9৪8 %- е 2-1. 
, («+ 04у + (у+1)4ж= 0, 
প্রশ্নমাল। 18 
. (y-a) (у+а+1)=о. 2. (1-10) = с. 3. 2৪4+%24-24-%/-0, 
g? +y? +@ж%*+у#+шж+у=с. 5. g +30 +0 ৪, 
tl -а-уно, i eye 8. д°%-у°%=с. 
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DE. 10. %—у%=с. 11, @-у=осту. 
+2 7 
দু 13. ২1-_22. (3-%)-০ 14. у= 01+ а). 
Маз 0571) ৮৮167175215 М1=у =c. 
sin д Cos y=0. 18. tan 2 tan y=c. 


ту=се. 20. r=c (1+ іп Й. 21. (01070400101 =c. 
е®+е%=с. 23, е® + ev + се = 0. 24, (к-1)(у—1)=ве*+” 
вїп^® œ+ sin™’y =c. 26. &/- с. 27. у= ск. 


2% у= 1: 
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+2 4/6 у +106 (২/০-%- 1)+с=0. 
{ап (т =) + ес (2-р) = t+ c 


cot 25 2+0. 4. tan 227 -w+0=0, 
y=a tant EHN 0, 6. у= log ZY- to. 
а т-у+а 


Тг в+о=2у + 3 log (4w + 8y +5). 8. x=2y+log (2+1) +0. 


42у =21z+15 log (14@+21у—3)+е. 10. 2৮07 2202 =0. 


-1 
= (2-0) (log 2+0). 12. log (2° +2) + 2ап Ic. 
æ? + 2у° (с +108 у) =0. 14. с2%-7+ „Ја? + у?" 
চে 
৮৮০ 16. . ту=се 


-1 з 
3105 (у? + 2%) =tan Bto. 18. ৪ ৫" 


g? у? =ош. 20. 22/-৫ (2+0). 


471191 ( Mechanics ) 
প্রথমাংশ 2 2165227) ( Dynamics ) 


জল sara 
বেগ ও ত্বরণ 


( Velocity and Acceleration ) 


171. aafaa (Mechanics)?  যে-বিজ্ঞানের আলোচ্য বিষয় হইল 
বলের অধীন বস্তুর গতিশীল বা স্থিতিশীল অবস্থা, তাহাকে বলবিদ্যা! বলে। 

বলবিদ্যার () যে-শাখায় বলাক্রান্ত বস্তুর শুধু গতিশীল অবস্থার আলোচনা হয়, 
তাহাকে গতিবিষ্য| (Dynamics) এবং (1) উহার যে-শাখায় বলাক্রান্ত বস্তুর শুধু 
স্থিতিশীল অবস্থার আলোচন! থাকে, তাহাকে বলে স্থিতিবিদ্য। (Statics) I 

গতিবিদ্যার আবার দুইটি বিভাগ। উহার (111) যে-বিভাগে গতিকে বস্তুর 
ভরনিরপেক্ষভাবে নিছক গতি হিদাবেই বিচার করা হয়, তাহাকে "ЖЛ 
(Kinematics) এবং (іу) অপর যে-বিভাগে গতির কারণ ও.বলাক্রান্ত বস্তুর ভরেরও 
বিচার হয়, তাহাকে বলে চলবিগ্া। (Kinetics) 1 


12. AS-a মৌল্নিক AN বস্তকণার গতি সম্বন্ধে 
আলোচনার স্চনাতেই অবস্থান ও অবস্থান-পরিবর্তন সম্বন্ধে কয়েকটি মৌলিক ধারণার 
আলোচনা প্রয়োজন 1 


(а) অবস্থান (Position)? সর্বপ্রথম “মনে রাখিতে হইবে যে, কণা বা 
বিন্রুবিশেষের অবস্থান বুঝাইবার জন্য কোন একটা স্থির অক্গতত্ত্রের প্রয়োজন হয়। 
কার্তেজীয় অক্ষতন্ত্রে পরস্পর লঙ্বচ্ছেদী দুইটি সরলরেখাকে অক্ষ ধরিয়া বিন্দুবিশেষের 
অবস্থান নির্ণয় করা যায়। সেইভাবে কার্তেজীয় একটি অক্গযুগলের তুলনায় যে-বিন্দুতে 
একটি বস্তকণ! অবস্থিত থাকে, তাহাকেই বলা হয় এ কণার অবস্থান (Position) | 


(0) অবস্থান-পরিবর্তন (Change of position)? গতির ফলে বস্তমাত্রই 
চলমান হয় এবং তাহার ফলে উহার অবস্থান-পরিবর্তন ঘটে। 

এই অবস্থান-পরিবর্তন, বক্র বা সরল ছুই প্রকার রেখাতেই ঘটিতে পারে এবং 
সময়ের নিরিখে এই ছুইপ্রকার অবস্থান-পরিবর্তনেরই হার নির্ণয় করা যায়। প্রতি 
একক সময়ে মূল অবস্থান হইতে পরিবর্তিত অবস্থানের দূরত্ব দ্বারা এইরূপ অবস্থান- 
পরিবর্তন বা চলনের হার নির্ধারিত হয়। 

(1) fè (Speed)? পথচলার এই হার যখন কোন দিক্‌ বা অভিমুখ স্থচিত 
করে না অর্থাৎ যখন উহা! বক্র বা সরল, যে-কোন পথে দিকৃ-নিরপেক্ষভাবে প্রতি একক 
সময়ে অতিক্রান্ত পথের দৈরধ্য-স্থচিত একটি হার বুঝায় তখন উহাকে mfè (Speed) 


4 বলবিদ্যা 


বলে। উদাহরণস্বরূপ, কোন বস্তু যদি সেকেণ্ডে 5 সেটিমিটার পথ অতিক্রম করে তবে 
তাহার দ্রুতি হইবে সেকেণ্ডে 5 সেটিমিটার বা সংক্ষেপে 5 সে.মি./সে. | 

(2) সরণ ও বেগ (Displacement and velocity)? আবার কোন 
বস্তু বা ব্যক্তি যখন একটি সরল রেখায় নির্দিষ্ট অভিমুখে অবস্থান-পরিবর্তন করে তখন 
ওঁ সরল রেখায় নির্দিষ্ট অভিমুখে মূল অবস্থান হইতে পরিবতিত অবস্থান পর্যন্ত দূরত্বকে 
বল! হয় সরণ (Displacement) 1 


সময়ের নিরিখে সরণের হারকেই বলে বেগ (৮০1০০1/5)। উদাহরণস্বরূপ, 
АВ মুখে ও সরল রেখায় 6 সেকেণ্ডে কোন বস্তুর সরণ যদি 90 সেটিমিটার হয়, তবে 
সময়সাপেক্ষে তাহার সরণের হার হইবে সেকেণ্ডে 30 বা 4 সেটিমিটার। দ্রুতির মত 
এই সরণের হার ч) বেগকে লেখা হইবে, 47 মুখে সেকেণ্ডে 4 সেন্টিমিটার বা সংক্ষেপে, 
АВ মুখে 4 সে.মি./সে.; বলাবাহুল্য, ВА মুখে 4 সে.মি./সে. বেগটি হইবে প্রথমোক্ত 


4 বেগটির বিপরীতমুখী। কাজেই АВ মুখে 
в  £ সে.মি./সে, বেগটি যদি ধনাত্মক হয়, তবে 
উহার বিপরীত মুখে অর্থাৎ ВА মুখে বেগটি 
iR foa হইবে খণাত্মক এব সেই কারণে তাহাকে 
-4 সে.মি./সে. আকারে প্রকাশ করিতে হইবে । স্পষ্টত, প্রথমটিকে ধনবেগ ধরিলে 
দ্বিতীয়টিকে খণবেগ বলিয়া গণ্য করিতে হইবে। 
বেগ আবার ছুইপ্রকার--সমবেগ ও অসমবেগ। 
(0 অমবেগ (Uniform velocity)? afoga বা অমিতক্ষুদ্র সমান সমান 
সময়ে একটা নির্দিষ্ট মুখে সমান সমান সরণ হইলে সেই সরণের হারকে সমবেগ : 
(Uniform velocity) বলে | еі প্রতি £ সময়ে যদি з পরিমাণ সরণ হয় তবে, 


সমবেগ о হইবে = অর্থাৎ у= বা s=vt. 


7 № 


| 


Gi) অসমবেগ (Variable velocity)? কিন্ত সমান সমান সময়ে, দিকে বা 
মানে অসমান সরণ হইলে সরণের সেই অসম হারকে বলা হয় অসমবেগ (Variable 
velocity) 1 ta, tos ta প্রভৃতি সময়ে কোন বস্তুর সরণ যদি যথাক্রমে зу, Sa» $৪ 


প্রভৃতি হয়, তবে উহার বেগ г, কালপর্বে ео, ta কালপর্বে а-о, {5 কালপর্বে 
1 


120 ইত্যাদি । সেক্ষেত্রে ,+ +854 :::= কালপর্বে বস্তুটির বেগ হইবে 


অসম। 


IA 
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(ii) গড়বেগ (Average velocity)? মোট £ সময়ে অসমবেগে চলমান 
কোন єч যদি মোট সরণ হয ৪ তবে তাহার গাড়বেগ হইবে ৪. এখন) Т 


৪847927887৮ ৯1442788477 এবং 5) tas ts 
প্রভৃতি কালপর্বে বেগ যথাক্রমে va, тш, 0৪ প্রভৃতি হইলে, 


2e ৮৪৬78975871 _ Vats +0: Ов, 
২০0 নান і 


(у) বিশেষ মুহূর্তে বেগ (Velocity аё ап instant) = বেগবান বস্তর 
সরণ ও সময় একটি অপেক্ষক-সম্পর্কে সম্পর্কিত; কেননা সময় ৮এর পরিবর্তনের সহিত 
সরণ ও-এর সম্পর্ক একটি নিয়মে বাধা থাকে। স্থতরাং ta, /৪, £৪ প্রভৃতি এর প্রতিটি 
মানের 59 সরণ ৪-এর যথাক্রমে зу, $2, ৪৪ প্রভৃতি একটি এবং মাত্র একটি করিয়াই 
মান পাওয়া যায়। 

এখন ধরা যাইতে পারে সময়ের পর অমিতক্ষুদ্র সময়ে সরণ যেন হয় 


অমিতক্ষুত্র 6৪ পরিমাণ। স্থতরাং এ &/ সময়ে বেগ gai. স্পষ্টত, এই 5а 
সীমাস্তমানই হইবে £ সময়ের মাথায় বিশেষ মুহূর্তের বেগ। 
бз ds 
£সময়ের মাথায় বিশেষ মুহূর্তের বেগ 17, E "© 


5290 бї 
এইভাবে, (-সাঁপেক্ষে ৪-এর অবকল 189-8 ৮£এর মাথায় বিশেষ 
মুহুর্তের বেগ সূচিত FTA | 
(у) বেগের একক £ এফ.পি-এস্‌ পদ্ধতিতে ( Е. Р. 5. system-4 ) প্রতি 
সেকেণ্ডে 1 ফুট পরিমাণ বেগকে একক হিসাবে ধরা হয়। পি-জি-এস্‌ পদ্ধতিতে (0, б. 8. 
вузбеш-4 ) প্রতি সেকেণ্ডে 1 সেটিমিটার পরিমাণ বেগকে বলা হয় এক একক বেগ। 


13. CaCa FSN (Representation of velocity) 2 বেগ যেহেতু 
নিদিষ্ট দিকে সরণের হার, সেইহেতু উহার মধ্যে সরণের মান এবং দিক্‌, এই দুইটি 
ধারণা নিহিত আছে। কাজেই বেগকে স্থচিত করিতে হইলে এমন একটা কিছু চাই 
যাহার মানও আছে, দিকৃও আছে । একটু ভাবিলেই দেখা যায় যে, খণ্ডরেখার মধ্যে 
এই দুইটি গুণই রহিয়াছে | উদাহরণন্বরূপ, 48 খণ্ডরেখাটির দৈর্ঘ্য 47--উহার মান 
সুচিত করে এবং উহার প্রান্তবিন্দ-ছুইটির ক্রমবিস্তাস দ্বারা উহার দিক্‌ সুচিত করা যায়। 
АВ বলিতে 4 হইতে В অভিমুখে АВ পরিমাণ দৈর্ঘ্য এবং ВА বলিতে В হইতে 
4 অভিমুখে ВА পরিমাণ দৈর্ঘ্য_এইরূপ ধরিয়া লইলে, AB দ্বার| দিকে ও মানে একটি 
বেগ স্থচিত করা চলে। Ся ВА দ্বারা 4-এর মানে সমান কিন্তু দিকে বিপরীত 
একটি বেগ স্থচিত করা যায়। 

সুতরাং খণ্ডরেখা দ্বারা বেগকে সম্পূর্ণ ভাবে সচিত করা চলে। 


6 RT 


14. caa ও maa SAR] (Comparison between velocity 
and speed) বেগ বলিতে নির্দিষ্ট দিকে সরণের হার এবং ГӘ বলিতে শুধু পথ 
অতিক্রমণের হার বুঝায়। (1) বেগের সংজ্ঞায় দূরত্ব, সময় ও দিক্‌_-এই তিনটি ধারণা 
নিহিত, কিন্ত «әт মধ্যে পথের দৈর্ঘ্য আর সময় ছাড়া, দিকের কোন প্রশ্ন নাই। 
(9) দ্বিতীয়ত, বস্তকণার দুইটি অবস্থানের দূরত্ব বলিতে দুইটি বিন্দুর দূরত্বই বুঝায়। 

জ্যামিতির প্রাথমিক জ্ঞান হইতে আমরা জানি যে, ছুই 

বিন্দুর দুরত্ব উহাদের সংযোজক সরল রেখা দ্বারাই পরিমিত 

a হয়। কিন্ত পথের দৈর্ঘ্য সরল বা বক্র যে-কোন রেখায় 

বিস্তারিত হইতে পারে। একটি বৃত্তের পরিধি ধরিয়া গমন 

R বুঝাইলে, নির্দিষ্ট সময়ে সেই পরিধির যতটা অংশ অতিত্রান্ত 

F হয়, তাহার 0098 পথের দৈর্ঘ্য। ধরা যাক, 09: চিত্রে 

ডি প্রদণিত বৃত্তটির পরিধির উপর দিয়া 2 বিন্দু হইতে একটি 

বস্তকণা যেন 7 বিন্দু দিয়া 0 বিন্দুতে পৌছায়। এখানে পথের দৈর্ঘ্য নিশ্চয়ই POR 

চাপ। P হইতে -এর দূরত্ব কিন্তু РО জ্যা। তাহা হইলে বস্তকণাটি PRO চাপের 

সমান পথ অতিক্রম করিয়াছে । কিন্তু উহার সরণ হইয়াছে 70 খণ্ডরেখা পরিমাণ, 
সুতরাং পথের দৈর্ঘ্য বলিতে সকল সময় দূরত্ব বুঝায় না। 


(8) তৃতীয়ত, দ্রুতির পথটা যখন সরল রেখায়, তখনও উহ! বেগের সমার্থক 


হইতে পারে না। কারণ দ্রুতির মধ্যে দিকের উল্লেখ নাই। উদাহরণন্বরূপ, АВ 
সরল রেখায় 0 বিন্দু হইতে একটি বস্তুকণা যেন এ রেখাপথেই সেকেও্ডে 4 সেন্টিমিটার 
হারে চলমান তাহা হইলে সেকেও্ডে 4 সে.মি. হইল বস্তকণার দ্রুতি। এখন কণাটি 


04 বরাবর বা তাহার ঠিক বিপরীতমুখে ОВ বরাবর যে দিকেই চলুক না কেন, 
উহার দ্রুতি উভয় ক্ষেত্রেই সেকেণ্ডে 4 সেমি. 9 __ 9 
-৯ — в O A 
04 বরাবর CETS 4 সে.মি. বেগ, ОВ বরাবর সেকেণ্ডে ৪নং চিত্র 

4 সে.মি. বেগের সম্পূর্ণ বিপরীত। অর্থাৎ ОА বরাবর 


বেগকে যদি 4 সে.মি./সেকেণ্ড হয়, তবে ОВ বরাবর বেগ হইবে 4 সে.মি./সেকেও 1 
সুতরাং দিকের বিচারে সম-পরিমাণ দ্রুতি দুইটি পৃথক্‌ বেগ সুচনা করিতে পারে। 

(4) চতুর্থত, দিকৃ-সংজ্ঞাযুক্ত দ্রুতিকে বেগ বলা যায়, অর্থাৎ বেগমাত্রই নির্দিষ্ট 
দিকে দ্রুতি। কিন্তু ক্রতিমাত্রই বেগ নহে। 

15. SAA (Acceleration) 2 


() ত্বরণ ও মন্দন 8 চলমান বস্তুর বেগ-পরিবর্তন সম্বন্ধে সকলেরই কিছু-না- 
কিছু প্রত্যক্ষ অভিজ্ঞতা আছে। রেলগাড়ির কথাই ধরা যাক। যাত্রার সময় উহা 
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প্রথমে আস্তে গা নাড়া দেয়। তাহার পরই উহা ক্রমে বেগ বাড়াইতে থাকে। আবার 
থামিবার আগে আস্তে আস্তে গাড়িটা উহার বেগ কমাইয়া আনে এবং শেষ পৰ্যন্ত 
একেবারে থামিয়া যায়। এইভাবে হাঁটাচলা ও দৌড়াদৌড়ির সময় মানুষও নানাভাবে 
নানা সময় তাহার বেগ পরিবর্তন করে। 

এই বেগ-পরিবর্তনের হারকেই বলে ত্বরণ (Acceleration) | 


(н) মন্দন£ ত্বরণ কথাটির আক্ষরিক অর্থ ত্বরান্বিত বা তাড়াতাড়ি করা। 
বেগ-পরিবর্তন কিন্ত সবসময় একমাত্র ত্বরান্বিত করা৷ বা বেগের বৃদ্ধিই বুঝায় না। 
কখনও কখনও উহ! বেগ কমানোর অর্থও বহন করে। সেইজন্য হ্রাসের দিকে বেগ- 
পরিবর্তনকে কখনও কখনও মন্দন (Retardation) বলা হয়। কারণ মন্দন শব্দের 
অর্থ গতির ক্রমাগত মন্দীভূত বা হাস হওয়ার হার বুঝায়। গণিতের ভাষায় মন্দন 
হইল খণাত্মক ত্বরণ | ত্বরণ এইভাবে ধনাত্মক ও খণাত্মক, দুই-ই হইতে পারে। 

Gi) সমত্বরণ ও অসমত্বরণ  অমিতক্ষুদ্র সমান সমান সময়ে সমান সমান 
বেগ-পরিবর্তনকে বলে সমত্বরণ (Uniform acceleration) ; সেইরূপ অমিতক্ষত্র 
সমান সমান সময়ে অসমান বেগ-পরিবর্তনকে বলে অসমত্বরণ (Variable accelera- 
tion) | 


liv) ত্বরণের ভাষা! (Expression for acceleration)? বেগ যেমন উহার 
ইংরেজী প্রতিশব্দ velocity- WIRI ০-দ্বার| স্থচিত হয়, ত্বরণ তেমনি উহার প্রতিশব্দ 
acceleration-র ‘a’ দ্বারা সুচিত হয়। ত্বরণ কথাটি আবার উহার আরেকটি 
কাছাকাছি শব্দ ত্বরিত শব্দের ইংরেজী প্রতিশব্দ fast- IRI / দারাও সুচিত হয়। 
ত্বরণ বুঝাইতে এই গ্রন্থে /-ই ব্যবহৃত হইবে। 

এখন বেগ বুঝাইতে о সে.মি./সে. আকারে সরণের সঙ্গে একবার সময়, উল্লেখ 
করিতে হয়। ত্বরণ যেহেতু বেগ-পরিবর্তনের হার, সেইহেতু বেগ বুঝাইবার জন্ত 
একবার এবং প্রতি একক সময়ে সেই বেগের পরিবর্তন বুঝাইতে আরেকবার সময়ের 
উল্লেখ করিতে হয়। সুতরাং প্রতি সেকেণ্ডে যদি у সে.মি./সে. পরিমাণ বেগ-পরিবর্তন 
হয় তবে উহাকে লিখিতে হইবে সেকেণ্ডে / সে.মি./সে. পরিমাণ ত্বরণ। সংক্ষেপে এই 
কথাটিই লেখা হয় у সে.মি./সে.* এইভাবে। 

অতএব 5 সে.মি/সে.ঃ দ্বারা বুঝিতে হইবে সেকেণ্ডে 5 সে্টিমিটার/সেকেও 
পরিমাণ বেগ-পরিবর্তন হইতেছে। 

(у) ত্বরণের рө (Representation of acceleration) 3 ত্বরণের সংজ্ঞা 
হইতে দেখা যায় যে, উহা আসলে প্রতি একক সময়ে মূল বা প্রারম্ভিক বেগের সহিত 
কত পরিমাণ বেগ যুক্ত বা বিষুক্ত হয় তাহাই সথচিত করে । KENS বেগের মত ত্বরণকে 
খণ্ডরেখাদ্বারা৷ দিকে ও মানে 25059 করা হয় ।' 


৪ বলবিদ্যা 

(৮) ত্বরণ-প্রকাশে তন্তবকের ব্যবহার ৪ সংজ্ঞা অনুসারে ত্বরণ হইল 
বেগ-পরিবর্তনের হার। স্থতরাং ত্বরণ у দ্বারা বেগ ও সময়ের একটি অপেক্ষক সম্পর্ক 
RÈS হয়। বেগ যদি ৬ হয় এবং সময় যদি হয় £, তবে £এর অমিতক্ষুদ্র %/ পরিমাণ 
পরিবর্তনের জন্য ০-এর অধিতক্ষুদ্র পরিবর্তন যেন হয় дә; তাহা হইলে 6৫ সময়ে বেগ- 


পরিবর্তনের হার হইবে 


V 


অতএব সময়-সাপেক্ষে к সীমান্তমান লইলে একটা বিশেষ মুহূর্তে ত্বরণের 


t 
মান পাওয়া যাইবে 1 
v у 


ত্বরণ =D s dt а) 
দ্বিতীয়ত, পূর্বেই দেখা গিয়াছে сто 

000-6 =o 
তৃতীয়ত, দেহেতু গু? = 4)" 9 

ro =o 


(vii) ত্বরণের একক £ এফপি-এস্‌ (Е.Р.8) পদ্ধতিতে 1ফু./সে.-কে এবং * 
সি-জি-এস্‌ (0.9.5) পদ্ধতিতে 1 সে.মি./সে.ছ-কে ত্বরণের একক বলিয়া ধরা ® | 


16. ০৯ ISATA এগ ও SAA (Velocity and accelera- 
tion as vectors) 2 যে-রাশির দিক্‌ ও মান আছে তাহাকে ভেক্টর বলা হয়। সেই 
হিসাবে বেগ ও ত্বরণ উভয়েই ভেক্টর | 

স্থতরাৎ ভেক্টরের জন্য বিহিত সামাস্তরিক সুত্রের সাহায্যে সমবিন্দু দুইটি বেগ, 
দুইটি ত্বরণ অথবা একটি বেগ ও একটি ত্বরণের সংগ্লেষ করা যায়। 

এইভাবে দুইটি বেগের সংগ্লেষ দ্বারা যে একটি বেগ পাওয়া যায় তাহাকে 
প্রথমোক্ত বেগ-ছুইটির লক্ধি (Resultant) বলে এবং Å বেগ-দুইটিকে বলে লব্ষি-বেগের 
উপাংশ বা উপবেগ (Component velocities) | অনুরূপ দুইটি 9059 যুক্তফলকেও 
ও ত্বরণ-দুইটির লক্ধি বলা হয় এবং ও লক্ধি-ত্বরণের উপাংশরপে গণ্য হয় প্রথমোক্ত 
দুইটি ত্বরণ । 

বলা বাহুল্য, দুইয়ের অধিক উপবেগ মিলিত হইয়াও একটি লক্ধি-বেগ উৎপন্ন 


করিতে পারে। эзи] দুইয়ের অধিক ত্বরণ মিলিত হইয়া একটি লক্ি-ত্বরণ উৎপন্ন 
করিতে পারে। 


বেগ ও ত্বরণ 9 


1'7. লগ-্সামাত্লি সূত্ৰ (Parallelogram law of veloci- 
ties)? একই বিন্দুতে যুগপৎ সক্রিয় দুইটি বেগ যদি এ বিন্দু হইতে অঙ্কিত 
কোন সামান্তরিকের দুই সন্নিহিত বাহু দ্বার! দিকে ও মানে সূচিত হুয়, তবে 
এ বিন্দু হইতে অঙ্কিত উক্ত সামান্তরিকের কর্ণ দ্বার! উহাদের লব্ধি দিকে ও 
মানে সূচিত হুইবে। (И two velocities acting at а point can be 
represented in magnitude and direction by the adjacent sides of a 
parallelogram, then their resultant will be represented in magni- 
tude and direction by the diagonal drawn 'from that angular 
point.) 


4 বিন্দুতে % ও ০, এই দুইটি বেগ যেন যুগপৎ সক্রিয়। উহারা যেন 47301) 
সামান্তরিকের যথাক্রমে АВ এবং АР 
সন্নিহিত বাহুদ্বয় দ্বার! দিকে ও মানে 
সুচিত হইয়াছে। 

প্রমাণ করিতে হইবে যে, % ও 
%-র nfà 40 কর্ণ দ্বারা দিকে ও মানে 
সুচিত হইবে। 

এখন, 4 বিন্দুটিকে % বেগে 
চলমান ক্ষুদ্রাতিক্ষুদ্র বিন্দুপরি মাণ একটি Я. 


পোকা এবং АВ রেখাকে চলমান এনং চিত্র 
অতিস্থক্ম একটি তার কল্পনা করা হইল। স্পষ্টতই, 4 পোকাটি যে সময়ে 4 হইতে B-A 
দিকে u বেগে অগ্রসর হইতেছে ঠিক সেই সময়ে সমগ্র АВ তারটি সর্বক্ষণ АВ রেখার 


সমান্তরাল থাকিয়া о বেগে AD অভিমুখে চলিতেছে। এইরূপভাবে চলিতে চলিতে 
1 সেকেণ্ড পরে А পোকাটি যেন AB দূরত্ব অতিক্রম করিল এবং 9 1 সেকেণ্ডে АВ 
তারটি আসিয়া যেন БО রেখার সহিত মিলিয়া গেল। ফলে পোকাটির অন্তিম অবস্থান 
হইল 0 বিন্দু। 

অন্ুরপে যাত্রামূহূ্ত হইতে 3-তম সেকেণ্ডে পোকাটি যেন ДМ দুরত্ব অতিক্রম 
করে এবং সেই সময়ে তারটি যে AN দূরত্ব অতিক্রম করিয়া NN অবস্থান গ্রহণ করে। 
NN- NP অংশ যদি AM সর্বসম হয়, তবে পোকাটি 2. -তম সেকেণ্ডের মাথায় 
р বিন্দুতে থাকিবে। 

এখন 47)-% একক দূরত্ব | 

B0=4D=" একক দূরত্ব! 


10 А বলবিদ্যা 


এবং з= ъ=. 
AB & এ = u 
ВС о АМ njn v 
АВ _АМ 
BO AN 

АМ ও NP সমান ও সমান্তরাল বলিয়া AMPN একটি সামান্তরিক। 

‘. АЙ=МР. 
28 Я এবং LAMP = / АВО 
ЛАВО ও ЛАМР সদৃশ | 
47840. / МАР. 
Р বিন্দু 40 রেখায় অবস্থিত। 


কাজেই, %-এর মান যাহাই হউক না কেন অর্থাৎ সেকেণ্ড যে পরিমাণই 
হউক, Р বিন্দু সর্বদা! 40-র উপর থাকিবে | 


পোকাটি অর্থাৎ 4 বিন্দু সর্বদা ДО অভিমুখে অগ্রপর হইবে এবং যেহেতু 
1 সেকেণ্ড পরে উহার অবস্থান হইবে 0 বিন্দুতে সেইহেতু 40 কর্ণ ই দিকে ও মানে 
যথাক্রমে AB ও AD দ্বার! স্থচিত u ও %-এর লক্ধি স্থচিত করিবে। 


আবার, AABO ও ДАМР সদৃশ বলিয়া, 


1'8, ০বগ-ভিতহভত (Triangle of velocities) S575] 2 

কোনো বস্তুর যদি যুগপৎ এমন তিনটি বেগ থাকে বে, তাহাদিগকে 
একটি ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত বাহু-তিনটি দ্বারা দিকে ও মানে 
সূচিত করা যায়, ভবে এ বস্তুটি স্থির থাকিবে; অর্থাৎ À বেগ-তিনটির লক্ধি 


শুন্য হুইবে। (If а body possesses simultaneously three such velo- 
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N 


cities as can be represented in magnitude and direction by the sides 
of a triangle taken in order, then the body will remain at rest, or 
in other words, the resultant of the three velocities will be zero. ) 


A 


ঠনং চিত্র 


একটি বস্তকণা যেন একই সময়ে и, » ও % এই তিনটি বেগের অধীন। AN- 
তিনটি এইরূপ যে একটি ত্রিভুজ 4790-র AB, BOSTA বাহুগুলি দিকে ও মানে 
যেন যথাক্রমে и, v \8 % বেগ সুচিত করে। 

প্রমাণ করিতে হইবে যে, ® বেগ-তিনটির লক্ধি শূন্য হইবে, ফলে বস্তুটি স্থির 
থাকিবে। 


প্রমাণ? ABCD সামান্তরিকটি পূর্ণ করা হইল । BO- AD এবং BO || 4D 
বলিয়া, AD ছারা БО অর্থাৎ о বেগ স্থচিত হইবে। তাহা হইলে বেগ-সামান্তরিক 
প্রতিজ্ঞা অনুসারে IB ও Др অর্থাৎ & ও % বেগের জবি স্পষ্টতই ДО কর্ণ। 40 
দ্বার! সুচিত বেগ 04 ছার! সুচিত বেগের সমান ও বিপরীতমুখী І 


70 -0 কাজেই ইহাকে %-র সহিত যুক্ত করিলে লক্ধি শুন্য হয়। 
তি %, v ও %-র লক্ধি 39 1 ( 
বস্তকণাটি স্থির থাকিবে। 


অনুসিদ্ধান্ত 2 কোন বস্তকণার যদি এমন দুইটি বেগ থাকে যে, একটি ত্রিভুজ 
4B0-র ক্রমানুসারে গৃহীত АВ ও ВО বাহু দ্বারা দিকে ও মানে উহাদিগকে স্থচিত 
করা যায়, তাহা হইলে উহাদের লন্ধি ДО বাহ দ্বারা দিকে ও মানে স্থচিত হইবে 1 


19. са2|-==57 (Polygon of velocities) аә: 
কোন বস্তুর যদি একই সঙ্গে এমন কয়েকটি বেগ থাকে যে, 
তাহাদিগকে দিকে ও মানে একটি সীমাবদ্ধ বহুভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত 


12 বলবিদ্যা 


বাহুগুলির ছার! সূচিত কর! যায়, তবে ওঁ বেগগুলির লক্ধি শুন্য হইবে, 
কাজে কাজেই বস্তুটি স্থির থাকিবে। (If a body possesses simul- 


taneously, some such velocities as can be represented in magnitude 
and direction by the sides of a closed polygon taken in order, then 
the resultant of those velocities will be zero and hence the body 
will be at rest. ) ў 


0 বস্তকণাটির যেন যুগপৎ u, v, w, т, y 88—48 কয়টি বেগ আছে। 
ABCDEF বহুভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত АВ, ВС, 07), DE, ЕЕ ও РА বাহু যেন 
উহাদিগকে যথাক্রমে সুচিত করে। 


€নং চিত্র TR চিত্র 


প্রমাণ করিতে হইবে যে, এ বেগপ্তলির লক্ধি শূন্য এবং সেইজন্য বস্তুকণাটি স্থির 


থাকিবে। 


প্রমীণঃ বেগ-ত্রিভূজ প্রতিজ্ঞা чул 47 ও вот ল্ধি АО; 20 ও 

D сря লক্ধি AD; 4D ও DEA 9% 28; АЕ 

ও EEA 1 AF. .'. АВ, ВО, OD, 

с DES ER ARAF হইল। স্থতরাং, সমস্ত 

E বেগগুলির লব্ধি শেষ পর্যন্ত Яр ও 774-এর লব্ধির 

সমান। কিন্তু ЛР ও FA সমান ও বিপরীত। 

B কাজেই, তাহাদের লি শূন্ত। অতএব বেগগুলির 
সমবেত প্রভাবে বস্তুটি স্থিরই থাকিবে 1 

অন্ুসিদ্ধান্তঃ কোনো বস্তু যদি যুগপৎ 

এমন কয়েকটি বলের অধীন হয় যে, একটি বহুভুজ 47301)777-এর শেষ বাহুটি ছাড়া 

ক্রমানুসারে গৃহীত АВ, BO, 0D, DE ও МЕ বাহুঃদ্বারা উহাদিগকে চিত করা 

যায়, তবে 2 বেগগুলির লব্ধি শেষ বাহুটি ছারা বিপরীতক্রমে অর্থাৎ 47 দ্বারা দিকে 

ও মানে স্থচিত হইবে 


Е 


৪নং চিত্র 


বেগ ও ত্বরণ 


110. পৱ্স্পক্রেৱ সহিভ Afr কোলে бекш а= 
লেগে লব দিক ও সান AS ( То find the magnitude and 
direction of the resultant of two velocities acting at a given angle 


with each other. ) 

4 বস্তকণাটি যেন যুগপৎ % ও о 
বেগের অধীন। % ও о বেগের 
মধ্যবর্তা কোণ যেন о. 4B ও AD 
যদি যথাক্রমে % ও % বেগকে দিকে ও 
মানে স্থচিত করে, তবে AN- 
সামাস্তরিক প্রতিজ্ঞা অনুসারে 47301) 
সামান্তরিকের কর্ণ 30 এ বেগ-ছুইটির 
লক্ধি (৮)-কে দিকে ও মানে সূচিত 


করিবে। ДО যেন ABA সহিত 9 কোণে নত। অর্থাৎ 4047৪. 


D 


е 


XS 


A 


রর মান ও দিক্‌ নির্ণয় করিতে হইবে। 
0 বিন্দু হইতে ABA উপর СЕ যেন লম্ব। তাহা হইলে, 


ш 


9নং চিত্র 


10° = ДЕ? + ОЕ* =(АВ+ ВЕ)*+ОЕ* 


—ДВ* +9АВ.ВЕ+ВЕ*+ОЕ* 


=4B° +24B.BE + BC? 


এখন, /ОВЕ= /РАВ=а, বলিয়া ВЕ = ВО cos a 
এবং ВО=Ар=о. 


10° = АВ* + 2АВ.ВО cos a + ВО" 


=u? + uw cos a+ V2, 


& яж?=п°®+у°+2пу сова... 


দ্বিতীয়ত, tan 9. ап САВ = ৮৪০ CAE 


айс дй 
АЕ АВ+ ВЕ 
ВО sin а 


АВ+ ВО соз а 


тапа, 
+ сова 


18 


c 


BE’ + бЕ* = ВО* 1. 


a) 


(2) 


সপষ্টত, (1) হইতে я ш মান হিরু দ্বারা উহার 


দিক্‌ নির্ণয় করা যায়। 


14 % বলবিদ্ধা 
অন্ুসিদ্ধান্ত 1. 110 অনুচ্ছেদে বর্ণিত а কোণ 0° হইলে, 
w? =u? +v? + wm. cos 0° 


47 [542 +o? + диш, [7e сов 0°=1 ] 


O = (u+). 
w=u+tv. 
вО йы. 
দ্বিতীয়ত, а 0 оов 050, [`7 вів 0°=0] 


[ কোন বস্তুর 0° কোণে দুইটি বেগ থাকার অর্থ একই রেখায় একই মুখে বেগ- 
দুইটি সক্রিয়। পূর্বেই বলা হইয়াছে এইরূপ দুইটি বেগের লক্ধি তাহাদের সমষ্টি | এখানে 
সেই সত্যই প্রমাণিত হইল।] 

অনুসিদ্ধান্ত 2. а=180° হইলে, 

ш? =u? +v? + дил соз 180° 
=u? +v? +9001), [`.` cos 180°=-1 ] 
=u? +v? – 2 
=(u—v)?. 
У v sin 180° 


w=u-v এবং tan R eads ў к 


[০8101805701], 
[ দুইটি বেগের মধ্যে 180° কোণ থাকার অর্থ উহারা পরস্পর বিপরীতমুখী। 
এইভাবে এক রেখায় বিপরীতমুখী ছুই বেগের লক্ধি তাহাদের অন্তরের সমান 1] 
অনুসিদ্ধান্ত 9. а= 90° হইলে, 
w? =u? +v? + ww сов 90° 
=u? +0? +9иох0, [*." соз 90°=0 ] 
=u? +02, 
w= Vu? +02, 


овіп90° _ v 
кашы e Os 


অনুসিদ্ধান্ত 4. (a) w? =u? +0? + 9и) cosa বলিয়া, соз a যখন বৃহত্তম 
তখন % বা ARA মান বৃহত্তম 


কিন্তু ০০৪ ৫-র বৃহত্তম মান=1; 


বেগ ও ত্বরণ 


E 

% ও -র ARA বৃহত্তম মান ; 

এ 

w= „а +02 4242 7 
=щ +. 


অর্থাৎ বেগ-ছুইটির সম্টিই উহাদের লব্ধ বৃহত্তম মান। 7 
(9 আবার соз а যখন ক্ষুদ্রতম অর্থাৎ — 1, তখন %-র মানও ক্ষুদ্রতম | 
cos ৫-র ক্ষুদ্রতম মান = - 1. 

সেক্ষেত্রে w= /u?+ 02-2 


অর্থাৎ বেগ-দুইটির অন্তরই উহাদের ক্ষুদ্রতম লক্ধি। 


1'11. ভ্ৰব্ৰণ-সামাস্ডব্ৰিক (Parallelogram of accelerations) 
সূত্রঃ সমবিন্দু দুইটি ত্বরণকে যদি এ বিন্দু হইতে অঙ্কিত একটি 
সামান্তরিকের দুইটি সন্নিহিত বাছ দ্বারা দিকে ও মানে সূচিত কর! যায়, তবে 
এ সামান্তরিকের উক্ত সন্নিহিত বাহুদ্বয়ের ছেদবিন্দু হইতে অঙ্কিত কর্ণ দ্বারা 
দিকে ও মানে উহাদের = সূচিত হইবে। (If two concurrent 
accelerations can be represented in magnitude and direction by two 
adjacent sides of a parallelogram, then their resultant will be re- 
presented ia magnitude and direction by the diagonal drawn from 
the meeting point of those two adjacent sides.) 

ত্বরণ বলিতে আমর! একক সময়ে বেগের বৃদ্ধি বা মন্দনই বুঝি। প্রতি একক 
সময়ে এ পরিমাণ বেগ বাড়ে বা কমে, তাই উহা ত্বরণ। তাহা হইলে, দুইটি ত্বরণ 
হইল দুইটি বেগ। অতএব বেগের বেলায় যদি সামাস্তরিক প্রতিজ্ঞা সত্য হয়, তবে 
ত্বরণের বেলাতেও এ প্রতিজ্ঞা সত্য। 


1'12. শেল ও SACHA থে (Composition of velocity 
and acceleration)? বেগ ও ত্বরণ একই রেখায় সক্রিয় হইলে আমরা তাহাদের 
সংশ্লেষ বা একত্রীকরণের জন্য v= u tfi 00 জানি। কিন্তু বেগ ও ত্বরণ যখন ভিন্ন 
রেখার সক্রিয় হয় তখন কি হইবে, তাহা এখনও জানি না। 


পূর্বে বলিয়াছি, ত্বরণ বলিতে একক সময়ে বেগের বৃদ্ধিই বুঝি। বিশেষ একটা 
সময়ে মোট ত্বরণ মানেও খানিকটা বেগ ব্যতীত আর কিছু নয়। পূর্ববেগের এ 
পরিমাণ বুদ্ধি বা হ্রাস হয়। পূর্ববেগের সহিত মোট ত্বরণ দ্বারা সুচিত বেগটুকুর সংগ্লেষ 
করিয়াই আমরা পূর্ববেগের পরিবর্তন নির্ণয় করি। এইরূপ ক্ষেত্রে বেগ ও ত্বরণের 
বিচারে আমরা ভেক্টরের জন্য বিহিত সমস্ত স্ত্রগুলিই প্রয়োগ করিতে পারিব। 
কয়েকটি উদাহ্রণের সাহায্যে বিষয়টি বুঝাইতে চেষ্টা করিতেছি : 
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উদ্দাহরণ 1. দক্ষিণ-পূর্বদিকে সেকেণ্ডে 10 ফুট বেগে চলমান একটি বস্তু 
সমত্বরণের প্রভাবে 5 সেকেণ্ড পর ঠিক পূর্বদিকে 10 »/ ফুট বেগে চলিতে লাগিল 1 
এ সমত্বরণের দিক্‌ ও মান নির্ণয় কর । 


বস্তুটি প্রথমে দক্িণ-পূর্বদিকে 0 হইতে 
যেন 04 বরাবর এবং 5 সেকেও পর পূর্বদিকে 
যেন ОБ বরাবর চলিতেছিল। 04 সেকেণ্ডে 
10 ফুট এবং একই মাপে ОВ যেন 010909 
£ 10/9 ফুট zs করে। BY, ОВ 
afati 040 সামাস্তুরিক পূর্ণ করিলে 
ত্বরণের ফলে 5 সেকেণ্ডে মোট বধিত বেগ 
06 ছারা স্ুচিত হইবে। 

Z.AOB= 45°. 

109; চিত্র т. А বিন্দুতে সমকোণবিশিষ্ট 04 
বাহুর উপর যে ত্রিভুজ হয়, তাহারই অতিতূজের মান 10/2 ফুট। ОВ যেহেতু 
102 ফুট, সেইহেতু / ОАВ=90° এবং 18998 / АОВ=45°= / ВОО. 

ОлА=АВ=00=10 ফুট। 

©. ঠ সেকেণ্ডে মোট বর্ধিত বেগ উত্তর-পূর্বে সেকেণ্ডে 10 ফুট। 

"* ০ ае, 

এখানে 10=57 বা /=2 ফুট/সে.৪। 

... নিৰ্ণের ত্বরণের মান এ ফুট/সে.* এবং দিক্‌ бете 

[এখানে লক্ষ্য করিবার বিষয় এই যে, ত্বরণের ফলে লক্ি-বেগ প্রতিমুহূর্তে 
TA মুখ হইতে উপরের দিকে একটু সরিয়াছে এবং সরিতে সরিতে 5 সেকেণ্ডে উহা ОВ 
বরাবর হইয়া গিয়াছে। ] 

উদাহরণ 2. একটি বস্তু প্রথমে সেকেণ্ডে 
6/3 ফুট বেগে চলিতেছিল, কিন্তু উহার লম্বদিকে 
সমত্বরণের ফলে ৪ সেকেণ্ড পর উহা বাকিয়া সেকেণ্ডে 
19 ফুট বেগে চলিতে থাকে । আরও ৪ সেকেণ্ড পর 
উহার বেগ কত হইবে? 


বস্তুটি প্রথমে যেন ОД বরাবর চলিতেছিল 
এবং ৪ সেকেণ্ড পর OAA লঙ্ঘদিকে АВ মুখে 
ত্বরণের ফলে উহা যেন ОВ বরাবর চলিতে থাকে। 9 & 
এখন 04 ও ОБ যথাক্রমে যেন সেকেণ্ডে пя চিত্র 


с 
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6/8 ফুট ও 19 ফুট ZPS করে । :/ 04790... স্পষ্টতই ОВ লৱ্বি-বেগ। 
বেগ-ত্রিভূজ প্রতিজ্ঞান্ুসারে AB, 3 সেকেণ্ডে মোট বধিত বেগ স্থুচিত করে। 
АВ= ‚/12#—(6,/3)# = б, 
v= fi ІС, 
6=3f অথবা f=2 ফুট/সে.*। 
আরও 3 সেকেণ্ড পরে অর্থাৎ প্রথম হইতে 6 সেকেও পরে বর্ধিত বেগ 
৮6১9 বা 12 F/A. 
40 যেন এই বেগকে সুচিত করে। 
তাহা হইলে, প্রথম হইতে 6 সেকেণ্ড পর ОО লব্দিবেগ সচিত করিবে। 
00= VOZ4:+140: 
 ৯/(68)8+122 
= „/108+144= 5/9259 
=6,/7 ফুট/সে. 
উদ্দাহরণ 3. কোন এক বিশেষ মুহূর্তে একটি জাহাজ 4 অপর একটি 
জাহাজ হইতে 10 মাইল পশ্চিমে রহিয়াছে । 4 পূর্বদিকে ঘণ্টায় 12 মাইল বেগে 
চলিতেছে এবং В ঘণ্টায় 16 মাইল বেগে উত্তরদিকে চলিতেছে।  জাহাজ-ছুইটি 
সবচেয়ে কাছাকাছি যখন আসিবে, তখন তাহাদের মধ্যে কত দুরত্ব থাকিবে? 


[ P. 0. 1949 ] 
মনে কর, £ ঘণ্টা পর 4 জাহাজ B জাহাজের সবচেয়ে কাছে আসে । 4 এই 
£ ঘণ্টায় АВ বরাবর 196 মাইল গিয়! A অবস্থানে с 
এবং в ета БО বরাবর 16 মাইল গিয়া যেন 
В' অবস্থানে আসে। 
2. 4'=19 মাইল এবং 116 B 
মাইল। 
АВ=10 মাইল, i 9572 
FB=10- 12t. 19নং চিত্র 


এখন, 41712 = А'В* +BB”. 
এন দূরত্ব যদি а মাইল হয়, তবে 
22 =(10- 12)” + (0161) ` 
=100— 2404+ 14412 +2561? 
= 40042 — 240t +100 
= (901 - 6)° +64. 


গ. (хп)—9 
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т যখন ক্ষুদ্রতম, তখন (20-6) ক্ষুদ্রতম হইবে, কেননা ডানদিকে £ ছাড়া আর 
সকল মানই নির্দিষ্ট । কাজেই 206-6 যখন ক্ষুদ্রতম বা শুন্য, £'-এর মান তখন 
ক্ষুদ্রতম হইবে 1 

এখন, 9০৮-6-০ হইলে, 

2° =64 7 


+. '৫=8 মাইল। 


ера 1 

1. 4 ও о উপবেগ-ছুইটির মধ্যে কোণ а এবং উহাদের 9108-0971 % ধরিয়া 
নিয়লিখিতগুলির মান নির্ণয় কর :— 

(i) u=18, v=6 „/3, а=30° ; w-র মান কৃত? 
(1) u=4, v=3, w=5, а=%5? 

(ii) u=2, v=4, w=2 N17, а=%5 ? 

(iv) u=v=w а= কত ? 

(v). u=v=3 এবং w=3 /3; এ= কত? 

2. একটি বস্তকণার যুগপৎ সেকেণ্ডে 6 /9 ফুট ও সেকেণ্ডে 6 ফুট এই দুইটি 
বেগ আছে। বেগ-হুইটির মধ্যবর্তী কোণ 45° হইলে, উহাদের লক্ধি কত? 

3. ছুই পার হইতে গুণ টানিয়া একটি খালের মধ্য দিয়া একটি নৌকাকে 
টানিয়া লওয়া হইতেহে। প্রত্যেক গুণ দ্বারা যত বেগে টানা হয় নৌকাটির লর্ষি-বেগও 
যদি ঠিক ততই হয়, তবে গুণ-দুইটির মধ্যবর্তী কোণের পরিমাণ কত? 

4. একটি নৌকা! ঘণ্টায় 8 মাইল বেগে পূর্বদিকে যখন চলমান ঠিক সেই সময় 
ঘণ্টায় 4 মাইল বেগে বহমান বাতাস আসিয়া নৌকাটির পালে উত্তরাভিমুখে বেগ 
সঞ্চার করিতেছে। নোৌকাটির লক্ধিবেগের মান কত হইবে? 

Б. একটি ভারী বস্তুর একটা. বিন্দুতে দুইখণ্ড দড়ি বাধিয়া দুই দিক্‌ হইতে 
দুইজন টানিতেছে। প্রথম ব্যক্তি সেকেণ্ডে 6 ফুট বেগে এবং দ্বিতীয় ব্যক্তি সেবেণ্ডে 
19 ফুট বেগে এমনভাবে টানে যে, প্রথম ব্যক্তির দড়িটির সহিত সমকোণে বস্তুটি সম্মুখে 
সরিতেছে। দুইটি দড়ির মধ্যবর্তী কোণের পরিমাণ কত এবং বস্তুটি কত বেগে 
সরিতেছে? 

6. মাঠের উত্তরদিক্‌ হইতে সেকেণ্ডে 40 ফুট বেগে নিজ গোলের দিকে একটা 
বল আসিতে দেখিয়া একজন খেলোয়াড় সোজা পূর্বদিকে সেকেণ্ডে 40 /8 ফুট বেগে 
বলটি শুটু করে। বলটি কোন্‌ দ্রিকে কত ফুট বেগে বাহির হইয়া যাইবে ? 

т. ঘণ্টায় 10 মাইল বেগে CANN একটি বেলুন 90 সেকেণ্ডে বায়ুবেগে 
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অঙ্ভূমিক রেখায় 100 গজ দুরে নীত হয়। একটি চিত্র অঙ্কন করিয়া বেলুনটির গতিপথ 
প্রত্যক্ষ কর। [ক. বি. প্র. 1911 ] 

8. কোন নদীর স্রোতের লক্বাভিমুখে এবং শ্োতের দিগুণ বেগে একটি নৌকা 
চালিত হয়। নৌকাটি যদি বাত্রাস্থল হইতে 1% মাইল দূর বরাবর ঠিক বিপরীত পারে 
পৌছায়, তবে এ নদীর প্রস্থ কত? [ক.বি. প্র. 19191 

9. &% ও % এই দুইটি বেগের লক্ধি 0 এবং এ эй ॥ বেগের সহিত а কোণ 
উৎপন্ন করে। এখন u বেগের ঢ পরিমাণ বৃদ্ধি হয় এবং о যদি অপরিবর্তিতই থাকে, 
তবে প্রমাণ কর যে, নৃতন লক্চি-বেগটি & বেগের সহিত 9 কোণ উৎপন্ন করিবে। 

[ ক. বি. প্র.1918 ] 

10. সমুদ্রপথে 15 মাইল বেগে উত্তরদিকে চলমান একটি জাহাজের (সমতল ) 
ডেকের উপর উহার দৈর্ঘ্যের লম্বাভিমুখে সেকেণ্ডে ? ফুট বেগে এক ব্যক্তি হাটিতেছে; 
একটি চিত্র অঙ্কন করিয়া উত্তরদিকের সহিত লোকটির গতিপথের কোণ প্রদর্শন কর 
এবং সমুদ্রের তুলনায় লোকটির বেগ নির্ণয় কর। [ ক. বি. প্র, 1918 ] 

11. স্থির জলে ঘণ্টায় 6 মাইল বেগ-সম্পন্ন একটি নৌকার মুখ কোন্‌ দিকে 
রাখিলে নৌকাটি ঘণ্টায় 4 মাইল বেগে বহমান একটি নদীর এপার হইতে ওপারে 
লম্বভাবে পাড়ি দিতে পারিবে? [ ক. বি. প্র. 1914] 

19. ঘণ্টায় মাইল বেগে বহমান একটি নদীর এপার হইতে ওপারের দিকে 
লম্বভাবে: ঘণ্টায় 6 মাইল বেগে একটি নৌকা চালিত হইতেছে | নদীর প্রস্থ যদি 
300 ফুট হয়, তবে নৌকাটি যাত্রাস্থলের সোজা অপর পার হইতে কত ফুট দূরে গিয়া 
পড়িবে? [ক. বি, প্র, 1915 ] 

18. একটি নদী সেকেণ্ডে 9 ফুট বেগে বহিতেছে। স্রোতের সহিত লম্বভাবে 
নদীটি পার হইতে হইলে একজন সীতারুকে সেকেণ্ড 8 ফুট বেগে কোন্‌ দিকে সাতার 
কাটিতে হইবে। নদীটি যদি 100 ফুট চওড়া হয়, তবে উহা পার হইতে সীতারুর কত 
সময় লাগিবে? -[প. я, স্কু, ফা. 1954 ] 

14. উত্তরদিকে ঘণ্টায় 10 মাইল বেগে একখানি ট্রামগাড়ী হইতে এমনভাবে 
একটি বল: ছু'ড়িয়া দেওয়া হইল যে, উহা পূর্বদিকে একই বেগে চলিতে লাগিল। 
বলটিকে কোন্‌ দিকে কত বেগে ছু'ড়িয়া দেওয়া হইয়াছিল? 

15. ঘণ্টায় 800 মাইল অন্ভূমিক বেগে ধাবমান একটি বিমানপোত হইতে 
500 গজ নিয়ে একটি দুর্গের চূড়ার প্রতি মেশিনগানে গুলি ছোড়া হইতেছে । গুলি যদি 
উল্লম্বভাবে সেকেণ্ডে 1900. ফুট বেগে ধাবিত হয়, তবে দুর্গচূড়ার অনুভূমিক রেখায় 
কোন্‌ দিকে কতদূর লক্ষ্য স্থির করা হইয়াছিল? 

16. একটি বস্তু প্ৰথম সেকেণ্ডে 4 ফুট বেগে চলিতেছিল। এ সেকেণ্ড পর দেখা 


0 Es বলবিদ্যা 


গেল যে, উহা! আগে যেদিকে চলিতেছিল তাহার লম্বদিকে সেকেণ্ডে 4 /8 ফুট বেগে 
চলিতেছে। বস্তুটি সমত্বরণে চলিলে কোন্‌ দিকে উহার কত ত্বরণ? 

17. সেকেণ্ডে 6/8 ফুট প্রারস্তিক বেগে চলমান একটি বস্তু উহার প্রারম্ভিক 
বেগের লম্বা ভিমুখে 2 ফুট/সে.৪ সমত্বরণের অধীন । 3 সেকেণ্ড পর উহার কোন্‌ দিকে 
কত বেগ হইবে? 

18. 81 ফুট উচু স্তম্ভের উপর হইতে সেকেণ্ডে 40 ফুট বেগে অন্ুভূমিক রেখায় 
একটি ঢিল ছু'ড়িয়া দেওয়া হইল। স্তম্তটির পাদদেশ হইতে কতদূরে টিলটি মাটিতে 
পড়িবে ? 

19. অনুভূমিক রেখায় সেকেণ্ডে 96 /8 ফুট বেগ-সম্পন্ন একটি বিমান হইতে 
পতিত একটি বস্তু 8 সেকেণ্ড পর কোন্‌ দিকে কত বেগ লাভ করিবে? 

20, একটি বস্তু যুগপৎ 4 ফুট/সে. ও 2 ফুট/সে.৪ এই দুইটি ত্বরণের অধীন । এই 
ছুই ত্বরণের গতিমুখের অন্তর্বর্তী কোণ যদি 60° হয়, তবে 8 সেকেণ্ড পর বস্তুটির বেগ 
কত হইবে? এ সময়ে ত্বরণ থামিয়া গেলে বস্তুটি তাহার পর কত সময়ে 18/7 ফুট 
অতিক্রম করিবে ? 

21. এক ব্যক্তি { সময়ে ০ গ্রস্থ-সম্পন্ন আজোতহীন একটি নদী পার হয়। এ নদীতে 
যখন স্রোত থাকে তখন উহা পার হইতে তাহার % সময় লাগে। যদি ৮ > হয়, 
তবে নদীর শোতের বেগ নির্ণয় কর। [ প. ম. g. ফা. 1964 ] 


[সংকেত £ লোকটির বেগ ? একক। £ সময়ে এই বেগে бля অতি্া্ত 
হয়। আবার নদীর বেগ যেন %, 0 সময়ে ш বেগে %% দূরত্ব অতিক্রান্ত হয়। 
P 
y (К) une হইতে %-এর মান নির্ণয় 911] 

29. 176 গজ প্রশস্ত একটি নদী ঘণ্টায় 5 মাইল বেগে বহমান। ঘণ্টায় ৪ মাইল 
বেগে সাতার কাটিয়া এক ব্যক্তি যথাশীপ্ব অপর পারে পৌছিতে চাহিলে, স্রোতের মুখের 
তুলনায় কোন্‌ দিকে সীতার কাটিবে? এভাবে কতক্ষণে এবং অপর পারে কোথায় 
গিয়া নদী পার হইবে? ў [ B. Н. 0.1954] 

93. একটি নদী ঘণ্টায় 3 মাইল বেগে: বহিতেছে এবং উহার প্রস্থ 440 ফুট। 
এক ব্যক্তি যদি ঘণ্টায় 5 মাইল বেগে তাহার নৌকাটি চালাইতে পারে, তবে সোজাস্থজি 
নদী পার হইবার জন্য তাহাকে নৌকার মুখ কোন্‌ দিকে রাখিতে হইবে এবং এইভাবে 
কত সময়ে সে নদী পার হুইবে ? LW. В. Н. S. 1960, 1969 ] 

24. লেকেণ্ডে 80 ফুট বেগে উল্লঙ্ধদিকে চলমান একটি বেলুন বাতাসের বেগে 


зубе দিকে 9 সেকেণ্ডে 80 ফুট দুরে নীত হয়। বেলুনের AFO বেগের মান ও 
দিক্‌ নিৰ্ণয় কর। 
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95. দুইটি বেগ ш, ও ua এরূপ একটি কোণে সক্রিয় যে, উহাদের লব্ধিও ua. 
দেখাও যে, %£-কে দ্বিগুণ করিলে নৃতন “Їй шае সহিত সমকোণে নত হইবে | 

26. নদীতে কোন স্রোত ন! থাকিলে এক ব্যক্তি 100 গজ প্রশস্ত একটি নদী 
4 মিনিটে পার হয়, কিন্তু নদীতে স্রোত থাকিলে একই নদী 5 মিনিটে পার হয়। 
নদীর স্রোতের বেগ নির্ণয় কর। 

27. একটি নদীর স্রোতের বেগ % এবং এক ব্যক্তি বেগে নৌকা বাহিতে 
পারে (» >ш). নদীর ঠিক অপর পারে সোজাস্থজি পৌছিতে হইলে তাহাকে কোন্‌ 
অভিমুখে নৌক। বাহিতে হইবে ? সবচেয়ে কম সময়ে পার হইতে হইলেই বা তাহাকে 
কোন্‌ অভিমুখে নৌকা বাহিতে হইবে? ছুইক্ষেত্রে যে সময় লাগে তাহাদের অন্তর 
নির্ণয় কর। 


TAa saa 
বেগ-বিশ্লেষণ ও আপেক্ষিক বেগ 


( Resolution of velocities and Relative velocity ) 


271. CCAA TAa (Resolution of velocities) 3 প্রথম 
অধ্যায়ে সামান্তরিক-্থত্রের সাহায্যে সমবিন্দু দুইটি বেগের: সংগ্লেষ-প্রণালী বিবৃত 
হইয়াছে । এ সামান্তরিক-স্থত্রের সাহায্যেই আবার একটি বেগকে দুইটি উপবেগে 
পরিণত করা যায়। এইরূপ দুইটি উপবেগের মধ্যে যে-কোন কোণ লওয়া যাইতে 
পারে। তবে, উহাদের মধ্যে এক সমকোণ ধরিয়া বিশ্লেষণ করাই স্থবিধাজনক। 

একাধিক বেগকে এইভাবে পরস্পরের লম্ব দুইটি সরলরেখা বরাবর বিশ্লেষণ 
করিলে, অনায়াসে এ বেগগুপির эй নির্ণয় করা যায়। সেই কারণে দুইটি লম্বচ্ছেদী 
রেখায় একটি বেগকে বিশ্লেষণ করার পদ্ধতি আলোচনা করা যাইতেছে | 


22. এটি Prs শলস্পল্রেল =тарес=Б 25 
ভসন্বেগে বিলেম্বল (Resolution of a velocity in two mutually 


Ӯ perpendicular directions) 2 একটি বস্তকণ! 


যেন 00 মুখে о বেগে চলমান। এই о বেগকে 00 
দ্বারা দিকে ও মানে স্থচিত করা হইল। এখন এ 


৪ с о বেগকে পরস্পরের উপর яч যে-কোন দুইটি 
দিকে দুইটি উপবেগে বিশ্লেষণ করিতে হইবে। 

A 0 বিন্দু দিয়া 00-এর সহিত ৫ কোণে নত 

о А Х যেকোন একটি ОХ রেখা লইয়া উহার RE 

18%; চিত্র OY রেখা অঙ্কন করা হইল। তাহার পর 0 হইতে 


0% ও 0Y-এর উপর যথাক্রমে 02 ও ОВ লঙ্ব অঙ্কন করা হইল। তাহা হইলে, 
অঙ্কন অনুসারে, 0407 একটি সামান্তরিক হইল এবং সেই কারণে সামান্তরিক সুত্র 
অনুসারে, 90-সথচিত বেগ হইল 04 ও ОБ স্থচিত উপবেগ-ছুইটির লক্ধি। 

স্পষ্টত, ОД = 00 cos a এবং ОВ= 20-00 sin а. 

ОА স্থচিত উপবেগের মান = соза. 

এবং ОВ TÈS উপবেগের মান =v sin a. [কারণ ০০-] 

ইহা হইতে দেখা যায় যে, বেগ ও এর মান জানা থাকিলে, о বেগকে সহজেই 
পরস্পর TI 0 cos a ও % sin ৫, এই দুইটি উপবেগে বিশ্লেষণ করা যায়। 


বেগ-বিশ্লেষণ ও আপেক্ষিক বেগ 


উদাহরণস্বরূপ, -10 সে.মি./সে. হইলে, 
(i) যখন, а= 30°, তখন BAINA যথাক্ৰমে 


v cos ৪০০-1০-% 15 4/3 সে.মি./সে. 


ও о вір 30°=10:% বা 5 সে.মি./সে. 
এবং (И) যখন а= 45°, তখন উপবেগছয় যথাক্রমে 


йоз a= 10. বা 5/2 সে.মি./সে. 


ও ৩ sin a=10:4 বা 5 „/2 সে.মি./সে. 

23. с=с басе! দাবা ARCAP еі (Determina- 
tion of the resultant by resolution of velocities) 2 О বিন্দুতে অবস্থিত 
বস্তকণাটি যেন যুগপৎ ша, ша, Us, 
ша, шь... প্রভৃতি বেগের অধীন। 
Ui, Ug, Ws, Wss Ug n. প্রভৃতি বেগ- 
গুলির afa নির্ণয় করিতে হইবে। 

0 বিন্দু দিয়া পরস্পর লম্বচ্ছেদী 


বা বস 
ХХ' ও ҮУ, এই দুইটি রেখা টান! 


হইল। ধরা যাক, 0 বিন্দুতে এর 

সহিত ша, Ua, Us, ша, иь প্রভৃতি 

বেগগুলির অভিমুখ যথাক্রমে аз, аг, 

as, 04, ав... প্রভৃতি কোণে নত। 14নং চিত্র 
তাহা হইলে, 


Xox রেখায় উল্লিখিত বেগগুলির উপবেগ-সমূহের সমষ্টি যদি এ হয়, তবে 


Х = ш; сов аз + ша COS аа tUg COS аз 


+U, COS as +5 COS ০৮ ++" 


১ 
এবং YOY রেখায় З বেগগুলির উপবেগ-দমূহের সমষ্টি যদি У হয়, তবে 
Үү = ш. SİN аз + ша Sin аз + из Sin as 
+u, віп а, tUs Bin as + ee 
এখন £ ও Y পরস্পর লঙ্ব। 
নির্ণেয় লঙ্ধি-বেগ= VX + УЗ, 
এবং লৰ্ি-বেগ XX রেখার সহিত 6 কোণে নত হইলে tan ৪ = 
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এইভাবে পরস্পর লম্ব দুইটি রেখায় যে-কোন-সংখ্যক বেগের উপাংশ লইয়া 
অনায়াসে এ বেগগুলির aR নির্ণর করা যায়। 

Фијата: একটি বস্তুর উপর উত্তরদিকে সেকেও্ডে 15 ফুট, পূর্বদিকের উত্তরে 
30° কোণে সেকেণ্ডে 18 ফুট, দক্ষিণদিকের পশ্চিমে 30° কোণে সেকেণ্ডে 18 ৬/ ফুট 
এবং পশ্চিমদিকে সেকেণ্ডে 4 ফুট বেগ їз সক্রিয় । বেগপগুলির লক্ধি নির্ণর কর। 

бети এবং পূর্ব-পশ্চিম বরাবর যথাক্রমে YOY’ এবং XOX এই দুইটি 

লঙ্বচ্ছেদী сїйїї এই দুই রেখা বরাবর 
পূর্বের 80° উত্তরে 18 ফুট/সে. বেগকে বিগ্লেষ 
করিলে, 

OX বরাবর উপাংশ 


9 
=18 cos 80" = 155/8 


= 9/3. 
OY বরাবর উপাংশ =18 sin 30° 
15% চিত্র এটি =9, 
অন্ধুরূপে দক্ষিণের 30° পশ্চিমে 18 4/8 ফুট/সে. অর্থাৎ পশ্চিমের 60° দক্ষিণে 
18 4) ফুট/সে. বেগকে বিগ্লেষ করিলে 02 বরাবর উপাংশ 
= -18/3 cos 60°= -848 -9/3 


} [উহা বামমুখী বলিরা -9 /8 ধরিতে হইবে 1] 
এবং ОҮ' বরাবর উপাংশ = - 18 /8 sin 60°—9 


= 52543 х МЗ _ গা, 


| 
[ নিয্নমুখী বলিয়া! ইহাও খণাত্মক। ] 

অতএব, XX বরাবর উপাংশের সমষ্টি, X=9/3-9/3-4= -4, 

নর Y=15+9-97= -3. 

©. aR R= (а) 3) =5 ফুট/সে. | 


2'4. SITAS сае} (Relative velocity) 2 পূর্বেই বল৷ 
হইয়াছে কোন একটা অবস্থান বুঝিতে গেলে কার্ডেজীয় অক্ষযুগলের মত স্থির একটা 
কাঠামোর প্রয়োজন । সাধারণভাবে স্থির পরিবেশের সহিত তুলনা দ্বারাই বস্তবিশেষের 
অবস্থান বা উহার একটি অবস্থান হইতে অন্য একটি অবস্থানে স্থানান্তরের ধারণা করা 
যায়। স্থতরাং অবস্থান তথা অবস্থান-পরিবর্তন, স্থির একটি কাঠামোর নিরিখেই 
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নিরূপিত বা পরিমিত হয়। সেই হিসাবে অবস্থান-পরিবর্তন-মাত্রই আপেক্ষিক। 
উদাহরণস্বরূপ, একটি গাড়ী যদি হাওড়া স্টেশন হইতে বর্ধমান স্টেশনে অবস্থান-পরিবর্তন 
করে, তবে ধরিয়া লইতে হইবে হাওড়া স্টেশনটি উহার পরিবেশের তুলনায় স্থিরই 
আছে। গাড়ীটার মত উহা! এদিকে ওদিকে কোন দিকেই স্থান-পরিবর্তন করিতেছে , 
না। এইরূপ ক্ষেত্রে সেই হাওড়া স্টেশনের স্থির অবস্থানটির সাপেক্ষেই বর্ধমান পর্যন্ত 
গাড়ীটির সরণ ঘটিল এবং সেই সরণের হার দ্বারাই গাড়ীটির বেগ নির্ণয় কর! সম্ভব 
হইতে পারে। এইভাবে কোন-না-কোন স্থির একট! অবস্থান বা কাঠামোর সহিত 
তুলনা ভিন্ন না যায় অবস্থান নির্ণর করা, না যায় এক অবস্থান হইতে অন্ততর অবস্থান 
পর্যন্ত সরণ সম্বন্ধে ধারণ! কর!। কাজেই স্থির একটা কাঠামোর সাপেক্ষেই বেগের 
ধারণা জন্মে। নিরপেক্ষ বেগ মানুষের কল্পনার বাহিরে । সেই হিসাবে বেগমাত্রই 
আপেক্ষিক তবে তাহা স্থির একটা কাঠামোর পরিপ্রেক্ষিতেই আপেক্ষিক । 


কিন্তু যাহার তুলনায় বা পরিপ্রেক্গিতে বেগ বুঝিতে হইবে তাহা নিজেই যদি 
বেগবান হয় তবে অবস্থাটা কি হইবে? সেই বর্ধমানগামী গাড়ীটির কথাতেই 
ফিরিয়া আসা যাক। ' দুরন্ত বেগে গাড়ীটি যখন ধাইয়া যায় তখন গাড়ীতে বসিয়া 
মনে হয় বাহিরের গাছপালা বাড়ীঘর সব যেন পিছনে 091 পলাইতেছে। গাড়ীটির 
তুলনায় নিশ্চয় তাহারা পিছনে চলিয়া যাইতেছে অর্থাৎ গাড়ীর তুলনায় তাহাদের 
সরণ হইতেছে। তাহাদের নিজস্ব বেগ নাই সত্য, তবু একথা মিথ্যা নয় যে, তাহারা 
গাড়ী হইতে ক্রমাগত দূরে সরিয়া যাইতেছে। সরণের বা সরিয়া যাওয়ার হারকেই 
যদি বেগ বলা হয়, তবে চলন্ত গাড়ীর তুলনায় এই গাছপালার সরণের হারকেই বা 
বেগ বলিব না কেন? সাধারণ বেগের সহিত ইহার পার্থক্য অবশ্যই আছে। 
স্থির বস্তুর তুলনায় অন্যতর বস্তুর সরণের হারকে সাধারণতঃ বেগ বলা হয়। এক্ষেত্রে 
বেগবান বস্তুর তুলনায় অন্তর বস্তুর বেগ বুঝা যাইতেছে, এই তফাত | এখানে প্রথম 
বেগের তুলনায় দ্বিতীয়টির বেগকে তাই আপেক্ষিক বেগ বলা যায়। 


বিশ্ববিশ্রুত আইনস্টাইন সাহেবের ছোটবেলার একটা গল্প আছে। একদিন 
পিতার সহিত তিনি একটি লিফটে চড়িলেন, এবং মুহূর্তে উপরের তলায় উঠিয়া 
পড়িলেন। পিতা তাহাকে জিজ্ঞাসা করিলেন, “কেমন লাগিল ? বালক বলিলেন, 
__“একটা ঘরে ঢুকিলাম, আর অমনি ওপরের তলাটা নিচে নেমে এল, সেই ঘরের 
দরজার ।” ভুল হইল কি? সত্যই ভুল হয় নাই। বেগবান (бя তুলনায় 
উপরের তলার আপেক্ষিক বেগ বিচার করিলে বালক কিছুমাত্র ভুল করে নাই। 


এতক্ষণে আপেক্ষিক বেগ বলিতে কি বুঝায় তাহা নিশ্চয় পরিষ্কার হইয়াছে। 
এইবার উহার এইরূপ একটা সংজ্ঞা নির্দেশ করা যাইতে পারে : 


দুইটি বস্তু চলমান থাকিলে প্রথমটি হইতে দ্বিতীরটির প্রতীয়মান _ 
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বেগকে প্রথমটির তুলনায় দ্বিতীয়টির আপেক্ষিক বেগ (Relative velocity) 
বলা ® 1 
অথবা, দুইটি বস্ত & ও B যদি চলমান হয়, তবে А-1 তুলনায় B-A 
অবন্থান-পরিবর্তনের হারকে 4 সম্পর্কে В- আপেক্ষিক বেগ বলা! হয়। 
25. সমান ও ASAA CATP চলমান ছুই «== 
swa са?1з দুইটি বিন্দু 4 ও В যেন সমান ও সমান্তরাল বেগে 
চলমান । 4 যে-সময়ে 4' বিন্দুতে পৌছায়, В যেন 
N р সেই সময়ে В বিন্দুতে পৌছায়। 4 এবং Вя 
"বেগ সমান বলিয়া একই সময়ে তাহারা সমান 
দুরত্ব অতিক্রম করিবে । .'. AA ও ВВ সমান 
ও সমান্তরাল। 2. 47-47)। অর্থাৎ 4 বিন্দু 
হইতে -এর দুরত্ব যাহা, 4 বিন্দু হইতে 71 বিন্দুর 
А В দূরত্বও তাহাই রহিল। এইভাবে A বিন্দুর তুলনায় 
в বিন্দুর কোন অবস্থান-পরিবর্তন হয় না বলিয়া, 
та 4 হইতে দেখিলে в বিন্দুকৈ সর্বদা স্থির মনে 
হইবে। কাজেই তাহাদের আপেক্ষিক বেগ হইবে শৃন্য। 
অতএব, সমান ও সমান্তরাল বেগে চলমান দুই বস্তুর আপেক্ষিক বেগ 
391 
26. আপেক্ষিক са?! নিপল সাল ==: একটি 
বেগবান বিন্দু P-র তুলনায় অপর একটি বেগবান বিন্দু А-4 আপেক্ষিক বেগ 
নির্ণয় করিতে হইলে А বিন্দুর বেগ এবং ৮ বিন্দুর সমান ও বিপরীত একটি 
বেগের লক্ধি নির্ণয় করিতে হয়। এ লব্ধিই Р বিন্দুর তুলনায় 4 বিন্দুর 


আপেক্ষিক বেগ । (Тһе relative velocity of a moving point А with 
respect to another moving point P is the resultant of the velocity 
of A and a velocity equal and opposite to that of P.) 


Р এবং А বিন্দু দুইটি যেন বেগবান। উহাদের বেগ যথাক্রমে РО ও АБ দ্বার! 
যেন স্থচিত হয়। স্পষ্টত, এক একক সময় 
পরে р বিন্দু 0 বিন্দুতে এবং 4 বিন্দু 
в বিন্দুতে পৌছিবে। APOR সামান্তরিক 
অঙ্কিত হইল | A 

বেগ-ত্রিভুজ প্রতিজ্ঞানুসারে AR ও RB 2 
বেগের ল্ধি ДВ বেগ। এখন 47 ও 50 সমান 
ও সমান্তরাল বলিয়া তাহাদের আপেক্ষিক P Q 


GADI 2. 20 বরাবর চলমান р বিন্দু эта 


বেগ-বিশ্লেষণ ও আপেক্ষিক বেগ 2T 


হইতে দেখিলে মনে হইবে যে, AR মুখে 4 বিন্দুর যেন কোন গতিই নাই। ফলে 
2 বিন্দুর তুলনায় 4 বিন্দু যেন কেবল ЕВ বেগে চলমান,_এইরূপ মনে হইবে । 
অতএব, Р বিন্দুর তুলনায় 77 বেগই 4 বিন্দুর আপেক্ষিক বেগ। 
কিন্তু বেগ-ত্রিভুজ প্রতিজ্ঞান্ুসারে, RB বেগ -774 ও АВ বেগের লক্ষি 
অর্থাৎ ря তুলনায় 4 বিন্দুর আপেক্ষিক বেগ= 2-র সমান ও বিপরীত বেগ 
ВА এবং 4-র বেগ ABA ARA সমান 1 
277. শৱর্স্পন্রের সহিত নিদিষ্ট কোণে চলমান 228 
aama একটিব্র সাশ্পেক্ষে чле) আপেক্ষিক са?! 
(Relative velocity of one particle relative to another, the two particles 
Е 
moving at а given angle with each other) 0 হইতে u বেগে OP 
р — 
অভিমুখে একটি বন্তকণা এবং 4 হইতে о বেগে АВ অভিমুখে অপর একটি 99991 
যেন চলমান । এ Ор রেখার মধ্যবর্তী কোণ যেন 01 0%-র সমান্তরাল АХ 
রেখা এবং 2-99 উপর яч ДУ রেখা অঙ্কিত হইল। 


EY 
АХ বরাবর 0-7 উপাংশ =о ০০৪, এবং Y 


ДУ বরাবর %-র উপাংশ = sin 01 

2. 4% বেগে চলমান বস্তুটির তুলনায় v £ 
বেগে চলমান বস্তুটির আপেক্ষিক বেগ= ৯ B 
(v сов 0-u) বেগ ও v sin Ө বেগের 5 
লক্ধি। А А 50 х 
= „(о сов 0 0)? + (0 sin 0)? 
= ২/০৪ ০0999 +u? _ 2w сов 0 +v? 81050 0 = Р 

169; চিত্র 


= Ju? +v? – Jw сов 0. 

অনুসিদ্ধান্ত 1. 27 অনুচ্ছেদের সুত্রটিতে ө=0 হইলে বস্ত-দুইটি একই 
দিকে চলমান হইবে। তখন cos ০*- বলিয়া তাহাদের আপেক্ষিক বেগ 
= „о ш) =v- u, 

অর্থাৎ বেগ-ছুইটির অন্তরই তাহাদের আপেক্ষিক বেগ। 

অনুসিদ্ধান্ত 2. 6-190০ হইলে, বস্ত-দুইট বিপরীতমুখী cos 180° 
= -1 বলিয়া তাহাদের আপেক্ষিক বেগ 


= Juti) = uto, 
অর্থাৎ বিপরীতমুখী হইলে আপেক্ষিক বেগ তাহাদের বেগের সমষ্টির সমান | 
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28. ©=(® চলমান sasa একটির AFS তেল 
aa беја чел ভস্পলভিল্র আতুলচ্ষিক এব দেশজ 
ataa asala AFS বেল еї (То find the real 


velocity of a moving particle when its relative velocity with respect 
to another moving particle and the real velocity of the latter 


particle is given) з О বিন্দুর প্রকৃত বেগ যেন ОР এবং 0 বিন্দুর তুলনায় 
4 বিন্দুর আপেক্ষিক বেগ যেন АО! 4 বিন্দুর প্রকৃত বেগ নির্ণয় করিতে 


е B হইবে। 
А হইতে Орч বিপরীত দিকে 
উহার সমান্তরাল ও সমান AD রেখা 
D в অঙ্কিত হইল এবং :0-কে একটি কর্ণ 
ао লইয়া AD বাহযুক্ত 4730) সামাস্তরিক 
Ё পূর্ণ করা হইল। বেগ-সামান্তরিক 
19% চিত্র প্রতিজ্ঞান্থসারে 40 বেগের উপাংশ 


4B ও এটি বেগ। সুতরাং 37-ই 4 বিন্দুর বেগ। এইবার, DA=AE লইয়া 


D4 রেখাকে E পর্যন্ত বর্ধিত করা হইলে ДЕ রেখা ОР বেগকে бе করিবে। 
42780 একটি সামান্তরিক। স্পষ্টই, ДЫ ও ДО বেগের 91% АВ বেগ । 
স্বতরাং, 0 বিন্দুর প্রকৃত বেগ ও А বিন্দুর আপেক্ষিক বেগের লক্ধি-ই 
А বিন্দুর প্রকৃত বেগ। 
উদাহরণ 1. একটি মোটর-গাড়ী ঘণ্টায় 45 মাইল বেগে ধাবমান। গাড়ীর 
গতিপথের উপর উলম্বরেখার সহিত ২ 
বামে 80° কোণ করিয়া সেকেণ্ডে 88 ফুট 
বেগে বৃষ্টি পড়িতেছে। মোটর-চালকের 
নিকট বৃষ্টির বেগ ও দিক্‌ কিরূপ মনে 
হইবে? 
ঘণ্টায় 45 মাইল 
£5 x 176049 о | 
АВ গাড়ীর বেগ ও 47-র উপর উল্লম্বরেখার সহিত 30° কোণে নত বৃষ্টির বেগ 
যেন 40 দ্বারা স্থচিত। ДЕ বেগ АВ-Ч সমান ও বিপরীত বেগ সুচিত. করে। 
40718 সামান্তরিকের AD কর্ণই দিকে ও মানে বৃষ্টির আপাত বেগ (আপেক্ষিক 
বেগ) স্থচিত করিবে । ДМ উলম্বরেখা যেন 70-কে М বিন্দুতে ছেদ করে। 
স্পষ্টতই, / 40D =একান্তর /,04B = 60°, i 


= APTS 
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4D’ =DC? + А0 –9р0.0М 
=66? + 33° – 2 x 66 АО cos ACD, 
м сы 
fe би-лб 4 20 cos 402] 
= 662+ 382-2 x 66 x 33 cos 60° 
33 1 
= 66° +332 2х #8 х33х ә 
= 339% +1 - 9) 
= 882.8. 
<. 20 =38 43 ফুট। 
‚ 00=66 ফুট, 20=33 ফুট এবং 4D =33 /3 ফুট বলিয়া L DAC 
=90°. 
.", মোটর-চালকের নিকট মনে হইবে যে, বৃষ্টি যেন উহার প্রকৃত বেগের 
দিকের সহিত সমকোণে বাকিয়া সেকেণ্ডে 33 4/8 ফুট বেগে পড়িতেছে। 


উদীহরণ 2. দক্গিণমুখে ঘণ্টায় 30.মাইল বেগে চলমান একজন মোটর- 
আরোহীর নিকট মনে হইতেছে যে, পশ্চিমদিক্‌ হইতে বায়ু বহিতেছে। কিন্ত 
মোটরের বেগ কমিয়া ঘণ্টায় 15 মাইল দীড়াইলে মনে হয় বায়ু যেন উত্তর-পশ্চিমদিক্‌ 
হুইতে বহিতেছে। বায়ুর প্রকৃত বেগ ও দিক্‌ নির্ণয় কর. [B. H. U. 1961] 


প্রথমে, 04 রেখা, মোটরের ঘণ্টায় 80 মাইল বেগ এবং 00 রেখা, বায়ুর আপাত 
বেগ স্থচিত করিলে, 0480 সামান্তরিকের ОВ কর্ণ দিকে 
ও মানে বায়ুর প্রকৃত বেগ স্থচিত করিবে । এখন, মোটরের D 
বেগ যখন ঘণ্টায় 15 মাইল হয় অর্থাৎ পূর্ববেগের অর্ধেক 
হুইয়া যায়, তখন উহার সমান ও বিপরীত বেগ যেন ОР. е 
0р ঘণ্টায় 15 মাইল। 
... দ্বিতীয়বার, OBED সামান্তরিকের 0% কর্ণই দিকে 


ও মানে বায়ুর আপাত (আপেক্ষিক ) বেগ স্থচিত করিবে। Е 


іаст এই বেগ উত্তর-পশ্চিম হইতে আসিতেছে 
বলিয়া মনে হয়। г 
1, 4ООЕ=45°; কিন্তু 40078 = 90°, 
LOEO= 4007. А B 
00=CE=0D=15. 219 Ба 
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`7 CE=BO-BE=30-0D=30-15=15] 
`. АВ=15. 
কিন্তু 08° = Од" + 8° = 30% +15% =15°.5. 
* 08-15 /5. অর্থাৎ বায়ুর প্রকৃত বেগ ঘণ্টায় 15 1/5 মাইল | 
উহা দক্ষিণদিকের সহিত / ДОВ কোণ করিয়া বহিতেছে, যেখানে tan ДОВ 


প্রশ্নমাল! 2 
1. Бия প্রত্যেক প্রশ্নে একটি বেগ ও উহার সহিত প্রদত্ত কোণে একটি রেখা 
আছে ; ওঁ রেখা বরাবর এবং উহার লঙ্বাভিমুখে উপাংশ নির্ণয় কর :— 
() ঘণ্টায় 30 মাইল ও 30°. 
Gi) সেকেণ্ডে 6 ফুট ও 0°. 
(11) সেকেণ্ডে 0 ফুট ও 90°. 
(у) মিনিটে 15 মিটার ও 60°. 
(у) মিনিটে 15 গজ ও 45°. 
(vi) সেকেণ্ডে 10 ফুট ও 135°. 
(ун) মিনিটে 3 গজ ও 150°. 
(viii) ঘণ্টায় 90 কিলোমিটার ও 190০, 
(іх) সেকেণ্ডে 24 /2 ফুট ও 45°. 

2. একটি বস্তু উত্তরদিকে এ একক, দক্ষিণদিকে 3 একক, পূর্বদিকে 8 একক এবং 
পশ্চিমদিকে 4 একক বেগের অধীন | বস্তটির লক্ধি-বেগ কত? 

з. একটি বিন্দু হইতে ছুই ব্যক্তি যথাক্রমে ঘণ্টায় 1 মাইল ও ঘণ্টায় মাইল 
বেগে পরস্পর লক্বদিকে মোটর-সাইকেলে যাইতেছে । оу ঘণ্টা পর তাহাদের মধ্যে 
কত মাইল ব্যবধান হইবে? 

4. একটি বস্তুর যুগপৎ -উত্তরদ্দিকে সেকেণ্ডে 4 ফুট, উত্তর-পূর্বদিকে সেবেণ্ডে 
5/2 ফুট, উত্তরের 60° পূর্বে সেকেণ্ডে 6 ফুট এবং পশ্চিমদিকে সেকেণ্ডে 3 ,/8 ফুট বেগ 
রহিয়াছে। বস্তুটির লন্ধি-বেগ নির্ণয় কর। ) 

5. একটি বস্তুর যুগপৎ উত্তর-পশ্চিমে সেকেণ্ডে 5 */2 ফুট, উত্তরের ৪০০ পূর্বে 
010909 5 ফুট, উত্তর-পূর্বদিকে ঠ / ফুট/সে., পূর্বের 30° দক্ষিণে 519 ফুট/সে. 
বেগ আছে। বস্তুটি কত বেগে কোন্‌ দিকে অগ্রপর হইবে? 

6. একটি বস্তুর যুগপৎ পাচটি বেগ, যাহার প্রত্যেকটি w পরিমাণ এবং 
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উহাদের প্রত্যেকটি পরবর্তীটির সহিত 30° কোণে সক্রিয়। স্থতরাং প্রথম বেগটির 
সহিত শেষ বেগটির কোণ 190. উহাদের লব্দি নির্ণয় কর । [W. B. Н. 8. 1965 ] 

7. একটি বস্তুর 4 ফু./সে.১.৪ ফু./সে., 12/8 ফু./লে. এবং 16 ফু./সে. যুগপৎ 
এই চারিটি বেগ রহিয়াছে। উহাদের প্রথমটির সহিত দ্বিতীয় বেগের কোণ 60°, 
দ্বিতীয়টির সহিত তৃতীয় বেগের কোণ 90° এবং তৃতীয়টির সহিত চতুর্থ বেগের কোণ 
150°. ARRI মান ও দিক্‌ নির্ণয় কর। [ W. В. Н. 8. 1963 ] 

8. ঘণ্টায় 12 মাইল বেগে পূর্বদিকে একটি জাহাজ এবং ঘণ্টায় 16 মাইল: বেগে 
উত্তরদিকে আর একটি জাহাজ চলিতেছে। প্রথমটির তুলনায় দ্বিতীয়টির আপেক্ষিক 
. বেগ কত? 

‚9. বিপরীত দিক্‌ হইতে যথাক্রমে ঘণ্টায় 40 মাইল ও ঘণ্টায় 60 মাইল বেগে 
দুইটি গাড়ী পরস্পরের দিকে ধাবিত হইতেছে। প্রত্যেকটি গাড়ী 900 ফুট করিয়া 
লম্বা হইলে গাড়ী-দুইটি মিলিত হইবার পর কতক্ষণে পরস্পরকে পার হুইয়া যাইবে? 

[ б. U. Matric. 1925 ] 

10. ঘণ্টায় 2 মাইল বেগে চলমান এক ব্যক্তির নিকট মনে হইতেছে যে, বৃষ্টি 
উল্লশ্বভাবে পড়িতেছে। З ব্যক্তি যখন 4 মাইল বেগে চলিতে শুরু করে, তখন 
45° কোণে বৃষ্টি পড়ে বলিয়া মনে হয়। বৃষ্টির প্রকৃত বেগ ও দিক্‌ নির্ণয় কর । 

LO. U. Matric. 1926 ] 

11. ঘণ্টায় 9 মাইল বেগে পূর্বদিকে একটি জাহাজ এবং ঘণ্টায় 19 মাইল বেগে 
উত্তরদিকে আর একটি জাহাজ চলিতেছে; প্রথমটির তুলনায় দ্বিতীয়টির আপেক্ষিক বেগ 
কত? ГС. U. Matric. 1980 ] 

19. EFT 9 ফুট বেগে ধাবমান এক ব্যক্তির নিকট মনে হইতেছে যে, সেকেণ্ডে 
19 ফুট বেগে উল্স্বভাবে বৃষ্টি পড়িতেছে। বৃষ্টির প্রকৃত বেগ নির্ণয় কর। 

13. ঘণ্টায় 3 মাইল বেগে চলমান এক ব্যক্তির নিকট মনে হয় যেন উল্লম্বভাঁবে 
বৃষ্টি পড়িতেছে, বৃষ্টির আপাত বেগ যদি ঘণ্টায় 3/3 মাইল হয়, তবে উহার বেগের 
প্রকৃত দিক্‌ নির্ণয় কর। [ U. Р. В. 1958] 

14. ঘণ্টায় 8 মাইল বেগে উত্তরে বাতাস বহিতেছে ; একজন ছিচক্রযান-চালকের 
নিকট ইহা ঘণ্টায় ৪ মাইল বেগে বহমান পুবের বাতাস বলিয়া মনে হুইতেছে। 
লোকটির প্রকৃত বেগের দিক্‌ ও মান নির্ণয় কর। [ б. U. 1947 ] 

15. ঘণ্টায় 94/3 মাইল বেগে ধাবমান গাড়ীর দিকে লাইনের লহ্বাভিমুখে 
একটি বস্তু ঘণ্টায় 94 মাইল বেগে আগাইয়া আসিতেছে । গাড়ীর একজন আরোহীর 
নিকট এ বস্তু কোন্‌ দিক হইতে এবং কত বেগে আসিতেছে বলিয়া! মনে হইবে ? 

16. ঘণ্টায় 3 মাইল.বেগে উল্লম্বভাবে বৃষ্টি পড়িতেছে। এক ব্যক্তি যদি ঘণ্টায় 
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৪ মাইল বেগে চলিতে থাকে, তবে তাহার নিকট কোন্‌ দিক্‌ হইতে বৃষ্টি পড়িবে বলিয়া 
মনে হইবে তাহা নির্ণয় কর । LO. U. 1917] 
17. ঘণ্টায় 15 V2 মাইল বেগে একটি জাহাজ দক্ষিণদিকে এবং ঘণ্টায় 15 মাইল 
বেগে আর একটি জাহাজ দক্দিণ-পূর্বদিকে চলিতেছে। প্রথম জাহাজের একজন দর্শকের 
নিকট দ্বিতীয় জাহাজের আপাত বেগ ও দিক্‌ কি মনে হইবে তাহা নির্ণয় কর। 
[ U. P. В. 1949] 
18, ঘণ্টায় 3 মাইল বেগে চলমান এক ব্যক্তির নিকট বৃষ্টি ачса পড়িতেছে 
বলিয়! মনে হয়। কিন্ত এ ব্যক্তি যদি বেগ বৃদ্ধি করিয়া ঘণ্টায় 5 মাইল বেগে চলিতে 
থাকে, তবে উল্লন্বরেখার সহিত 30° কোণে বৃষ্টি পড়িতেছে বলিয়া মনে হয়। বৃষ্টির 
প্রকৃত বেগ নির্ণয় কর 1 L U. P. B. 1987 ] 
19. ঘণ্টায় а মাইল বেগে পূর্বদিকে চলমান এক ব্যক্তির নিকট সোজা উত্তরদিক্‌ 
হইতে বায়ু বহিতেছে বলিয়া মনে হয়। কিন্ত এ ব্যক্তি যখন তাহার বেগ Rel করে, 
তখন উত্তর-পূর্বদিক্‌ হইতে বায়ু বহিতেছে বলিয়া মনে হয়। বায়ত্র প্রকৃত বেগ ও দিক্‌ 
নিৰ্ণয় কর। [ С. U. I.Sc. 1943 ] 
20. সেকেণ্ডে 66 ফুট বেগে উল্লম্বভাবে যখন বৃষ্টি পড়িতেছে, তখন একটি 
ধাবমান রেলগাড়ীর একজন আরোহীর নিকট মনে হইতেছে যে, বৃষ্টি যেন উল্নম্বরেখার 
সহিত 45° কোণে হেলিয়! পড়িতেছে। রেলগাড়ীর বেগ ঘণ্টায় কত মাইল? 
[ Utkal University, 1948] 
д, 10 মাইল/ঘণ্টা বেগে উত্তর-পূর্বদিকে একটি জাহাজ চলিতেছে এবং 
জাহাজের একজন আরোহীর নিকট উত্তরদিক্‌ হইতে 10 V2 মাইল/ঘণ্টা বেগে বাতাস 
বহিতেছে বলিয়! মনে হইতেছে। বাতাসের প্ররুত বেগ নির্ণয় কর। 
[ Utkal University, 1949 ] 
22. একটি জাহাজ পূর্বদিকে চলিতেছে এবং জানা আছে যে, উত্তর-পশ্চিমদিক্‌ 
হইতে বাতাস বহিতেছে। কিন্তু মনে হইতেছে যে, বাতাস যেন উততর-ূর্বদিক্‌ হইতে 
বহিতেছে; প্রমাণ কর যে, জাহাজের বেগ বাতাসের বেগের সমান। 
[ B. Н. U. 1940] 
оз. পশ্চিম হইতে পূর্বে ঘণ্টায় 1$ মাইল বেগে ধাবমান একটি নদীর উপর 
জ্রোতের তুলনায় দ্গিণমূখে একটি নৌকা ঘণ্টায়  /8 মাইল বেগে চলিতেছে। পাড়ের 
উপর স্রোতের সমান্তরাল রেখায় একটি ঘোড়ার গাড়ী ঘণ্টায় 6 মাইল বেগে পশ্চিমমুখে 
যাইতেছে। ঘোড়ার গাড়ীর আরোহীর নিকট নৌকার আপাত বেগ কত মনে হইবে? 
[ W. B. 8. F. 1952 ] 
од. পশ্চিমদিকে চলমান এক ব্যক্তির নিকট বাযুপ্রবাহ উত্তর-পশ্চিমর্দিক্‌ হইতে 
আসিতেছে বলিয়া মনে হয়। কিন্তু দে যখন একই বেগে পূর্বদিকে যায়, তখন বায়ুপ্রবাহ 
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উত্তর-পূর্বদিক হইতে আসিতেছে বলিয়া মনে হয়। বায়ুপ্রবাহ্‌ এবং এ ব্যক্তির বেগের 
তুলনা কর। 

25. ঘণ্টায় ৪ মাইল বেগে পূর্বদিকে চলিতেছে এরূপ একটি জাহাজ হইতে বায়ু 
দক্ষিণ-পূর্বদিক্‌ হইতে বহিতেছে বলিয়া মনে হয়। কিন্ত ঘণ্টায় 4 মাইল বেগে উত্তর- 
দিকে চলিতেছে এরূপ একটি জাহাজ হইতে বায়ু পশ্চিমদিক্‌ হইতে বহিতেছে বলিয়া 
মনে হয়। বায়ু-প্রবাহের বেগ ও অভিমুখ নির্ণয় কর। 

‚96. একটি বৃত্তের পরিধি বরাবর দুইটি বস্তকণা যথাক্রমে о ও w বেগে বিপরীত 
দিকে গতিশীল। কোন্‌ অভিমুখে উহাদের আপেক্ষিক বেগ সর্বাধিক এবং সর্বনিয্ন ? 
তখন উহাদের আপেক্ষিক বেগই বা কত? - 

27. ঘণ্টায় З মাইল' বেগে চলমান এক ব্যক্তির নিকট বৃষ্টি উন্লম্বভাবে পড়িতেছে 
বলিয়া মনে হয়। যখন সে একই অভিমুখে ঘণ্টায় 6 মাইল বেগে চলে, তখন বৃষ্টি 
30° কোণে পড়িতেছে বলিয়া মনে হয়। বৃষ্টির প্রকৃত বেগ ও অভিমুখ নির্ণয় কর। 

28. з কি.মি./ঘ. বেগে চলমান এক ব্যক্তির নিকট উল্লম্বভাবে বৃষ্টি পড়িতেছে 
বলিয়া মনে হয়। এ ব্যক্তি যখন বেগ বৃদ্ধি করিয়া 6 কি.মি./ঘ. বেগে হাটিতে থাকে 
তখন মনে হয় বৃষ্টি যেন তাহার সহিত 46° কোণে হেলিয়া পড়িতেছে। বৃষ্টির প্রকৃত 
দিক্‌ ও বেগ নির্ণয় কর। ГҮ. В. Н. 9. 1970] 


গ. (хп)—8 


za чеш 
ডাবল е i 


( Analytical expressions of velocity and 
acceleration in Cartesian Co-ordinates ) 


31. লগ এও SAA (Velocity and acceleration) $ ইতিপূর্বে 1'3 
ও 110 অনুচ্ছেদের আলোচনা হইতে দেখা গিয়াছে যে, 
(i) একটি চলমান বস্তকণার / সময়ে ৪ সরণ হইলে উহার বেগ 


ds 
v=; 


at’ 
ж dv 
এবং (ii) ত্বরণ 5 
КР ds 
বা (11) t= 
বা (৮) 1-54. 
স্পষ্টত, рег সংখ্যা হইলে о একটি সমবেগ সুচিত করিবে। 
অনুরপে £ বা Tia ০৫৬ একটি ধ্রবকমান হইলে / হইবে একটি সমন্বরণ। 


312. Lapi =ї{=їсєн саю! ও SAA (Velocity and 
acceleration in Cartesian Co-ordi- 
nates)? ধর] যাক, সরল বা বক্র পথে চলমান 
asaye) একটি বস্তকণ! t সমরের মাথায় (৫, y) স্থানাঙ্কে 
44 সুচিত р বিন্দুতে অবস্থিত হয়। 6৫ একটি 
অমিতক্ষু্র সময় এবং এ সময়ে কণাটির সু-অক্ষ 
ও Y-অক্ষের সমান্তরাল সরণ যদি যথাক্রমে дт 
ও 6 হয় তবে (৫4-6) সময়ের মাথার এ কণাটি 
209: চিত্র (z+ бу, у + ду) সুচিত Q বিন্দুতে পৌছাইবে। 


স্পষ্টত, ил কণাটির সরণ ০০ PR হইবে বলিয়া সময়ের মাথার OX মুখে 


-u 2৫2, 
কণাটির বেগ u Ue Сш ; 
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অমুরূপে, £ সময়ের মাথায় ОУ মুখে কণাটির বেগ v= Ји TR 4 
теч, কগাটির লক্কিবেগ 7 হইবে uitv 
অর্থাৎ Ve 27748) А о (1) 
এই লক্জিবেগ এর গতিমুখ বা অভিমুখ যদি এ-অক্ষের সৃহিত 9 কোগ উৎপন্ন 
করে তবে, v 
E (, Р: h 


fea কণাটির গতিপথ যদি / =/(2) হয়, তবে % ছারা (2, у) বিন্দুতে / (ат 


39649 (derivative) /(2) বুঝায় এবং তাহা (৪, у) বিন্দুতে /-এর লেখটির (অর্থাৎ 
চলমান কণাটির গতিপথের.) স্পর্শক্রে নতি সুচিত করে 

fis সুতরাং, (৫, 47347491১74 উল্লিখিত স্পর্শক রেখা 
বরাবর। 


দ্বিতীয়ত, ОХ মুখে (2, y) ও (46%, у+ду) বিন্দুতে কণাটির বেগ যদি 
যথাক্রমে ш এবং и+ди হয়, তবে একই মুখে ঠ সময়ে কণাটির বেগ-পরিবর্তনের 
হার বা ত্বরণ : 
du 
f= 2১৪ dt 


= কিন্ত < ie. (а). | 
; ché 4 nei p d A » (8) 
ht ৮4১৭ 
-Bas AEN j= -gi н „з= (4) 


অতএব So re р, )' бх => (5) 


সর্বশেষে, এই লক্ধি-ত্বরণের অভিমুখ 2অক্ষের সহিত а কোণে নত ধরিলে। 


шаа» | i - Айла, 497 6) 


৪6 чате 


33, >тэ=->{<®\ ও সমল তেন (Time-displacement 
and Time-velocity graph) $ 
G) অময়-সরণ লেখ (Time-displacement graph) সময় ও সরণ- 
সম্বলিত যে-কোন সমীকরণকে $-/) আকারে লেখা ষায়। উহা হইতে প্রত্যেকটি 
t মানের জন্য একটি /(0) বা з মান পাওয়া যাইবে। 
স্থৃতরাং' এর মানকে ভূজ!এবং ৯এর মানকে কোটি ধরিয়া ৯-/(৫)-এর একটি 
ЫК шеш. এই লেখস্থিত যে-কোন (t, з) বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্শকের নতি 


হইবে ®. কিন্ত % দ্বারা (১৪) বিন্দুতে বেগ সুচিত হয় তাং সময়-দরণ 


লেখস্থিত যে-কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক (৫.৪) হইতে সহজেই এ বিন্দুতে ай 2° পাওয়া 
যায় { Ж { РЕ? 
Gi) সময়-বেগ লেখ (Time-velocity graph) 3 সময় ও বেগ সম্বলিত 

যে-কোন পমীকরণকে ъ= (1) আকারে লেখা যায়৷৷" ওঁ সমীকরণ হইতে প্রত্যেকটি 

t মানের জন্য একটি g(t) বা ৬ মান পাওয়া যাইবে স্বতরাং £এর মানকে ভুজ ও ০-এর 


মানকে কোটি ধরিয়া ৪-()-এর যে-লেখটি অঙ্কন করা যাইবে তাহাই সময়-বেগ লেখ 
নামে পরিচিত І 


=з, এই সময়-বেগ লেখস্থিত যে-কোন বিন্দু (0, ০)-তে অঙ্কিত. স্পর্শকের 
নতি 40, কিন্তু чип £ সময়ের মাথায় ত্বরণ চিত, হয়। TAR সময়-বেগ 
লেখস্থিত যে-কোন বিন্দুর স্থানাঙ্ক হইতে 
সহজেই এ বিন্দুতে ত্বরণের মান নির্ণয় করা যায়। 
আবার ধরা বাক,,একটি সময়-বেগ লেখ 
АР,Р,В< উপর P০9 ও Р, বিন্দুর'স্থানাস্ক 
о যথাক্রমে (фо, vo) ও (tas va). Po ও Р,-99 
y ЕИ N কোটি যথাক্রমে МР, এবং NP; হইলে, নির্দিষ্ট 
চি সমাকলের সংজ্ঞা অনুসারে, . 


tı 
PoMNP zA দেত্রফল i vdt. 
0 


কিন্তু / সময়ে সরণ যদি ৫ হয়, তবে ০০৪৪. 


t ti 
72০717২-এর m= | ০7৮০ | “© 
to to аё 
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ti tı 
4 ] ৪৮-৫ 
to to 
= 06: to 
= 1০ ও, সময়ের মধ্যে সরণ। 
এইভাবে, সময়-বেগ লেখ-এর PoP, চাপ, Po ও Р, বিন্দুর কোটি এবং 
EARN সীমাবদ্ধ ক্ষেত্রের ক্ষেত্রফলদ্বার! to ও 0, সময়ের মধ্যে সরণ সুচিত হয়। 


উদলহল্পণমালা 
ФТ. 1. সরলরেখায় { সেকেণ্ড সময়ে কোন বস্তকণার সরণ &=20-8 ফুট 
হইলে দেখাও যে, কণাটি সমবেগে ধনাত্মক মুখে চলমান। উহা কোন্‌ বিন্দু হইতে 
যাত্রা স্থরু করে এবং কোন্‌ সময় মূলবিন্দু অতিক্রম করে? 


বস্তকণাটির বেগ হইল Ер ফুট/মেকেণ্ড। স্থতরাং বস্তকণাটি সমবেগে 


ধনাত্মক অভিমুখে গতিশীল | আবার, যখন ৮0, তখন = -3 এবং যখন ৪.০, 
তখন £-18। স্থতরাং ЧЧ w= - 8 বিন্দু হইতে যাত্রা স্থরু করে এবং 14 вес. 
সময়ের মাথায় মূলবিন্দুকে অতিক্রম করে। 

Әү. 2. কোন বস্তকণার সরণ &=(৫*- 31-9) ফুট হইলে, (i) উহার যাত্রা- 
মুহূর্তে বেগ কত? (ii) কখন উহার সরণ-.0? (1) কখন উহার বেগ 491919 এবং 
কখনই বা উহার বেগ ধনাত্মক হইরে ?. চিত্রদ্বারা ব্যাখ্যা কর 1 

এখানে বেগ ৮৫2 %(*-8/+2)-94-3, 

(i) স্পষ্ঠত, যাত্রার সুরুতে যখন ৫0, তখন ৫2. এবং বেগ = 8 ফুট প্রতি 
সেকেণ্ডে। 

সুতরাং বস্তকণাটি,মূলবিন্দুর দিকে চলিতে সুরু করে। 

Gi) প্রদত্ত সমীকরণটিকে ০-(/-1)(৫- 9) আকারে প্রকাশ কর! যায়। 

সুতরাং £-] এবং /-, এই ছুই মুহূর্তেই সরণ т=0, 

আবার, যখন 1=15 এবং = – 4, তখন বস্তকণাটির বেগ হয় Ө! 

Gii) তৃতীয়ত, £র মান যখন 18 অপেক্ষা কম, তখন বেগের মান ANAF I 
কিন্ত гт মান 1$ অপেক্ষা বৃহত্তর হইলে বেগের মান ধনাত্মক। 
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94নং চিত্রে, т=9 এবং т=—{ সরণ যথাক্রমে А ও В বিন্দু-দুইটি দারা 
zfs বস্তকণাটি 4 বিন্দু হইতে - 8 ফুট প্রতি সেকেণ্ড বেগে যাত্রা সুরু করিয়া 
t=1 সেকেণ্ড সময়ে ARTO অতিক্রম করে, £= 1% সেকেণ্ড সময়ে মুহূর্তের জন্য 
В বিন্দুতে স্থিতিশীল হয় এবং তাহার পর আবার ধনাত্মক অভিমুখে চলিতে সুরু করে 
এবং $-.এ.সেকেগড সময়ে আবার মৃলবিন্দুকে অতিক্রম করে। ইহার পর বস্তকণাটি 
ক্রমবর্ধমান বেগ লইয়! ক্রমশঃ ধনাত্মক অভিমুখে চলিতে থাকে। 


——> সসম়(সেকেণ্ডে) 


959: চিত্র 


95নং চিত্রে সময়-সরণ ও সময়-বেগ লেখ অঙ্কন করা হইয়াছে। এক্ষেত্রে সময়- 
সরণ লেখ একটি অধিবৃত্ত এবং সময়-বেগ লেখ একটি সরলরেখা। উপরোক্ত উদাহরণে 
বেগ সমহারে বৃদ্ধি পায়। প্রাথমিক বেগ খণাত্মক, ॥=18% ССС বেগ হয় শূন্য এবং 
তাহার পর বেগ ক্রমশই বৃদ্ধি পাইতে থাকে। 14 সেকেণ্ডের সময় সরণের মান 
সর্বাপেক্ষা কম, -3। কিন্তু ইহার পর সরণ ৮-এর মান ক্রমশঃই বৃদ্ধি পাইতে থাকে। 
উদ্দা, ৪. $ সময়ের মাথায় কোন বস্তকণার বেগ ০-2/-3 ош./вес. এবং 
যাত্রার 705 সরণ 2=0 হইলে З সেকেণ্ডের সময় বস্তকণাটির সরণ কত? 
б দেকেগ্ডের সময়েই বা সরণ কত? \ 
о=21-8 বা, ©=ш-з 
Јак = (92-3) dt 
2= 18 — 3840, যেখানে с FTF 1 
যখন 1=0, তখন %-0. „©. с=0. 
সরণ £-/০-38% 
8. সেকেও্ডে বস্তকণাটির সরণ -৪-3.8-0 
এবং 5 সেকেও্ডে বস্তকণাটির সরণ &=5:-3.5=10 সে.মি, | 
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উদ]. 4. কোন 49919 ত্বরণ /-৪+9 সে.মি./সে.2, প্রাথমিক বেগ শূন্য 
এবং Å সময়ে বস্তকণাটির অবস্থান m= 0 হইলে ৪ সেকেণ্ডে বস্তুকণাটির সরণ কত হইবে 
এবং এ মুহূর্তে বস্তকণাটির বেগই বা কত হইবে? 


ত্বরণ 7-8-8+9 


Јао= ](8+90) dt 
б=8{+1® + с, যেখানে с 94% 1 
যখন 1=0, তখন 0=0. 2. с=0. 
о= 8+2. 
3 সেকেণ্ডের মাথায় বেগ = 3.3+3° 
=18 সে.মি, প্ৰতি সেকেণ্ডে। 


আবার, vee =з +1" বলিয়! 


Јас = ](81+ 12) dt 


жы 
=" + ন +. যেখানে ЕСФ! 


যখন 1=0, তখন т=0. .'. k=0. 


3° 27 


9 +9 


- © =29'6 ай 


Фи. 5. একটি বস্তকণীর £-অক্ষের ধনাত্মক অভিমুখে উপবেগ সমহার এবং 
%-অক্ষের ধনাত্মক অভিমুখে £ সময়ে উহার অপর উপবেগটি = ли +n, যেখানে m ও ॥ 
EIE সংখ্যা। যে-কোনো মুহুর্তে কণাটির ত্বরণ কত হইবে? 

প্রশ্ন অস্কারে, কণাটির 
ан গ-অঙ্গের ধনাত্মক অভিমুখে উপবেগ সমহার বলিয়া একটি ধ্রুবক সংখ্যার সমান 

| 


অর্থাৎ -অক্ষ বরাবর ত্বরণ =0. 
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আবার %-অক্ষের ধনাত্মক অভিমুখে কণাটির উপবেগ 
Womit 
а®%у _ d [dy 
একই মুখে উহার ত্বরণ 2) 
= (mtn) 


mat. dn 
їй 


=m+0=m. 
. কণাটির লক্ধি-ত্বরণ = / а." 
= Vtm = т. 


প্রশ্নমালা 3 

1.  সেকেণ্ডে সরণ = 6-4 ফুট । / সেকেণ্ড।এবং এ সেকেও সময়ে বস্ত- 
কণাটির বেগ ও ত্বরণ б কর। з 

2. ৫ সেকেণ্ডে সরণ ০-19/-5 সে.মি. হইলে বস্তকণাটির বেগ কখন БЕЈ 
হইবে এবং এ সময়ে বস্তুকণাটি যাত্রাস্থল হইতে কতটা দূরে থাকিবে? 

8. / সেকেণ্ডে সরণ %= 40-16% সে.মি. হইলে যাত্রার সুরুতে বস্তুকণাটির 
বেগ কত এবং স্থির হওয়ার পূর্ব পর্যন্ত বস্তকণাটি কতটা পথ অতিক্রম.করিবে? 

4. 1 সেকেণ্ড সময়ে একটি বন্তকণার বেগ! ০= 3৪৫-32 সে.মি./সে.। যখন 
1=4 সেকেণ্ড, তখন বস্তকণাটির ত্বরণ কত? বস্তকণাটির সর্বাধিক বেগই বা কত? 

5. £ সেকেণ্ডের মাথার সরলরেখায় চলমান একটি বস্তকণার বেগ (19; 8/2) ফুট 
প্রতি সেকেণ্ডে। বস্তকণাটি তৃতীয় সেকেণ্ডে কতটা পথ যায় নির্ণয় কর। 

6. একটি. চলমান : বস্তকণার : ৫ সেকেণ্ড সময়ে সরণ £ ফুট, যেখানে 
£-৪+/+%%. 3 সেকেণ্ড পরে উহার বেগ ও ত্বরণ নির্ণয় কর | 

7. একটি চলমান বস্তকণার £ সেকেও্ড সময় পরে বেগ -(৫-1)08-2 ফুট/সে., 
বে দুই বিন্দুতে বত্তকণাটি স্থির হয়, সেই ছুই বিন্দুর দূরত্ব নির্ণর কর। | 

8. সরলরেখায় চলমান একটি বস্তকণা £ সেকেণ্ডে এ সরলরেখার উপরিস্থিত 
একটি নির্দিষ্ট বিন্দু হইতে ফুট দূরে আছে। 32=13+19/2-;° হইলে দেখাও 
Со 8 отта পরে বস্তুকণাটির গতি পূর্বনথবৃত্তি করে। এ ৪ সেকেণ্ড সময়ে বস্তকণাটি 
সর্বাধিক যে বেগ অর্জন করে তাহাও নির্ণর কর। 
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9. একটি বস্তকণা একটি সরলরেখায় এরূপে চলমান যে, % সেকেও পরে উহা এ 
সরলরেখার উপরিস্থিত একটি নির্দিষ্ট বিন্দু 0 হইতে 2t ফুট দূরে আছে। প্রমাণ 
কর যে, 9813 সেকেও সময় ধরিয়া 0 বিন্দু হইতে বাহিরের দিকে চলে এবং যখন উহা 
আবার 0 বিন্দুতে ফিরিয়া আসে, তখন উহার বেগ হয় প্রতি সেকেণ্ডে 54 ফুট | 

10. একটি বস্তকণা! 0 বিন্দু হইতে যাত্রা সুরু করিয়া সরলরেখা বরাবর চলিতে 
থাকে। £ সেকেণ্ড সময়ে উহার বেগ ৮-10+95-42 ফুট প্রতি সেকেণ্ড হইলে 
দেখাও যে, প্রথম ৪$ সেকেণ্ড ধরিয়! বস্তকণাটির বেগ ক্রমশঃ বৃদ্ধি পায়। এ সময়ে 
বন্তকণাটি কর্তৃক অতিক্রান্ত দূরত্ব নির্ণয় কর। 

11. একটি বিন্দু 2 সরলরেখা বরাবর এরপে চলমান যে, এ সরলরেখারি একটি 
নির্দিষ্ট বিন্দু 4 হইতে £ পেকেণ্ডে চলমান বিন্দুর দূরত্ব ০-/-%৪-ফুট 

(0 তৃতীয় দেকেণ্ডে Р বিন্দুটি কতটা পথ অতিক্রম করিবে? 

(9) বস্তকণাটি কথন স্থিতিশীল হইবে? 

(ш) কোন এক মুহুর্তে বেগ о এবং ত্বরণ / হইলে দেখাও যে, ০] +2/%. 

19. সরলরেখায় চলমান একটি বস্তকণারু  সেকেওসময়ে.. বেগ ъ= =: Et 
6 ফুট/সে. | বস্তুকণাটি যাত্রার হুরুতে মৃলবিন্দুতে থাকিলে, (а) মূলবিন্দু হইতে সরণ 
এবং (0) ত্বরণ নির্ণয় কর। দেখাও যে, বস্তুকণাটি দুইবার স্থির হয়। স্থির অবস্থায় 
মূলবিন্দু হইতে বস্তকণাটির দুরত্ব নির্ণয় কর। 

13. Garte উৎক্ষিপ্ত একটি গোলা t সেকেণ্ডে মাটি হইতে (6004-1682) z 
উচ্চতায় ওঠে। 10 সেকেণ্ড পরে উহার গতিবেগ কত নির্ণয় কর। গোলাটি কখন 
সর্বাধিক উচ্চতায় উঠিবে ? [সংকেত £ সর্বাধিক উচ্চতায় বেগ 0=0 ধর ] 

м. মাটি হইতে উর্ধে উৎক্ষিপ্ত একটি প্রস্তর t সেকেণ্ডে (190-162) ফুট 
উচ্চতায় ওঠে। 3 সেকেণ্ড Б সেকেণ্ড পরে উহার বেগ কত হইবে? 

15. একটি বস্তকণা 4 বিন্দু হইতে В বিন্দুতে যায়। 4 বিন্দু অতিক্রম করার 
£ সেকেও পরে উহার বেগ হয় 4+8% ফুট প্রতি সেকেওড। 4 বিন্দু হইতে B বিন্দুতে 
যাইতে 5 সেকেণ্ড সময় লাগিলে 47-এর দূরত্ব নির্ণয় কর। 

16. একটি বস্তকণার বেগ -4৫-৪ সে.মি./সে. - (1) প্রথম 3 সেকেণ্ডে 
Gi) প্রথম 4 সেকেণ্ডে এবং (iii) চতুর্থ সেকেও্ডে বস্তকণাটি কতটা পথ অতিক্রম করে? 

17. একটি বস্তকণা ঠ -4/+8%2 ফুট প্রতি সেকেণ্ড বেগে চলমান। 3 সেকেণে 
বস্তুকণাটি কতটা পথ অতিক্রম করিবে এবং এ মুহূর্তে উহার ত্বরণ কত? 

18. সরলরেখায় চলমান একটি বস্তকণার £ সেকেণ্ডে ত্বরণ (8+3) ফুট প্রতি 
সেকেণ্ডে সেকেণ্ডে। যাত্রার gae বস্তকণাটির একটি নির্দিষ্ট বিন্দু, 4 হইতে দুরত্ব 
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৪ ফুট এবং তখন উহার বেগ 5 ফুট প্রতি সেকেণ্ড । 9 সেকেণ্ড পরে বস্তৃকণাটির 
অবস্থান এবং বেগ নির্ণয় কর । 

19. স্থির অবস্থা হইতে যাত্রা সুরু করিয়া সরলরেখায় চলমান একটি বস্তুকণার 
£ সেকেণ্ডে ত্বরণ হয় 4 সে.মি. প্রতি সেকেণ্ডে সেকেণ্ডে। পুনরায় যখন কণাটি 
স্থির হয়, তখন যাত্রাস্থল হইতে উহার দূরত্ব কত এবং বস্তুকণাটি কত বেগে যাত্রাস্থলে 
ফিরিয়া আমে? 

20. £ সেকেণ্ড সময়ে একটি বস্তকণার বেগ 97-312 ফুট প্রতি 'সেকেণ্ড। 
@) বস্তকণাটির প্রাথমিক বেগ ; Gi) কখন উহা বিপরীত দিকে যাইতে স্থরু করে এবং 
(8) এ সময়ে যাত্রাস্থল হইতে বস্তুকণাটির দূরত্ব কত, তাহা ИН কর। 

` 91. একটি বস্তকণা 0 বিন্দু হইতে ৪ সে.মি. প্রতি সেকেণ্ড প্রারম্ভিক বেগ সহ 
সরলরেখায় চলিতে থাকে। t সেকেণ্ড পরে উহার ত্বরণ. 6(/_ 9) সে.মি./সে.* হইলে 
কখন এবং কত বেগে বস্তকণাটি আবার 0 বিন্দু দিয়া যাইবে? 

29. একটি বস্তকণা 0 বিন্দু হইতে 40 ফুট প্রতি সেকেও প্রারম্ভিক বেগসহ যাত্রা 
সরু করিয়া (8—4) ফুট/সে.* чап সরলরেখায় চলিতে থাকে 0 বিন্দু হইতে কতদুরে 
আগিয়া За স্থির হয় এবং উহার সর্বাধিক বেগ কত p 

23. (৮, у) বিন্দুতে একটি বস্তকণার ৫-অক্ষের সমান্তরাল ধনাত্মক অভিমুখে 
উপবেগ ৪ সে.মি./সে. এবং £ সেকেণ্ড সময়ে /-অক্ষের ধনাত্মক অভিমুখে উহার উপবেগ 
=й+3 সে. মি/সে.। এ বিন্দুতে কণাটির ত্বরণ কত? 


চতুর্থ азі 
একটি বন্তকণার সরলরেখায় গতি 


( Motion of а particle in a straight line ) 


41. FRR (а) পূর্বেই প্রমাণিত হইয়াছে যে, о সমবেগে £ সময়ে 
ও সরণ হইলে, 


s=vt ৮০৪ 0) 


(9 সমত্বরণে সরলরেখায় চলমান বস্তকণার যে-কোন মুহুর্তে বেগ__ 
ধরা যাক, কোন বস্তকণা যেন ш প্রাথমিক বেগসহ ta সমত্বরণে Te পকি БЫШЫ 


চলমান। বস্তকণাটির সরণ ও দ্বারা! স্থচিত হইলে, বেগ £ 05 £ ছারা এবং ত্বরণ бз ৪ দ্বার! 
স্থচিত হইবে 1: এখানে ত্বরণ две এবব 7-এর সমান । 
=f. к 


উভয়পক্ষের সমাকলন করিলে, 9১-7+ যেখানে ৫ FTF 1 


কিন্ত যখন £-0, তখন 7 
и= с 
Еч 2- u+ ft. 
এখন, যে-কোন এক মুহূর্তের বেগ 98. -কে %-দ্বারা সুচিত করিলে সমীকরণটি 


দাড়ায়, 
v= u+tft +e +" (2) 


4'2. eaS CAP а এবং 1 সমভ্রণসহ + মজে 
Бач улаа: (Distance covered in time t with an initial 
velocity u and an acceleration 1)5 চলমান বস্তকণাটির ঘমত্বরণ / এবং 


প্রাথমিক বেগ и. সণ দারা সি হইলে বই = 


ата 
=fi+e, যেখানে ০ FTF 
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গাড়ি Bou +ft 
আবার সমাকলন করিয়া পাওয়া যায়, 
Јаз= fu + frat 
বা ৪-%+2%৭+-7%, যেখানে % ধ্ৰুবক 
কিন্ত যখন ₹=0, তখন ৪-০ 7] 
8=ш+ие, Се э. © (8) 
‚ЖЗ. п © Ёз=в এগ ও у শ্ৰান্তিক caa =©сел 
1 সমভ্বব্ৰণসহ ৮লমান্ন ভ্তভকণা кач £ {эб берчә 
779. (Distance covered by a'particle in timet with uniform accelera- 
tion f, its initial and final velocity being u and v) $ চলমান বস্তকণাটির 
প্রারম্ভিক বেগ п, প্রান্তিক বেগ о, সমত্বরণ / এবং £ সময়ে অতিক্রান্ত দূরত্ব ৪ হইলে, 
প্রথম হইতে 1 একক সময়ের মাথায় বেগ -&%+- 
শেষ হইতে 1 একক সময় আগেকার মুহূর্তে বেগ-০-/; 
ও দুই মুহূর্তের গড় বেগ = "0 30 +0), 
এইভাবে প্রথম ও শেষ হইতে সমান দূরবর্তী প্রত্যেক দুইটি মুর গড় 
বেগ = $( + 0). 
সমগ্র কাল £ সময়ের গড় বেগও Hu +0), 
Б i 41 রশ & © (4) 
hs v=u+ ft; Ар: 
৪-%(৮+-%+77)% 


= TF 2ut + te 


Пава) Dorog 


44. ея অবস্থা হইতে সম্বল "গাত (Motion from 
rest with an uniform acceleration) 2. fy &-৪ এবং $ যেন যথাক্রমে সমত্বরণ) 
সময়, প্রান্তিক বেগ এবং ওঁ সময়ে অতিক্রান্ত দূরত্বের মান। 

তাহা হইলে, $-$৫4+০)/ সুত্রে ॥=০ বসাইয়া আমরা পাই 


B= হুদ 


. (5) 
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অঙুরূপে ॥=0 বসাইলে, 
з= 4+ 3/72 সূত্রটি হয় 
s=4ft? br i а © (6) 
045. সমল, S30, 2а ও প্ৰান্তিক с=с? সন্পৰু 
(Relation between time, acceleration, initial and final velocities) 2 
00,7118 5 যেন যথাক্রমে প্রারম্ভিক বেগ, প্রান্তিক বেগ, সমত্বরণ, নির্দিষ্ট সময় 
ও এ সময়ে অতিক্রান্ত দূরত্ব। তাহা হইলে, 
v=u+fi ২ Хе, = 0 
এবং ও-$(৮+%)% 6 e © (ü) 


@ ; ছু t 
আবার (ii) হইতে, 


2. utv 
02-42-96 
অর্থাৎ уз=ц2-+218 ea (ку 
স্পষ্টতই প্রারভিক বেগ শৃন্ত অর্থাৎ স্থির অবস্থা হইতে গতি গুরু হইলে 
u=0; 
"১ v?°=2fs ... 7 э, (8) 
46. ॥-ভম CERTS ভভিভ্রলক্ড ктш নিশি (70 find 
the distance described іп the n-th second) 2 প্রতি সেকেণ্ড FTS f ফুট 
ত্বরণ ও সেকেণ্ডে এ ফুট প্রারম্ভিক বেগ ধরিলে, ॥-তম সেকেণ্ডে অতিক্রান্ত দূরত্ব 
= отете অতিক্রান্ত দূরত্ব -(৮+-1) роз. অতিক্রান্ত দূরত্ব 
»(/,+2072)-1-1)+3-1)থ 
= ат щ(»—1)+%/%#*-(з—1)*#} 
-%/(//-741)7+$10,1+7,-100,-%4+-1)) 
=u+4(2n-1)f * М (9) 


জুত্রাবলীর প্রয়োগ? নিচে কয়েকটি উদাহ্রণের সাহায্যে এই অধ্যায়ে 
আলোচিত সুত্রগুলির প্রয়োগ দেখানো হইতেছে। এই প্রসঙ্গে একটি কথা বিশেষভাবে 


T= 


s 
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উল্লেখযোগ্য। ত্বরণ যখন প্রারম্ভিক বেগের বিপরীতমুখী হয়, তখন উহাকে ধণাত্মক 
ধরিয়া স্থত্র প্রয়োগ করিতে হইবে। অর্থাৎ / যি ত্বরণের মান হয়, তবে --/ দ্বারা 


উহাকে দিকে ও মানে স্থচিত করিতে হইবে | 
উদ্দাহরণ 1. যে ত্বরণের ফলে কোন বস্তু স্থিরাবস্থা হইতে 5 সেকেণ্ডে 
100 ফুট অতিক্রম করিতে পারে, তাহার মান নির্ণয় কর। [ ক. বি. প্র. 1919] 


এখানে s ( সরণ )= 100 ফুট, u (প্রারম্ভিক বেগ )=0, £ (সময় )=5, ত্বরণ/ 
নির্ণয় করিতে হইবে । 


з=, 
 100=475%= 22у; 
৪ 
0 বা отв orae ৪ ফুট। 
উদ্নাহরণ 2. একটি বিন্দু 12 সেকেও কাল চলিবার পর উহার বেগ সেকেণ্ডে 
56 ফুট হইতে সেকেণ্ডে 99 ফুটে পরিণত হয়। ওঁ সময়ে বিন্দুটি কত পথ অতিক্রম 
করে? 
এখানে u (প্রারম্ভিক বেগ )- 56, 
v (প্রান্তিক বেগ )= 92, 
t (সময় )=19, 
s (সরণ) নির্ণয় করিতে হইবে। 


8= Hu + v)t 


1 6 
= 366 +99) 19 


=148% 6 ফুট 
= 888 ফুট | 
উদাহরণ $. একটি বন্দুকের গুলি উহার লক্ষ্যভেদ করিয়া ৪ ইঞ্চি প্রবেশ 
করে এবং এ সময় পরে উহার বেগ অর্ধেক কমিয়া যায়। গুলিটি আরও কতদূর অগ্রসর 
? [ 0U. 1.8с. 1943] 
এখানে প্রথম ক্ষেত্রে ш বদি প্রারম্ভিক-বেগ হয়, তবে প্রান্তিক বেগ $% এবং 
সরণ $=8 ইঞ্চি ফুট। এখানে ত্বরণ যেন সেকেণ্ড সেকেণ্ডে / ফুট। 
আমরা জানি, ৮২ =%* - 9/5, [7 খণাত্মক বলিয়া ] 
1 
+ Gu)? =u =g: A 
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iut =t: 


уе. 
দ্বিতীয় ক্ষেত্রে প্রান্তিক বেগ =0, প্রারম্ভিক বেগ -$% এবং সরণ যেন ৪; ; 
0= (8) – Ys, 
= и? – 9,845, 
38: =2. 
৪5 লন ফুট বা 1 ইঞ্চি। 
উদ্বাহরণ 4. সমত্বরণে চলমান একটি বিন্দু গতির আরম্ভ হইতে একাদশ 
ও পঞ্চদশ সেকেণ্ডে যথাক্রমে 790 ও 960 সেট্টিমিটার অতিক্রম করে । 90 সেকেণ্ডে 
উহার সরণ কত হুইবে ? [ 0. U. І.8о. 198৭ ] 
প্রারম্ভিক বেগ u সেন্টিমিটার/সে. এবং ত্বরণ у সেটিমিটার/সে.* হইলে, 
90-%+02%11-1)7 
=u +. 
অর্থাৎ 2u + 917= 1440 ШЕ zee) 
আবার  960=u+}(2x 15-1) 
= + 
অথবা 9%+ 99/-1990, БЕ А ЕЗ) 


(2) হইতে (1) বিয়োগ করিয়া, 
8/-480, ka 
বা, /-60 সেটিমিটার/সে.*। y 
`.. 2u=(1440 – 21 x 60) বা (1440 – 1260) 
বা 180 সেন্টিমিটার/সে.। 
%=90 সেন্টিমিটার/সে. | 
আবার, s = ш +119 TAINA, 
$ 30 99 
20 সেকেণ্ডে অতিক্রান্ত দূরত্ব ৪= 90 % 20+ 2 00.405, 
বা s=1800 + 30 x 400 


= (1800 + 12000) সেমি. : 
= 18800 সেট্টিমিটার =138 মিটার | 
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উদ্দীহরণ 5. স্থিরাবস্থা হইতে একটি রেলগাড়ী 4ঠ মিনিটে X হইতে 
স্টেশনে পৌছায়। সমত্বরণে এ ও у স্টেশনের মধ্যবর্তী л বিন্দুতে উহার গরিষঠ 
বেগ হয় ঘণ্টায় 45 মাইল এবং л হইতে সমহার মন্দনে у স্টেশনে আসিয়া উহা 
খামিয়া যায় ху দূরত্ব নির্ণয় কর। C eLO. U. I.So. 1946 ] 
এখানে X হইতে £ পর্যন্ত সমত্বরণ যেন у, মাইল/ঘণ্টাএ এবং Z হইতে 
Y পর্যন্ত সমহার মন্দন যেন-75 মাইল/ঘ্টাঞ। স্পষ্টতই, Z বিন্দুতে গাড়ীর বেগ 
গরিষ্ঠ অর্থাৎ ঘণ্টায় 45 মাইল। X হইতে Z বিন্দুতে যাইতে t ঘণ্টা এবং হইতে 
Y স্টেশনে যাইতে ta ঘণ্টা লাগিলে, 
Ж ЛЕР ҮҮ বগা জন 
2 
6নং চিত্র 
v= + সুত্ৰানুদারে, 
45 = е. Вб (1) 
এখন, XZ -2/215-%/5/545- 455 з (2) 
আবার, з= (0+0) t IATA, А 
ZY = 45 +0), = 4.451. ১০০৪) 
(2) ও (3) যোগ করিয়া, 
1. এ+ 40৮4৫, +1) মাইল 


8 
= * f মাইল, [С ta tta=45 মি, = $$ ঘণ্টা ] 
4 


=142 91167 মাইল। 
উদ্দাহরণ 6. একটি বস্তুকণা সমান দুই অর্ধেক দূরত্ব যথাক্রমে /৩ /” чач সহ 
অতিক্রম করে। প্রমাণ কর যে, কণাটি সমগ্র দূরত্ব 3/+7 ত্বরণ সহ অতিক্রম করিলে 
যে প্রান্তিক বেগ হইত, উপরি-উক্ত ক্ষেত্রেও সেই প্রান্তিক বেগই হইবে। 
ГС. U. 1590, 1940 ] 
সমগ্র দূরত্ব যদি ৪ হয়, তবে উহার প্রত্যেক অর্ধেক 481 এখন প্রারভিক বেগ и, 
প্রথমার্ধের শেষের বেগ vi এবং প্রান্তিক বেগ & হইলে, 
0:2 =u + If x з=? +%; 
23 ৮ +% 
=u? +fs+f's 
=u" +(f+f)s ১ a) 
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প্রথম হইতে শেষ পর্যন্ত 3047) ত্বরণে চলিলে প্রান্তিক বেগ যদি va হয়, তবে 
va =u? + 2.4(f+ fs 
=u? + (f+ f')s ө (2) 
(৫) ও (9) হইতে, v? = ৪22. 
- v=va অর্থাৎ উভয় ক্ষেত্রে প্রান্তিক বেগ সমান। 

উদ্দাহুরণ 7. একটি ট্রেন একটি স্টেশন হইতে স্থিরাবস্থা হইতে যাত্রা করিয়া 
একই সরলরেখায় ৫ ফুট দূরবর্তী অপর একটি স্টেশনে যায়। ট্রেনটি যাত্রাপথের 
প্রথমাংশ а ফুট/সেকেও« সমত্বরণে এবং অবশিষ্টাংশ ৮ ফুট/সেকেণ্ডেৎ সমমনদনে চলে। 


দেখাও যে, ট্রেনটি উহার যাত্রাপথ yea সেকেণ্ডে অতিক্রম করিবে 1 
LC. U. 7596, 1945] 
এ ফুট দূরত্বের প্রথম অংশ ৪, ও. দ্বিতীয় অংশ sa ফুট এবং з, ফুট যাইতে 
йз সেকেণ্ড ও sa ফুট যাইতে যেন ta সেকেণ্ড লাগে । ta সেকেণ্ড পরে গাড়ীর বেগ 
যেন о ফু./সে. হয়। তাহা হইলে, প্রশ্নাহুসারে 
з= 0+0), = %2%5 
ЧА ва= (0+0) = Ft. 
d=s, +s = 01, + Pots ДЬ +) =, 
[t= +1 ধরিয়া] 


অথবা, t= ৮ э. о (i) 


আবার, = ай. বা Е =t; 
১ 


এবং ৮-৮/৪-০ বা v=bta বা р =. 


=2 +9 a+b), 
titta & ЕЕ А а 
অর্থাৎ ৮৮৮, 5% © (5) 


()-কে (1) দ্বারা গুণ করিলে, 
92, la +5) _9а+®4 
v ab ab 


2(a+b)d 
t= / КЭФ ссе | 


1° 


গ. (х11)—4 
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উদ্বাহরণ 8. একটি ЕЗЕП সমত্বরণে সরলরেখায় চলিতে চলিতে পরপর 
তিনটি বিন্দু 4, B ও 0 অতিক্রম করে। 4 হইতে 7-তে যাইতে উহার সময় লাগে 
ta, В হইতে 0-তে যাইতে সময় লাগে ta, এবং 4B = ও B0=&. প্ৰমাণ কর যে, 


কণাটির ত্বরণ হইল 2t a). LW. B. Н. 8. 1960 ] 
1110 + ta) 


কণাটির ta ও ta সেকেণ্ডের মাথায় বেগ যথাক্রমে ৮, ও va হইলে প্রশ্নীকুসারে 
4 হইতে যাত্রার পর বিন্দুতে প্রান্তিক বেগ % এবং В হইতে যাত্রার সময় প্রারম্ভিক 
বেগ о, এবং 0 বিন্দুতে প্রান্তিক বেগ va 1 


95 v=fiı এবং va=v tfta, 
অর্থাৎ оа. + =f + ta): 0) 
আবার, ৫-$(0+%,)/5-$%:/,, 
বা, 2৪০৮, ... i ace se (ii) 
এবং ৮- $0৮:+%9)%2 
বা, =v, tos Бе set oe (iii) 
з 
Gii) হইতে 0) বিয়োগ করিয়া, 
25_9а_ 
52 
(9-এ ৪-র মান 471811 
Abt, – айз) _ 
SA бүт ৪: + ta), 


= Abt, —а4,) 
tatalta + te) 


উদ্নাহরণ 9. у ফুট/সেকে্* সমত্বরণে চলমান একটি বস্তকণা % ফুট/সেকেণ্ড 
সমবেগে চলমান অপর একটি বস্তুকণা হইতে এ ফুট আগাইয়া আছে। কি কি শর্তে 
তাহারা G) মাত্র একবার মিলিত হইবে, (и) দুইবার মিলিত হইবে, (ii) কখনই 
মিলিত হইবে না? 


/ সেকেও পরে কণা-ছুইটি মিলিত হইলে, З £সময়ে পিছনেরটি সামনেরটির 
চেয়ে d ফুট বেশী যাইবে। 


£ সময়ে  ত্বরণসহ্‌ সামনেরটি যাইবে 402 ফুট; কাজেই পিছনেরটি যাইবে 
+d ফুট। 


একটি বস্তকণার সরল রেখায় গতি 51 


шета, 

বা, 4712 -ш+а=0, 

বা) t= Ч এগ, 
ї 


( স্পষ্টতই, ut- 3fd=0 অর্থাৎ ॥২=210 হইলে, £র একটি মান % পাওয়া 


ү 
যায়। কাজেই, সেক্ষেত্রে কণা-ছুইটি মাত্র একবার মিলিত হুইবে। 
(4) দ্বিতীয়ত, %*১/৫ হইলে, ш? – 9/2 ধনাত্মক হইবে । সেক্ষেত্রে ৮র 
দুইটি ধনাত্মক মান পাওয়া যাইবে л ANAF মানের কোন অর্থ হয় না। 


কাজেই, দুইবার মিলিত হইবার শর্ত 
০১210. 


Gii) ॥*< 2/4 হইলে, tA মান অবাস্তব হইয়া পড়ে। অর্থাৎ এমন কোন 
বাস্তব সময় পাওয়া যায় না যখন কণা-ছুইটি মিলিত হয়; অতএব, 
п?< 214 হইলে, কণা-ছুইটি কখনও মিলিত হইবে না। 
উদ্বাহুরণ 10. দুইটি বস্তকণা একই বিন্দু 4 হইতে যাত্রা! শুরু করিয়া একই 
রেখা АВ বরাবর চলমান। একটি TEET и সমবেগে চলে এবং অপরটি স্থির অবস্থা হইতে 
শুরু করিয়1/ সমত্বরণে চলমান | দ্বিতীয় বন্তকণাটি প্রথমটিকে কখন অতিক্রম করিবে 


নির্ণয় কর। আরও দেখাও যে, যাত্রা শুরু করার 7 সময় পরে বস্তুকণা-দুইটির মধ্যে 


দূরত্ব সর্বাধিক হইবে এবং ও সর্বাধিক দূরত্বের মান হইবে e 
কণা-ছুইটির মধ্যে গরিষ্ঠ দূরত্ব যেন а এবং & সেকেণ্ড পর যেন উহাদের মধ্যে 


এই গরিষ্ঠ দূরত্ব হয় । তাহা হইলে, 
{ সময়ে সমবেগে ধাবমান কণা যায় ш! ফুট, এবং সমত্বরণে ধাবমান কণা যায় 
ала ফুট | এই ছুই দূরত্বের অস্তর এ ফুট। 
шъ а, 
বা 340#-ш+4=0. 
„оча Ма, 
f 


(i) 1-я মান বাস্তব বলিয়া, %* – 2/0 হয় শুন্য, নয় TAF 1 
অর্থাৎ %৪ > 92/4 
u? 
বা, 27 >а 
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%এ 
অথবা ds গা 


$ u? 
. {чї গরিষ্ঠ сагта 


I u? 
(8) এর মান =; হইলে, 
ш = 9/1. 


ГЕ u, 
কাজেই, t বানা | 
কণা-দুইটির মধ্যে ব্যবধান গরিষ্ঠ হইবে যাতরামূহর্তের সেকেণ্ড পরে। 


. উদাহরণ 11. সমত্বরণে চলমান কোন বস্তুকণা উহার গতির peT, এ-তম 
এবং /-তম সেকেণ্ডে যথাক্রমে а, ৮ ও ০ দুরত্ব অতিক্রম করিলে প্রমাণ কর যে, 
а(а —т)+Ыт— р) +с(р- а)=0. 
: [ U. P. B. 1940 ; G. U. 1949; 0. U. 1950] 


nea সেকেণ্ডে অতিক্রান্ত দূরত্ব -%4+4/(2%-1), যেখানে и ও f যথাক্রমে 
প্রারম্ভিক বেগ ও সমত্বরণ। 


pù а=ш+%(9р-1) ... ө (6) 
৯-%+ ৫1) 25 РАЧЫ 
০-%+$02/-1) А * (iii) 

() হইতে (3) বিয়োগ করিয়া, 

৫-৯-$/০-1-9৫+1)- È x gf 9) 
=f(p-q). e.. . (iv) 

WRTA (Н) হইতে (ii) বিয়োগ করিয়া, 

-০-/(৫-%). © 5 (ү) 

(+)- (у) দ্বারা ভাগ করিয়া! 

৫--2-4, 
0-с 4-7 


বা, аат) ат) р-а) -ср- д), 
বা, 00৫-7)-৮৫-7+-)+০০-)-০, 
বাঁ, (৫-7)+-2)+০৫০-৫)-০, 
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উদ্দাহরণ 12. একটি ট্রেন 4 মাইল দূরবর্তী দুইটি স্টেশনের একটি হইতে 
যাত্রা শুরু করিয়া অপরটিতে আসিয়া ৪ মিনিটে থামে । ট্রেনটি উহার গতির প্রথমাংশ 
% সমত্বরণে এবং অবশিষ্টাংশ y সমমন্দনে চলিলে а: ও %-এর মধ্যে সম্পর্ক নির্ণয় কর। 


[ এখানে স্টেখন-ছুইটর দূর ্ব_মাইলে এবং лач—( প্রদত্ত বলিয়া মাইল 
ও মিনিটের এককে গাড়ীটির ত্বরণ ও মন্দন প্রকাশ করাই স্থবিধাজনক। ] 

রাস্তার প্রথম অংশে ত্বরণ т মাইল/মিনিটএ ও দ্বিতীয় অংশে মন্দন 
у মাইল/মিনিটঞ। রাস্তার প্রথম ও দ্বিতীয় অংশ যথাক্রমে ৪, ও ৪, মাইল এবং প্রথম 
অংশের শেষে বেগ যেন о মাইল/মিনিট। এখন প্রথম ও দ্বিতীয় অংশ যাইতে যদি 
যথাক্রমে £, ও ta মিনিট লাগে, তবে 


+1.=8 মিনিট ө © @ 
-৫/ বা et 6 = (ü) 
আবার, দ্বিতীয় অংশে যাত্রার প্রারম্ভে বেগ ৬ এবং মন্দন বলিয়া, 
% yta = (), 
বা, v= Yta, 
বা, сы, তত = (ш) 


এখন, ৪৩. $(0+-%)/:-%%5 
এবং sa ₹$(৮+-0)/৪ =%ша. 
{ 51 +sa = folti +ta), 
4 
অথবা 4= TAER sitsa =4 মাইল এবং tı +ta=8 মিনিট ] 


বা, £৮-4 
বা, v=1. s. “+ (iv) 
Gi) ও (ii) যোগ করিয়া, 


% ও yaa মধ্যে ইহাই নির্ণের সম্পর্ক । 
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1. ফুট-সেকৈও এককে ত্বরণ 3 ও সেকেও্ডে 4 ফুট প্রারম্ভিক বেগ সহ একটি че 
কত সময়ে ঘণ্টায় 30 মাইল বেগ লাভ করিবে? 

2. স্থিরীবস্থা হইতে ত্বরণসহ চলমান একটি গাড়ী 4 সেকেণ্ড পর যে-বেগ লাভ 
করে সেই বেগে 2 মিনিটে 1 মাইল অতিক্রম করিতে পারে। এ ত্বরণের মান 
নির্ণয় কর। 

3. একটি স্থির че ত্বরণসহ চলিতে আরম্ভ করিয়া 5 সেকেণ্ড পরে সেকেও্ডে 
20 ফুট বেগ লাভ করে। 10 সেকেণ্ড পরে উহার বেগ কত হইবে? 

4. কোন একটি বন্ধ ত্বরণসহ 2 সেকেণ্ড চলিবার পর যদি ঘণ্টায় 15 মাইল বেগ 
অর্জন করে, তবে সেই ত্বরণ সেকেও্ডে সেকেণ্ডে কত ফুট ? 

5. একটি গাড়ী ঘণ্টায় 45 মাইল বেগে চলিতে থাকে। প্রত্যেক সেকেণ্ড পর 
উহা ব্রেকের সাহায্যে হঠাৎ মুহ্র্তকালের মধ্যে সেকে্ডে 11 ফুট পরিমাণ বেগ কমাইয়! 
ফেলে । এইভাবে গাড়ীটি থামিয়া যাওয়া পর্যন্ত কতদূর যাইবে? 

6. সেকেণ্ডে 95 সেটিমিটার প্রারম্ভিক বেগ যদি 10 সেকেণ্ড পর ঘণ্টায় 8'6 
কিলোমিটারে পরিণত হয়, তবে ত্বরণ কত? 

1. স্থিরাবস্থা হইতে যাত্রা শুরু করিয়া সমত্বরণে চলমান যে-বস্ত 5 সেবেণ্ডে 
‚ 100 ফুট অতিক্রম করে তাহার ত্বরণ কত? 

8. একট বস্তু সেকেণ্ডে 9 ফুট বেগে চলিতে শুরু করে এবং 10 ফুট দুরত্ব 
অতিক্রম করার পর সেকেণ্ডে 10 ফুট বেগ লাভ করে। উহার ত্বরণ ও 10 ফুট 
অতিক্রমণের সময় নির্ণয় কর। 

9, সমহার মন্দনে চলমান একটি রেলগাড়ীর বেগ ঘণ্টায় 40 মাইল হইতে 
ঘণ্টায় 10 মাইলে পরিণত হয়। এ সময়ে উহা! যদি 150 গজ অতিক্রম করে, তবে 
গাড়ীটি থামিয়া যাওয়া পর্যন্ত আরও কতদূর অগ্রসর হইবে? 

10. একটি চলমান বস্তকণার বেগ 10 সেকেণ্ডে 4 ফুট/সে, হইতে 010909 
14 ফুটে পরিণত হয়। কণাটি এ সময়ে কত ফুট দূরত্ব অতিক্রম করে? 

11. একটি রেলগাড়ী স্থিরাবস্থা হইতে যাত্রা শুরু করিয়া 2 মিনিট পর ঘণ্টায় 
48 মাইল বেগ অর্জন করে। গাড়ীটি এ সময়ে কত মাইল দূরত্ব অতিক্রম করে? 

12. একটি বস্তকণা নির্দিষ্ট প্রারস্তিক বেগসহ সমত্বরণে З সেকেণ্ড কাল চলিয়া 


81 ফুট অতিক্রম করে। ঠিক তাহার পরই ত্বরণ বন্ধ হইয়া গেলে পরবর্তী 8 সেবেণ্ডে 
কণাটি 72 ফুট অগ্রসর হয়। কণাটির প্রারম্ভিক বেগ ও ত্বরণ নির্ণয় কর । 


13. স্থিরাবস্থা হইতে সমত্বরণে চলমান কোন বস্তু 5 সেকেণ্ডে যে-বেগ লাভ 
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করে, সেই বেগ-সহকারে বিনা ত্বরণে উহা! যদি 4 মিনিটে 820 গজ যাইতে পারে, তবে 
উহার ত্বরণ নির্ণয় কর । 

14. স্থিরাবস্থা হইতে সমত্বরণে চলমান একটি বস্তু উহার গতির দশম সেকেণ্ডে 
171 ফুট অতিক্রম করে 3 উহার ত্বরণ কত? 

15. স্থিরাবস্থা হইতে সমত্বরণে চলিতে শুরু করিয়া একটি গাড়ী 4 মিনিটে প্রথম 
মাইল অতিক্রম করে। ইহার পর উহা যদি সমবেগে চলে, তবে আরেক মাইল 
যাইতে উহার কত সময় লাগিবে ? 

16. সমত্বরণে সরলরেখায় চলমান একটি বস্তকণা পঞ্চম সেকেণ্ডে 25 ফুট এবং 
সপ্তম সেকেণ্ডে 88 ফুট অতিক্রম করে । উহার প্রারম্ভিক বেগ ও ত্বরণ নির্ণয় কর । 

17. সেকেণ্ডে 90 ফুট বেগে ধাবমান এক ব্যক্তিকে 48 ফুট পিছন হইতে অন্ত 
এক ব্যক্তি প্রতি সেকেণ্ডে সেকেণ্ডে 4 ফুট ত্রণসহ-কতক্ষণে ও কতদুরে গিয়া ধরিয়া * 
ст? 

18. সেকেণ্ডে 1600 ফুট বেগে ধাবমান একটি বন্দুকের গুলি লক্ষ্যভেদ করিয়া 
1 ইঞ্চি প্রবেশ করার পর উহার অর্ধেক বেগ হারায়। বাধা যদি সমান থাকে, তবে 
গুলিটি থামিয়! যাওয়া পর্যন্ত আর কতদূর প্রবেশ করিবে? 

19. 4 বিন্দু হইতে АВ রেখা বরাবর একই সময়ে দুইটি বস্তুকণ| চলিতে আরম্ভ 
করে। প্রথমটি সেকেণ্ডে 40 ফুট সমবেগে এবং দ্বিতীয়টি সেকেণ্ডে 16 ফুট প্রারম্ভিক 
বেগ-সহকারে প্রতি সেকেণ্ডে সেকেণ্ডে 6 ফুট সমত্বরণে ধাবমান হইলে কতক্ষণ পরে 
কণা-ছুইটি দ্বিতীয়বার একত্র হইবে? 

20. সমত্বরণে চলমান একটি বস্তকণা উহার গতির চতুর্থ সেকেণ্ডে 19 ফুট এবং 
সপ্তম সেকেণ্ডে 27 ফুট অতিক্রম করে। দশম সেকেণ্ডে বস্তুটি দ্বারা অতিক্রান্ত দুরত্ব 
নির্ণয় কর। 

91. একটি বিন্দু সমত্বরণে এক সেকেণ্ড চলার পরবর্তী আধ 010979 গ ফুট 
এবং একাদশ সেকেণ্ডে 198 ফুট অতিক্রম করে। বিন্দুটির সমত্বরণ ও প্রারম্ভিক বেগ 
নির্ণয় কর। 


99. সমত্বরণে চলমান একটি বস্তকণা উহার গতির চতুর্থ সেকেণ্ডে 19 ফুট এবং 
ষষ্ঠ সেকেণ্ডে 27 ফুট অতিক্রম করে । কণাটির প্রারম্ভিক বেগ ও ত্বরণ নির্ণয় কর। 


28. একটি বস্তকণা সেকেণ্ডে 900 ফুট প্রারম্ভিক বেগ এবং সেকে্ডে সেবেণ্ডে 
10 ফুট মন্দন সহকারে সরল রেখার চলিতে থাকে। উহার 1000 ফুট অতিক্রম করার 
সময় নির্ণয় কর এবং উত্তরটি দ্বার্থক কেন তাহা ব্যাখ্যা কর। 

24. স্থিরাবস্থা হইতে সমত্বরণে চলমান একটি বস্তু উহার গতির দশম সেবেণ্ডে 
188 ফুট অতিক্রম করে । উহার ত্বরণ নির্ণয় কর। 
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25. 100 গজ অতিক্রমণকাঁলে একটি গাড়ীর বেগ ঘণ্টায় 30 মাইল হইতে ঘণ্টায় 
10 মাইলে পরিণত হর। এই মন্দন যদি সমহার হয়, তবে গাড়ীটি থামিয়া যাওয়া পর্যন্ত 
আরও কত পথ অতিক্রম করিবে? 

26. স্থিরাবস্থা হইতে সেকেণ্ডে সেকেও্ডে 5 সে.মি. সমত্বরণে চলমান একটি বস্তু 
কতক্ষণে দেকেণ্ডে 25 সে.মি. বেগ লাভ করিবে এবং সেই সময়ে উহ! কত পথ অতিক্রম 
করিবে? 

27. স্থিরাবস্থা হইতে সেকেণ্ডে সেকেণ্ডে ৪ ফুট সমত্বরণনহ চলমান একটি বস্তু 
কত সেকেণ্ডে উহার গতিপথের দ্বিতীয় ফুট অতিক্রম করিবে ? 

28. সমত্বরণে চলমান একটি বস্তকণা উহার যাত্রামুহূর্তের পর পঞ্চম ও নবম 
সেকেণ্ডে যথাক্রমে 74 ও 9} ফুট অতিক্রম করে। কণাটির প্রারস্তিক বেগ ও ত্বরণ 
* নির্ণয় কর। 

29. 132 গজ দীর্ঘ একটি রেলগাড়ী ব্রেকের সাহায্যে গতিরোধ করিতেছে } এই 
অবস্থায় উহার ছুই প্রান্ত একটি সিগন্যালের থাম যথাক্রমে 19 মাইল/ঘণ্টা ও 6 
মাইল/ঘণ্টা বেগে পার হইয়া যায়। ফুট/সেকেণ্ডে উহার মন্দন নির্ণয় কর এবং গাড়িটি 
থামিয়া গেলে উহার পশ্চান্তাগ হইতে সিগন্যালের থামটির দুরত্ব নির্ণর কর। 

30. £ সেকেণ্ড সময় সরলরেখায় চলমান একটি বিন্দুর % ফুট/সে. বেগ নিয়লিখিত 
সমীকরণ দ্বারা সুচিত হয়, 

б=$* + 91+ 5. 
হর 0 হইতে 5 মানের чи একটি সময়-বেগ লেখ অঙ্কন করিয়া (i) যখন £-8 তখন 
ত্বরণের মান এবং (ii) পঞ্চম সেকেণ্ডে অতিক্রান্ত দূরত্ব নির্ণয় কর | 

31. সরল রেখায় চলমান একটি বস্তকণা পর পর 8 সেকেণ্ডে যথাক্রমে 7,9 ও 
11 ফুট অতিক্রম করে । ইহা কি সমত্বরণের সহিত সঙ্গতিপূর্ণ? যদি সঙ্গতিপূর্ণ হয়, 
তবে এ ত্বরণের মান নির্ণয় কর। 

39. একটি এক্সপ্রেস গাড়ী যদি আধ মাইল দূরত্বের মধ্যে উহার ঘণ্টায় 60 মাইল 
বেগকে, ঘণ্টায় 15 মাইল বেগে কমাইয়া আনে, তবে কতক্ষণ যাবৎ ব্রেক প্রযুক্ত হয় এবং 
ইহার পর কতক্ষণ পরই বা উহা থামিয়া যায়? 

33. সমত্বরণে এবং সরল রেখায় চলমান একটি বস্তকণা 8 সেকেণ্ডে 119 ফুট 
অতিক্রম করে এবং তাহার পরবর্তী আরও 196 ফুট অতিক্রম করে 6 সেবেণ্ডে। 
কণাটির ত্বরণ এবং পরবর্তী আরও 162 ফুট অতিক্রমণের সময় নির্ণয় কর। 

34. কোন একটা প্রারম্ভিক বেগ সহকারে একটি বস্তকণা 4 সেকেণ্ড কাল 
সমত্বরণে চলে ও এ সময়ে 84 ফুট অতিক্রম করে। তাহার পর ত্বরণ বন্ধ হয় এবং 
পরবর্তী 4 সেকেণ্ডে উহা 108 ফুট অতিক্রম করে। কণাটির প্রারম্ভিক বেগ ও ত্বরণ 
নির্ণয় কর। 
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35. সমন্বরণে চলমান একটি গাড়ী 30 গঞ্জ দূরে দূরে অবস্থিত পর পর তিনটি 
টেলিগ্রাফ পোস্ট অতিক্রম করে। 2 হইতে 0-05 যাইতে গাড়ীটির লাগে 5 সেকেণ্ড 
এবং Q হইতে Б-4 যাইতে লাগে 4 দেকেণ্ড। গাড়ীট ৮ ও В পোস্টকে কত কত 
বেগে অতিক্রম করে? 

86. 7 সমত্বরণে চলমান কোন 4991 পর পর £ ও £ সেকেণ্ডে যথাক্রমে s ও 5' 
দূরত্ব অতিক্রম করে। প্রমাণ কর যে, 
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37. а ফুট/সেকেণ্ডং সমত্বরণে চলমান একটি বস্তকণা যাত্রার শুরুতে 

u ফুট/সেকেও সমবেগে চলমান অপর একটি বস্তকণা হইতে 16 ফুট আগাইয়া আছে। 
O "উহার একবার মাত্র মিলিত হইলে %-র মান কত! 
(8) উহারা দুইবার মিলিত হইলেই বা ил সর্বনিক্ পূর্ণসংখ্যক মান কত 

? 

Gi) %র মান т ফুট/সেকেওড হইলে কি উহার! মিলিত হইবে? না হইলে, 
কেন? 

88. দুইটি বস্তকণার একটি 19 ফুট/সেকেও্ড সমবেগে এবং অপরটি ৪ ফুট/সেকেণ্ডহ 
সমত্বরণে একই স্থান হইতে чї! শুরু করিল। উহার! পুনরায় মিলিত হইবার পূর্বে 
উহাদের মধ্যে সর্বাধিক দূরত্ব কত হইবে এবং কখনই বা উহাদের মধ্যে দূরত্ব সর্বাধিক 
হইবে? 

89. দুইটি বস্তকণ| একই সরল রেখায় যথাক্রমে / ও /' সমত্বরণে চলমান | একই 
সরল রেখায় কোন নির্দিষ্ট বিন্দু হইতে উহাদের দূরত্ব যখন যথাক্রমে ৫ ও а’, তখন 
উহাদের বেগ যথাক্রমে & ও ш. প্রমাণ কর যে, তাহারা পরস্পর দুইবারের বেশী 
মিলিত হইতে পারিবে না। যদি উহারা পরস্পর দুইবার মিলিত হয়, তবে 9 দুইবার 
মিলনের সময়ের ব্যবধান হইবে, 
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40. স্থির অবস্থা হইতে যাত্রা শুরু করিয়া একটি 49991 প্রথমে а সমত্বরণে 
এবং পরবর্তী অংশ b সমমন্দনে চলে। $ সময়ে পরে বস্তকণাটি থামিলে এবং এ সময়ে 
মোট সরণ ৪ হইলে, প্রমাণ কর যে, Ala + b)s = abt’. [0. U. 1945] 

41. সরল রেখায় সমত্বরণে চলমান একটি বস্তকণা যথাক্রমে 0, n, 2n ও Зп 
стз কোন নির্দিষ্ট বিন্দু হইতে a, b, сеа দূরবর্তী চারিটি বিন্দু অতিক্রম করে। 
প্রমাণ কর যে, 


£৪ বলবিদ্যা 
G) ৫-৫-৪8(০-৮), 
(9) প্রাথমিক বেগ = 0-32. 


এবং (8) ত্বরণ = 8, 


[С. 10. 1946 ] 


42. সরল রেখায় সমত্বরণে চলমান একটি বন্বকণী /-তম সেকেও্ডে т ফুট এবং 
U+ n) Sa সেকেণ্ডে & ফুট অতিক্রম করিলে দেখাও যে, বস্তকণাটির ত্বরণ হইল 


са ফুট/সেকেও৭, [ W. В. Н. S. 1960 ] 


43. একটি বস্তুকণ! স্থির অবস্থা হইতে শুরু করিয়া / সমত্বরণে একই অভিমুখে 
চলমান | প্রমাণ কর যে, %-তম সেকেণ্ডে অতিক্রান্ত দুরত্ব (৮+%)-তম এবং (m-— n)- 
তম সেকেণ্ডে অতিক্রান্ত দূরত্বের সমষ্টির অর্ধেক। ГС. U. 1957] 


44. একটি বস্তকণা সরল রেখায় m ফুট/সেকেণু* সমত্বরণে এবং mn ফুট/সেকেণ্ড 
প্রারম্ভিক বেগ-সহ চলমান। দেখাও যে, (+) সেকেণ্ড পরে বস্তকণাটি (৮-7) 
শেকেণ্ডের মাথায় যে অবস্থানে ছিল, সেই অবস্থান একই বেগে অতিক্রম করিবে 1 

[ H.S. B. S. E. 1968] 


45. দুইটি স্টেশনের মধ্যবর্তী দূরত্বের? অংশ যাইতে একটি ট্রেন FAET চলে 


এবং З দূরত্বের 1 অংশ সমমন্দনে চলে; ট্রেনটি এক স্টেশনে স্থির অবস্থা হইতে যাত্রা 
শুরু করিয়া অপর স্টেশনে আসিয়া থামে। প্রমাণ কর. যে, উহার সর্বাধিক বেগ ও 
গড় বেগের mo হইল (1+ 4+ 2) :1. ГВ, Н. U. 1949 ] 

46. একটি লিফট স্থির অবস্থায় শুরু করিয়া প্রথমে у সমত্বরণে, তাহার পর 


কিছুটা সমবেগে এবং সর্বশেষে সমমন্দন у সহ উপরের দিকে ওঠে। মোট অতিক্রান্ত 
দূরত্ব ৪ এবং এ দূরত্ব অতিক্রমণের মোট সময় £ হইলে দেখাও যে, লিফটটি যতক্ষণ 


$ 
ধরিয়া সমবেগে চলে তাহা হইল /*- (42) " Гн. 8. В. S. E. 1963] 


47. একটি ট্রেন স্থির অবস্থা হইতে যাত্রা শুরু করিয়া উহার যাত্রাপথের প্রথমাংশ 
সমত্বরণে চলিয়া সর্বাধিক ঘণ্টায় 30 মাইল বেগ অর্জন করে। ইহার পর সমমন্দনে 
চলিয়া অবশেষে স্থির হয়। সমগ্র যাত্রাপথের সময় 15 মিনিট হইলে, সমগ্র অতিক্রান্ত 
দুরত্ব নির্ণয় কর। 


49, একটি ট্রেন এ মাইল দূরবর্তী দুইটি স্টেশনের একটি হইতে যাত্রা শুরু করিয়! 
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4 মিনিট পরে দ্বিতীয় স্টেশনে আসিয়া থামে। উহা যাত্রাপথের প্রথম অংশ т সমত্বরণে 
এবং পরবর্তী অংশ у সমমন্দনে চলিলে প্রমাঁণ কর যে, 


1+1=4. [9.10.1984] 
49. একটি ট্রেন স্থির অবস্থা হইতে যাত্রা শুরু করিয়া সরল রেখায় উহার যাত্রাপথে 
£ সময় পরে আসিয়া থামে। উহা 22 সময় ধরিয়া সমন্বরণে চলিয়া সর্বাধিক ৬ 


বেগ অর্জন করে। তাহার পর (9n=8) সময় ধরিয়া ৮ সমবেগে চলে এবং সর্বশেষ 


$ সময় ধরিয়া সমমন্দনে চলে । প্রমাণ কর যে, উহার গড়বেগ হইল 09289, 
LH. 8S. В. S. Е. 1969] 
50. একটি ট্রেন ঘণ্টায় 90 মাইল সমবেগে এবং অপর একটি ট্রেন উহার পিছনে 
পিছনে ঘণ্টায় 80 মাইল সমবেগে চলিতেছে। যখন ট্রেন-ছুইটি 968 ফুট দূরে 
রহিয়াছে, সেই সময় দ্রুতগামী ট্রেনটি সমমন্দনে চলিতে আরম্ভ করিল। যখন $ 
দ্রুতগামী ট্রেনটি অপর ট্রেনটিকে প্রায় ধরিয়া ফেলে, তখন উহাদের বেগ সমান হয়। 

কতক্ষণ ধরিয়া ভ্রুতগামী ট্রেনটি সমমন্দনে চলিয়াছে এবং এ সমমন্দনের হার কত? 
51. একটি বস্তুকণা স্থির অবস্থা হইতে যাত্রা শুরু করিয়া সমত্বরণে চলমান | 
কতক্ষণ পরে উহা এমন অবস্থানে পৌছাইবে যে, উহার ঠিক পরবর্তী সেকেণ্ডে অতিক্রান্ত 
দুরত্ব উহার পূর্বে অতিক্রান্ত মোট দূরত্বের সমান হইবে? (в. H. 0. 1959] 


т\зъ SANA 


অভিকৰ্ষ ও অভিকর্জ ত্বরণ 


( Gravity and acceleration due to gravity ) 


5'1. এই বিরাট বিশ্বের প্রতিটি জড়বন্ অপর প্রতিটি জড়বস্তরকে নিজের দিকে 
টানিতেছে। আকাশের অসংখ্য গ্রহতারার পরস্পরের প্রতি টান বা আকর্ষণকে বলা! 
হয় মহাকর্ষ। পৃথিবীও এই জড়জগতের একটি বস্তুপিণ্, কাজেই উহাও উহার 
উপরকার এবং নিকটস্থ সকল বস্তুকে নিজের কেন্দ্রের দিকে অহনিশ টানিতেছে। এই 
টান মহাকর্ষের বিশেষ একটি উদাহরণ মাত্র ; তবে উহার একটি স্বতন্ত্র নাম আছে। 
সেই নাম হইল অভিকর্ষ। 

অভিকৰ্ষ একটি বল। উহা অভিকর্ষজ বল নামে পরিচিত | 

বলা বাহুল্য, অভিকর্ধজ বলের 995 বস্তুসমূহ নিচের দিকে পড়ে। এই বল 
পতনশীল বস্তুর মধ্যেই যে ত্বরণ সঞ্চারিত করে, তাহাকেই বলা হয় অভিকর্ষজ ত্বরণ। 
এই অভিকর্ম ত্বরণকে ইংরেজীতে gravity বলা হয়। তাই এই ইংরেজী শব্দটির 
আগ্বক্ষর g দ্বার! অভিকর্ষজ ত্বরণ সুচিত করা হয়। 

() পতনশীল বস্তমাত্রই অভিকর্জ বলের অধীন, কাজেই উহারা অভিকর্ষজ ত্বরণ- 
সহ নিচে পড়িতেছে। অনিকর্ষজ ত্বরণ সকল বস্তুর পক্ষেই সমান। কয়েকটি 
পরীক্ষা দ্বারা ইহা সহজেই প্রমাণ করা যায়। 

@) প্রথম পরীক্ষ।£ একটুকরা কাগজ এবং একটি মুদ্রা লইয়া যদি উপর 
হইতে ছাড়িয়া দেওয়া যার, তবে মুদ্রাটি আগে মাটিতে পড়িবে । এইবার মুদ্রাটি 
অপেক্ষা কাগজটি সমান্য একটু ছোট করিয়া কাটিয়া লওয়া যাক। তারপর কাগজটিকে 
মুদ্রাটির উপর গায়ে লাগাইয়! ছাড়িয়া দিলে দেখা যায়, মুদ্রাটি ও কাগজের টুকরাটি ঠিক 
একই সময়ে মাটিতে পড়ে। 

প্রথমবার মুদ্রাটি যে আগে পড়িয়াছিল তাহার কারণ, বাতাসের চাপ কাগজকে 
'আটকাইয়া রাখিতেছিল। দ্বিতীয়বার মুদ্রাটিই বাতাসের চাপ ভেদ করায় কাগজটির 
আর সেই বাধা রহিল না। সেইজন্য মুদ্রা ও কাগজের টুকরা একই সময়ে মাটিতে 
পড়িল। ইহা হইতেই প্রমাণ হয় যে, কাগজ ও মুদ্রার উপর অভিকর্ষজ ত্বরণ সমান। 
নহিলে উভয়ে কখনও একই সময়ে মাটিতে পড়িত না। 

(6) দ্বিতীয় পরীক্ষা! ঃ লম্বা একটি কাচের নল লওয়া হইল । নলের মুখের 
কাছে একটি ক্লিপ বা ধারকের সাহায্যে একটি মুদ্রা ও একটি পালক ধরিয়া রাখা 
হইয়াছে। তারপর чи দ্বারা নলের ভিতর হইতে বায়ু সম্পূর্ণভাবে নিষ্কাশিত করিয়া 
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দেওয়া হইল। এইবার ক্লিপাটি আলগা করিলে দেখা যাইবে মুদ্রা ও পালকটি একসঙ্গে 
নিচে পড়িতে শুরু করে এবং একই সঙ্গে নলের তল স্পর্শ করে। 

বাতাসের মধ্যে একটি মুদ্রা ও একটি পালক ছাড়িয়! দিলে বাতাসের বাধা হালকা 
পালকটি আটকাইয়! রাখে। মুদ্রাটি কিন্তু অনায়াসে সেই বাধা ঠেলিয়া নিচে নামিতে 
পারে। বাতাস না থাকিলে মুদ্রা ও পালক কেবলমাত্র অভিকর্ধজ বলের অধীন হয়। 
উপরের পরীক্ষায় দেখা গেল যে, বাযুহীন স্থানে মুদ্রা ও পালক ঠিক একই সময়ে একই 
উচ্চতা হইতে তল স্পর্শ করে। অতএব একই স্থানে অভিকর্ষজ ত্বরণ সকল বস্তুর পক্ষে 
এক ও অভিন্ন। 

(0) অভিকর্ষজ ত্বরণ সমহার (Acceleration due to gravity is 
uniform)? পরীক্ষা ছার! দেখা গিয়াছে যে, অভিকর্ধজ ত্বরণ সমহারও বটে। নিচে 
একটি পরীক্ষার বিবরণ দেওয়া যাইতেছে 

(ক) একটা মোটামুটি ভারী জিনিসকে কয়েকবার বিভিন্ন উচ্চতা হইতে faroa 
সাহায্যে ছাড়ি! দেওয়া হইল এবং প্রত্যেকবার মাটিতে পড়া পর্যন্ত সময় (স্টপ-ওয়াচের 
ছারা) যথাসম্ভব নির্ভুলভাবে নির্ণয় করা হইল। দেখা যাইবে__ 


4 ফুট উচ্চতা হইতে মাটিতে পড়িতে 4 সেকেণ্ড লাগে, 
l6» ৮ n ” го, А » 
64» » » » „ 5 >» » б 
এখন, আমরা জানি সমত্বরণের বেলায় УА 
সরণ = } ত্বরণ х সময়ঃ А, 
অর্থাৎ, з= 4709 сас 
অথবা, =f MC x 


é ч 
ог Won! * 


ачит =" 3 "82 ফটা; М. 


fadena, 22-2520 еза бои; 

তৃতীয়গ্দেত্ে, 21-05060 х16=32 ফুট/সে। 

স্ৃতরাও, প্রত্যেক ক্ষেত্রে у বা ত্বরণ 32 ফুট/সে£ 1 কাজেই সর্বক্ষেত্রে অভিকর্ষজ 
ত্বরণ সমান। 

Gii) অভিকর্ষজ ত্বরণের মান (Magnitude of the acceleration due 


to gravity) 2 
উপরে বর্ণিত পরীক্ষাগুলির মতো আরও অনেক পরীক্ষা দারা দেখা গিয়াছে যে, 


62 বলবিদ্যা 


অবাধে পতনশীল বস্তু সমত্বরণে নিচে পড়ে। বিশেষ স্থানে এই ত্বরণ আবার সকল বস্তুর 
পক্ষেই সমান। 

স্থান-পরিবর্তনের সহিত অভিকর্ষজ ত্বরণের সামান্য একটু পরিবর্তন ঘটে । পরীক্ষা 
দ্বারা দেখা গিয়াছে, নিরক্ষরেখা বরাবর স্থানে উহার মান ক্ষুদ্রতম, এবং উত্তর ও দক্ষিণ 
মেরুতে উহার মান 459941 অভিকর্ষজ чат ক্ষুদ্রতম মান =39:091 ফুট/সেঃ 
বা 978710 সে.মি./সে* এবং গরিষ্ঠ মান = 89:55 ফুট/সে* বা 98811 সে.মি./সেছ। 

পৃথিবীর কেন্দ্র হইতে দূরত্ব যত বাড়ে অভিকর্ষজ ত্বরণ সেই অনুপাতে কমে । খুব 
উচু পর্বতের শিখরে এই ত্বরণের পরিমাণ সামান্য একটু কম। আবার অতি গভীর 
খনির তলায়ও উহা সামান্ত একটু কম। লগ্ুনের সমুদ্রতলে উহার মান 397191 ফুট/সে 
বা 98117 সে.মি./সে*। সাধারণভাবে অভিকর্ষজ ত্বরণ বা уя মান ধরা হয় 
39 ফুট/সেৎ বা 981 সে.মি./সেঞ। 


52. ZABA হউত্ভে অভি্কন্বাহ্বীন্ন গতি (Motion from 
: rest under gravity) $ 

স্থিরাবস্থা হইতে কোন বস্তু যখন নিচে পড়িতে থাকে, তখন উহাকে একমাত্র 
অভিকর্ষজ বলের অধীন বলিয়াই গণ্য কর] হয়। প্রকৃতপক্ষে অভিকর্ষজ বল ছাড়া 
পতনশীল বস্তুর উপর বাতাসের উর্ধ্বচাপও ক্রিয়া করে। কিন্তু তাহা অত্যন্ত অল্প বলিয়া 
সাধারণতঃ উপেক্ষিত হয়। স্থতরাং যাহা-কিছু পড়িতেছে তাহা কেবল অভিকর্ষজ 
বলের অধীন, কাজে-কাজেই অভিকর্ষজ ত্বরণসহ পতনশীল, এইরূপ ধরিয়া লইব। 

এক্ষেত্রে $৯+%/%৪ এই সুত্রটি প্রয়োগ করা যাইবে । এখানে &-0 এবং 
=g. s এখানে উচ্চতা স্থচিত করে বলিয়া "57-44 বদলে ‘॥' (5628৮এর WIRI ) 
লেখা যায়। স্থতরাং স্থত্র দীড়ায় এইরূপ : 

һ={ю?, দি э. (1) 

53. ZARA হঁতে Sss বস্ত কৰত F ॥-তন 
নেন্কেইঞে অভিজ্রণত্ঞ ZaSS NTa (To find the distance fallen 
from rest under gravity in the n-th second) $ 

উপরের (1)-ন্বর সুত্রে £ স্থলে % লিখিলে, 

п সেকেণ্ডে অতিক্রান্ত দূরত্ব বা ha = от" 
n (n-1) » » » বা һа =39(n~ 1)? 
e তম ATTA অতিক্রান্ত Tha- he 
=}gn?- 800৮- 1)*-$০1২-0/-1)৯) 
=} (21-1). эз» тт (2) 
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উদ্ধাহরণ 1. কোন একটি পতনশীল বস্তু মাটিতে পড়ার আগের সেকেণ্ডে 
80 ফুট দুরত্ব অতিক্রম করে ; কত ফুট উচ্চতা হইতে বস্তুটি পড়িয়াছিল ? 
বস্তুটি যেন %-তম সেকেণ্ডে 80 ফুট দূরত্ব অতিক্রম করে | 
%-তম সেকেণ্ডে অতিক্রান্ত দুরত্ব 10(9л - 1). 
80 = +в 1), 
বা 80=16(92 1) = 392-16. 
32n =96 


n=8. 


॥= 201° স্ুত্রান্ুসারে নির্ণেয উচ্চতা যদি h ЕЧ, তবে 


116 
he x 8 ২ 82 = 144 ফুট | 


54. Afsa Bes হইতে পভনকানল ও © 
ASAA [মাখার CAP] ACA (То find the time of fall through 
a height h ft, and the velocity at the end of that time) 2 


%-0 বলিয়া আমর! জানি, s= 571°, এবং 02 = 9/5. 

এক্ষেত্রে h= 201°, এবং v? = 29h 

75817) А, е 

ENE: (8) 

এবং у= ২/ঠুঠী। i = (4) 

[ * 7উচ্চতা হইতে পতনের পর বেগ ‚/дуһ হয় বলিয়া কখনও কখনও এই 
বেগকে ॥-উচ্চতাজনিতু বেগ বলা হয়। ] 

উদাহরণ 2. একটি ewa উপর হইতে 8 সেকেণ্ডে একটি ঢিল মাটিতে 


h=144 ফুট | 


Satza 3. উপর হইতে 1600 ফুট গভীর একটা খনির মধ্যে একখণ্ড 
পাথর পড়িয়া গেল। উহা কখন ও কত বেগে খনির তলায় আঘাত করিবে ? 
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এখানে 1600= 305 ব! 1600 = 16172. 
£-10 সে.। 
আবার, v= Vh সুত্রান্থসারে» 
প্রান্তিক বেগ = ,/2৮ 89 1600=8 х 40 বা সেকেণ্ডে 320 ফুট। 
পাথরখণ্ডটি 10 সেকেণ্ড পর সেকেণ্ডে 890 ফুট বেগে খনির তলায় আঘাত 
করিবে 1 
55. Saaks নিভে নিক্কিপ্ত aga পাত (Motion of 
а body projected vertically down) $ 
নিচে নিক্ষেপ বিচারকালে বস্তুর উল্লম্বরেখার বেগ বুঝিতে হইবে। এক্ষেত্রে 
নিক্ষেপ-বেগই প্রারম্ভিক বেগ 1 


স্থৃতরাং সরণ в, ত্বরণ 9, সময় £, নিক্ষেপ-বেগ ব! প্রারম্ভিক বেগ % এবং 
প্রান্তিক বেগ % ধরিলে, এখানে 


v=u+gt e তত (5) 
s=ut+4gt? তত e. (6) 
এবং у2=ц2 +258 тз ৮৮ 


Batza 4. 550 ফুট উচ্চ হইতে me নিক্ষিপ্ত কোন বস্তু যদি 
б সেকেণ্ডে ভূতল স্পর্শ করে, তবে নিক্ষেপ-বেগ কত? কত বেগে উহা ভূতলে আঘাত 
করে? 
৬-%/+-40% TAIATA, 550 = 5u + 4.39.52 = 5u + 400 
বা ба=150; .'. u=30; .'. নিক্ষেপ-বেগ সেকেণ্ডে 80 ফুট। 
আবার, ০-%+৫ সুত্রান্গসারে, প্রান্তিক বেগ = 30+ 32 х 5 = 190. 
г. সেকেণ্ডে 190 ফুট বেগে বস্তুটি ভূতলে আঘাত করে। 
উদ্দাহরণ 5. সেকেণ্ডে 80 ফুট বেগে নিক্ষিপ্ত কোন বস্তু কত 010909 
156 ফুট নিচে পড়ে এবং তখন উহার বেগ কত হইবে? 
v? =u? + 98 সুত্রানুসারে, ০৪ = 80° + 92.89.156. 
v= ,/6400+ 64.156 = 128. 
আবার, о= 0 1С, 128 =80 +324; .'. 48= 396. 
i 


= = 14 
t 32 15 সে.। 


2 


বস্তুটি 14 সেকেণ্ড পরে 156 ফুট নিচে নামিবে এবং তখন উহার বেগ হইবে 
সেকেণ্ডে 198 ফুট। 
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5'6. Gg ভৎক্কিপ্ত বস্তুর 215 (Motion of a body 
projected vertically up) 2 " 

ага উৎক্ষেপ বলিতে লম্বভাবে উৎক্ষেপ বুঝিতে হইবে। এখানে উৎক্ষেপ- 
বেগ ও অভিকর্ষজ ত্বরণ বিপরীতমুখী। সুতরাং একটিকে ধনাত্মক ধারিলে অপরটিকে 
খণাত্মক ধরিতে হইবে। এইরূপ ক্ষেত্রে бра বেগকে ধনাত্মক ধরাই রীতি। 
কাজেই এখানে /-কে -9 লিখিতে হয়। ফলে আন্ুষ্ধিক স্ুত্রগুলির এইরূপ পরিবর্তন 
ঘটে :— 


v=u-gt . (8) 
в=ш- 1р1? es. (9) 
у®=ц?°-2рв s. (10) 


57 Saaks Bea aga Baa লির্পজ 
(To find the time of rise of a body projected vertically up) 2 

га বস্তুর বেলায় অভিকর্ষজ ত্বরণ উৎক্ষেপ-বেগের বিপরীতমুখী অর্থাৎ মন্দন 
বলিয়া প্রারস্তিক বেগ ক্রমাগত হাস পায়। কমিতে কমিতে একটা সময়ে এই বেগ শূন্যে 
পরিণত হয়। তাহার 79455 হইতেই বস্তুটি নিচে পড়িতে থাকে। স্থতরাং 
প্রারস্তিক বেগ শৃন্যে পরিণত হওয়া পর্যন্ত বস্তটির উত্থানকাল। % যদি প্রারম্ভিক বা 
উৎক্ষেপ-বেগ হয়, তবে প্রান্তিক বেগ о এখানে শূন্য । / যেন উত্থানকাল। 


1. 0=u-gt, 
বা u=gt, 
u 
সি Ар СЕ 11 
е OD 


অর্থাৎ উত্থানকাল = উৎক্ষেপ-বেগ | 


উত্থানকালকে উচ্চতম স্থানে আরোহণের সময়ও বলা যায়। কারণ, উৎক্গিপ্ত 
বস্তু সর্বোচ্চ স্থান পর্যন্ত উঠিয়াই পড়িতে আরম্ভ করে। 


5'8. সর্বাধিক Bes নিপল (То find the greatest 
height) 2 

পূর্বেই বলা হইয়াছে, উৎক্ষেপ-বেগ যেখানে শূন্যে পরিণত হয় সেই বিন্দুর 
উচ্চতাই সৰ্বাধিক । ইহার পরেই উৎক্ষিপ্ত বস্তু নিচে নামিতে থাকে। কাজেই 
৮:=%*-908$ স্থত্রে 0=0 লিখিলে зз মানই সর্বাধিক উত্থানের মান সুচিত 
করিবে। 


গ. (хп)—5 
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2 
বা з= бт 
2 
5-4% স্থলে ॥ লিখিলে, ৪৮82 © ~ (19) 
[কখনও কখনও এই সর্বাধিক উচ্চতাকে &-বেগজনিত উচ্চতা (the height 
due to a velocity u) বলা হয় 1 ] 


উদ্দাহরণ 6. সেকেণ্ডে 88 ফুট বেগে Ра বস্তু সর্বাধিক কত উচ্চতায় ও কত 
সময়ে উঠিবে? 
u? 88 x 88 
॥=9; TN, h= эсу বা 191 ছুট 
নিৰ্ণেয় সর্বাধিক উচ্চতা = 101 ফুট, 
11 
ы =% 
আবার, tay Эй, t= др 04 সে.। 
4 


98 সেকেণ্ডে বস্তুটি সর্বাধিক উচ্চে উঠিবে। 


5'9. সমত Bersa লির্পল (То find the total time 
of flight)? উৎক্ষিপ্ত বস্তু সর্বাধিক উচ্চতায় আরোহণ করার পর নিচে নামিতে থাকে 
এবং শেষ পর্যন্ত উৎক্ষেপ-বিন্দুতে ফিরিয়া! আসে। ফলে, শেষ পর্যন্ত তাহার সরণ শূন্য হয়। 
কাজেই ৪-০%+1/2 909 ৪=0 এবং у= -9 বসাইয়া আমর পাই, 

O=ut—-}gt? বা, ॥(॥-390)=0, কিন্তু £-0 নয়। 
u- igt= 0. 
u= gt. . 
е. + 38. ৬০০ ... 55 (18) 


উদীহরণ 7. উর্ধে উৎক্ষিপ্ত কোন বস্তু 10 সেকেণ্ডে উৎক্ষেপ-বিন্দুতে প্রত্যাবর্তন 
করে। বস্তুটি কত বেগে কত ফুট পর্যন্ত উপরে ওঠে? 
t= чап, 10-98. 5. = 160. 
16 
বস্তুটি উৎক্ষেপ-বেগ সেকেণ্ডে 160 ফুট 1 
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80 5 
আবার, h= A বা h= паи = 400. 
©. বস্তুটি 400 ফুট পর্যন্ত উপরে ওঠে। 
510. BARRA ও পভনক্ষাল্লের ANS) (Equality of 
the time of rise and the time of fall) 2 
5'7 অনুচ্ছেদে দেখানো হইয়াছে যে, উৎগ্গিপ্ত বস্তুর উখানকাল = A 


এখন দেখা গেল, উান ও পতন মিলিয়া সমগ্র উৎপতনকাল = 201 
". পতনকাল =2%_ 4 = % -উথানকাল। 
g g g 


2 পতনকাল ও উত্থানকাল সমান। 

শুধু উতক্ষেপ-বিন্দুর তুলনাতেই নয়, অন্ত যে-কোন উচ্চতায় যেকোন বিন্দু 
হইলেও উথানকাল ও পতনকাল সমান হইবে। একটু ভাবিলেই ইহা 0 
বুঝিতে পারিবে। ধর, উৎক্ষেপ-বিন্দু А হইতে h ফুট উচ্চে B একটি 
বিন্ু। উৎক্ষেপ-বেগ যেন 4 ফুট/সেকেণ্ড। рга বস্তুটি উচ্চতম 
বিন্দু 0 পধন্ত উঠিয়া যেন নামিতে থাকে এবং В বিন্দু হইয়া আবার 
А বিন্দুতে ফিরিয়া আসে। এখন в বিন্দুতে উৎক্ষিপ্ত বস্তুর বেগ 
যদি % হয়, তবে ০৪-%৪ _9% সূত্ৰ প্রয়োগ- করিয়া আমরা B 
ъ= + ১/%/2-201, পাই। এখানে লক্ষ্য কর %-র মান দুইটি__ 
একটি ধন-চিহ্নিত, অন্যটি খণ-চিহিত। আমরা জানি যে, উঠিবার 
সময় বেগ ধনাত্মক আর নামিবার সময় খণাত্মক। এখন উভয় A 
ক্ষেত্রেই সরণ ॥ ফুট । কাজেই দিক্‌ বিচার না করিলে উভয় ক্ষেত্রেই গানং চিত্র 
বেগ সমান। দিক্‌ বিচারে ইহারা সমান ও বিপরীতমুখী । অর্থাৎ একটি মান যদি 
„ий = 901, হয়, তবে অপরটির মান — ১//5_271 

এইবার মনে কর, В বিন্দু হইতে উঠিবার সময় ৮-ই যেন প্রারম্ভিক বেগ। 


উচ্চতম বিন্দুতে এই বেগ শূন্য হইবে। 2. ০-৮-/৫ অর্থাৎ ৫. 5, 


এ {тору ксы ০ 
নামিবার সময় প্রারম্ভিক বেগ শূন্য এবং প্রান্তিক বেগ — ২/ 00, 

= /н#ї-9%=0- gt. Г 

Nuh = ді অর্থাৎ ০02, ০) 


(a) ও (b) হইতে স্পষ্টই দেখা যায় যে, উত্থানকাল ও পতনকাল সমান৷ ð 
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511. একাল 62 ভচচতা আল্লোহলোল সমত (The 
time for rising to a given height) £ | 

প্রথম পদ্ধতি 2 n নির্দিষ্ট উচ্চতা, u উৎক্ষেপ-বেগ, g অভিকর্ষজ ত্বরণ ও & 
সময় হইলে, 

h=ut- Аі? 

অর্থাৎ gt? - 2ut +2h=0. 

out /ш%-Бо% _%+ из – 9, 
20 g 

এইভাবে a দুইটি মান পাওয়া গেল। ইহার কারণ, উৎদ্দিপ্ত বস্তুটি নির্দিষ্ট 
উচ্চতায় দুইবার আসে, একবার উঠিবার সময়, আর একবার উচ্চতম বিন্দু হইতে 
নামিবার সময়। আগের অনুচ্ছেদে দেখা গিয়াছে যে, এইরূপ নির্দিষ্ট বিন্দু হইতে 
উচ্চতম বিন্দুতে 'উঠিতে এবং সেই বিন্দু হইতে উক্ত উচ্চতায় নামিতে একই সময় 


4/৮7%% লাগে। এছাড়া মোট 94199197 ও মোট পতনকাল প্রত্যেকেই ] 


কাজেই উঠিবার সময় /-উচ্চতা পৌছিতে লাগে 9 - / ভি রী ১ 
আর নামিবার বেলায় লাগে, 
ДИ Ми*—9д% বা ш+ Ми# — gh. 
g g g 
দ্বিতীয় পদ্ধতি? 7-উচ্চতায় প্রান্তিক বেগ যদি о হয়, তবে আমরা জানি 
02 =u? – 90 অর্থাৎ v= + 3/2 99 এবং v=u- gt. 


а _%® Nu 57201. 
0 g 


/-র মান কেন দুইটি তাহা উপরে ব্যাখ্যা করা হইয়াছে | 


উদাহরণ 8. সেকেণ্ডে 48 ফুট বেগে উৎক্ষিপ্ত একটি বস্তু কত সেকেণ্ডে 36 ফুট 
উপরে উঠিবে? 


t 


s=ut- 101% ZARATA, 
36=48t -164° 
বা, 4#-19+9=0 
বা, (-৪)৭-0 
বা, 2৫৪ বা=&=1} সে. 
а - নিৰ্ণেয় সময় =14 Ст | 
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512. 22 পতনশীল aga sica গতি (Relative 
motion of two falling bodies) 2 একই মুখে দুইটি চলমান qaa আপেক্ষিক 
বেগ বলিতে উহাদের বেগের অন্তরকে বুঝায়। সেইরূপ একই দিকে সমত্বরণে চলমান 
দুইটি বস্তুর আপেক্ষিক ত্বরণ বলিতে উহাদের ত্বরণের অস্তরফল বুঝায়। অভিকর্ষজ 
ত্বরণ সকল বস্তুর পক্ষেই সমান বলিয়! দুইটি পতনশীল বস্তুর ত্বরণের অন্তর ш) 
কাজেই উহাদের আপেক্ষিক বেগ সমহার হুইবে। 

দুইটি নিক্ষিপ্ত ও а বস্তর মিলনকাল ও মিলনবিন্দু নির্ণযকালে এই তত্বটি 
অত্যন্ত গ্রয়োজনীয়। 


Bazad 9. ৪০ ফুট উচ্চ একটি শুস্তের উপর হইতে একটি ঢিল পড়িতেছে। 
ыч পাদদেশ হইতে সেকেণ্ডে 60 ফুট বেগে আর একটা ঢিল উপরে ছু'ড়িয়া দেওয়া 
হইল। টিল-ছুইটি কখন ও কোথায় মিলিত হইবে? 

ঢিল-হুইটির প্রারম্ভিক বেগ যথাক্রমে সেকেন্ডে 0 ফুট ও 60 ফুট । বিপরীতমুখী 
বলিয়া উহাদের আপেক্ষিক বেগ সেকেণ্ডে (0+60) বা 60 ফুট 1 উহাদের ত্বরণ সমান 
ও বিপরীতমুখী বলিয়৷ আপেক্ষিক ত্বরণ শূন্য হইবে। কাজেই তাহাদের আপেক্ষিক 
বেগ সমহার | টিল-ছুইটির ব্যবধান 80 ফুট। 

১ ৪০ বা! ы = £ ZAINA, 
8 বা $ বা 1$ সেকেণ্ড পর ঢিল-দুইটি মিলিত হইবে। এ সময়ে 909 
পাদদেশ হইতে দ্বিতীয় ঢিলটি, স্থত্রান্ুসারে, 
s=ut- 101" উচ্চতায় উঠিবে অৰ্থাৎ উহা তখন 
20 
60 х $ -16 x ধা বা 75-956 বা 514 ফুট উঠিবে। 

513. aA হুইত্ডে afisa a উল্কি aaa পতি 
(Motion of a body thrown vertically up or down from a balloon) 3 

বেলুন, লিফ্ট প্রভৃতি ФИТ) আধার হইতে পতনকালে বস্তবিশেষ Г! 
হইতে নিচে নামে яй! বেলুন বা লিফটের উর্ধমুখী বেগ তাহার মধ্যেও সঞ্চারিত 
হয়। কাজেই এ বেগকে প্রারম্ভিক বেগ ধরিতে হয়। 

উদাহরণ 10. ঘণ্টায় 15 মাইল বেগে উর্ধগামী একটি বেলুন হইতে চ্যুত 
একটি বস্ত 5 সেকেণ্ডে মাটিতে পড়িল। বস্তুটি কত ফুট উচ্চে বেলুন হইতে চ্যুত হয়? 


এখানে, «= ঘণ্টায় 15 মাইলস সেকেও্ডে 11076)” 


বা সেকেণ্ডে 92 ফুট । 
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= ত্বরণ = -g= -32 ফুট/সে.£ 

£-ঠ সে.। 
SAA দূরত্ব এখানে ধনাত্মক বলিয়া নিয্নমুখী দূরত্ব খণাত্মক ; কাজেই বেলুন 

হইতে মাটির দূরত্ব যেন -॥; . 
-һ=ш-%0, বা -h=22x5-}x32x5? ; 

অর্থাৎ —h=110- 440. 
N һ=330. 
©. বস্তুটি 380 ফুট উচ্চে বেলুন হইতে চ্যুত হয়। 


প্রশ্নমালা 5 

[নিয়লিখিত উদীহরণগুলিতে ০-এর মান উল্লিখিত না হইলে 39 ফুট/সেকেণ্ডঃ 
"অথবা 980 সে.মি./সেকেণ্ড* ধরিতে হইবে |] 

1. উপর হইতে কোন স্থিরবস্ত অবাধে পড়িতে থাকিলে নিয়লিখিত সময়ে 
কৃত দুরত্ব অতিক্রম করিবে এবং কত বেগ অর্জন করিবে? 

G) 3 লেকেণ্ড, (1) 14 মিনিট, (11) 2 ঘণ্টা, (iv) $ সেকেণ্ড । 

9. নিম্নলিখিত উচ্চতা হইতে কোন স্থিরবস্ত কতক্গণে মাটিতে পড়িবে এবং 
মাটিতে পড়ার সময় তাহার কত বেগ হইবে? 

G) 660 ফুট, Gi) 323 গজ, Gii) 10 ইঞ্চি, (iv) 1500 সে.মি. (у) 5 কি.মি. । 

3. উর্ধে উৎক্ষিধ্ধ কোন বস্ত 144 ফুট পর্যন্ত উঠিয়াই পড়িতে থাকে। কত 
ফুট বেগে উহা! ভূতল স্পর্শ করিবে? 

4. একটি বস্তুকে সেকেণ্ডে 80 ফুট বেগে উর্ধ্বে За কর! হইল। কত 
সেকেণ্ড পর উহা 64 ফুট উচ্চে থাকিবে এবং প্রথমে 64 ফুট উচ্চে পৌছিবার মুহূর্তে 
উহার বেগ কত হইবে? 

5. সেকেও্ডে 40 ফুট বেগে একটি বস্তু উর্ধে За হইলে, কখন উহার বেগ 
সেকেণ্ডে 25 ফুট হইবে এবং কখন উহা! উৎক্ষেপ-বিন্দু হইতে 25 ফুট উরে থাকিবে? 

6. সেকেণ্ডে 40 ফুট বেগে একটি বস্তু উর্ধে উতক্ষিপ্ত হুইয়াছে। উহার বেগ 
শূন্যে পরিণত হওয়া পর্যন্ত উহা! কত ফুট উচ্চে উঠিবে ? 

7. সেকেণ্ডে 80 ফুট বেগে একটি বস্তু উর্ধে উৎক্ষিপ্ত হইল। উহার বেগ 307 
ш পর্যন্ত উহা কত ফুট উচ্চে উঠিবে এবং কখন উহার বেগ সেকেও্ডে 40 ফুট 
হহবে? 

৪. একটি বস্তু সেকেণ্ডে 60 ফুট বেগে উৎক্ষিপ্ত হইলে, কত সেকেণ্ড পর উহা 
সেকেণ্ডে 90 ফুট বেগ লাভ করিবে এবং তখন উহা কত উচ্চে থাকিবে? 
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9. সেকেণ্ডে 50 ফুট বেগে একখণ্ড পাথর 06 Фа হইলে কতক্ষণ পর 
উহার বেগ CALI সেকেণ্ডে 20 ফুট হইবে এবং তখন উহা কত উচ্চে থাকিবে ? 


10. : 960 ফুট গভীর একটি খনির উপর হইতে সেকেণ্ডে 64 ফুট বেগে উপরের 
দিকে একটি ঢিল ছু'ড়িয়া দেওয়া! হইল। কতক্ষণ পর উহা! খনির তল স্পর্শ করিবে ? 

11. সেকেণ্ডে 48 ফুট বেগে উৎংক্ষিপ্ত একটি বস্তু কতক্ষণে এবং সর্বাধিক কত ফুট 
উচ্চে উঠিবে? 

19. একটি বলকে উল্লম্বভাবে উর্ধে উৎক্ষিপ্ত করা হইল। 60 সেকেণ্ডে উহ! 
আবার হাতে ফিরিয়া আসিল । কৃত ফুট বেগে উহা উৎদ্গিপ্ত হইয়াছিল এবং সর্বাধিক 
কত ফুট পর্যন্ত উহা উঠিয়াছিল ? 

18. উর্ধে উৎক্ষিপ্ত একটি বস্তু 144 ফুট পর্যন্ত উচ্চে ওঠে। উৎন্দেপ-মুহূর্তের পর 
কত 99 উহ! 80 ফুট উর্ধে অবস্থিত হইবে? 

14, 400 ফুট উচ্চে একটি পাহাড়ের পাদদেশ হইতে একখণ্ড পাথর এমন বেগে 
спа! উপরে pfen দেওয়া হইল যে, উহ! ঠিক পাহাড়ের চূড়া পর্যন্ত উঠিতে পারে। 
1 সেকেও পর পাহাড়ের চূড়া হইতে আর একটি পাথর নিচে ছাড়িয়া দেওয়া হইল। 
পাথর-দুইটি কখন কোথায় মিলিত হইবে? 

15. স্থিরাবস্থা হইতে পতনশীল একটি বস্তু একটি নির্দিষ্ট বিন্দুকে সেবেণ্ডে 
190 ফুট বেগে অতিক্রম করে। দুই систе পূর্বে উহা কোথায় ছিল এবং দুই সেকেণ্ড 
পরে উহা কোথায় থাকিবে? 

16. চন্দ্রমগ্ুলে পতনশীল বস্তুর ত্বরণ পৃথিবীর উপর পতনশীল বস্তুর ত্বরণের 
7 অংশ হইলে, চন্দ্র উপগ্রহ হইতে 40 ফুট বেগে উর্ধে бе একটি বস্তু কত ফুট পর্যন্ত 
উপরে উঠিবে ? 

17. একটি স্তম্ভের চূড়া হইতে অবাধে পতনশীল একটি чч উহার পতনকালের 
শেষ সেকেণ্ডে উহার দ্বারা অতিক্রান্ত সমগ্র দূরত্বের 84 ভাগ অতিক্রম করে। 0 
সর্বাধিক উচ্চতা নির্ণয় কর । 

18. উল্ম্বদিকে উৎক্ষিপ্ত কোন বস্তকণা সর্বাধিক 989 ফুট উচ্চতায় ওঠে। 
উৎক্ষেপনের পর কত শীঘ্র বস্তকণাটি 964 ফুট উচ্চতায় উঠিবে? [U. P. B. 1955] 

19. একটি বস্তুকে উল্নম্বভাবে 900 ফুট/সেকেণ্ড বেগে উৎক্ষেপন করা হইল । 
উহা! সৰ্বাধিক কতটা উচ্চতায় উঠিবে এবং উৎক্ষেপন বিন্দুতে আবার ফিরিয়া আসিতে 
মোট কত সময় লাগিবে নির্ণয় কর। 

20. কোন স্তম্ভের শিখর হইতে এক ব্যক্তি 966 ফুট/সে. বেগে একটি বস্ত 
উর্ধে উৎক্ষিপ্ত করিল। 4 সেকেণ্ড পর সে অপর একটি বস্তু নিচে ছাড়িয়! দিল। যদি 
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উভয় বস্তু একই সময়ে ভূতল স্পর্শ করে এবং যদি /- 82'9 ফুট/সে.£ হয়, তবে T 
উচ্চতা এবং দ্বিতীয় বস্তুটির পতনকাল নির্ণয় কর। 

91. «বেগে একটি বস্তু Garie উর্ধে উৎক্ষিপ্ত হয়। যদি u=30 
মাইল/ঘণ্টা এবং р = 39 ফুট/ সেকেও হয়, তবে বস্তুটির উৎক্ষেপ-মুহূর্তের পর উৎক্ষেপ- 
বিন্দুতে ফিরিয়া আস! পর্যন্ত সময় নির্ণয় কর। 

92. দুইটি বস্তুকে একই সময়ে যথাক্রমে 95 ফুট এবং 50 ফুট উপর হইতে 
ছাড়িয়া দেওয়া হইল । প্রথমটি যখন মাটিতে পৌছায়, সেই মুহূর্তে দ্বিতীয়টির উচ্চতা 
ও বেগ নির্ণয় কর | 

23. একটি বিশেষ মুহূর্তে 200 ফুট উচ্চ একটি স্তম্ভের উপর হইতে একটি বস্তু শূন্যে 
ছাড়িয়া দেওয়া হইল এবং ঠিক একই মুহূর্তে সেকেণ্ডে 900 ফুট বেগে এ স্তম্ভের পাদদেশ 
হইতে একটি গোলা Sareta উপরের দিকে ছু'ড়িয়া দেওয়া হইল । স্তম্ভের পাদদেশ 
হইতে কত ফুট উচ্চে এ বস্তু ও গোলাটি পরস্পরের সহিত মিলিত হইবে? 

24, 400 ফুট উচ্চস্থিত একটি উর্ধবগামী বেলুন হইতে পতিত একখণ্ড পাথর 
6 সেকেণ্ডে মাটিতে পড়ে । বেলুনটি কত বেগে উর্ধে উঠিতেছে? 

25. সেকেণ্ডে 5 ফুট সমবেগে একটি লিফট উপরে উঠিতেছে। উহার একটি স্কু 
হঠাৎ খসিয়া পড়িল 13 সেকেণ্ড পর এ জু-র বেগ কত হইবে এবং এ মৃহ্র্তে লিফট 
ও g-a মধ্যে কত ব্যবধান থাকিবে ? 

26. 39 ফুট/সেকেণ্ড বেগে উর্ধে উঠিতেছে এরপ একটি বেলুন হইতে একটি 
পাথর ছাড়িয়া দেওয়া হইল। পাখরটি 17 সেকেণ্ড পরে মাটিতে আসিয়া পৌছিলে 
পাথরটি যখন ছোড়া হইয়াছিল তখন বেলুনটি কতটা উচ্চতায় ছিল? 

[ B. H. U. 1981] 

97. একটি কূপের উপর হইতে একখণ্ড পাথর পড়িল। যদি 1190 ফুট/সেকেও 
বেগে চলমান শব্ধ পাথরটি পড়িবার 76 সেকেণ্ড পর কানে আনে, তবে কৃপটির 
গভীরতা কত? 

28. একটি কূপের গভীরতা নির্ণয় করিবার জন্য এক ব্যক্তি কূপের ভিতর একখও 
পাথর ফেলিয়া. দেয় এবং ফেলিয়া দেওয়ার 9 সেকেণ্ড পর পাথরটি জলে পড়িবার শব্দ 
শুনিতে পায়। শব্দের বেগ সেকেণ্ডে 1024 ফুট ধরিয়া-কৃপের গভীরতা নির্ণয় কর। 

29. একটি কূপের ভিতর একটি পাথর ফেল! হইল এবং Л পাথর জলে পড়ার 
শব্দ 288 সেকেণ্ড পরে শোনা গেল। শব্দের বেগ সেকেণ্ডে 1120 ফুট হইলে KAT 
গভীরতা নির্ণয় কর। LO. U. I.Sc. 1982 ] 

80. ফুট-সেকেও এককে 4 একক সমত্বরণে একটি বেলুন সোজা উপরে উঠিতেছে। 
আধ মিনিট পর এ বেলুন হইতে একটি বস্তু ছাড়িয়া দেওয়া হইল। বস্তুটি কত 
সেকেণ্ডে মাটিতে পড়িবে? 
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81. সমবেগে 4'5 সেকেণ্ড ধরিয়া উল্ম্বভাবে ФФ) একটি বেলুন হইতে 
পতিত একখণ্ড পাথর 7 সেকেণ্ডে ভূতল স্পর্শ করে। বেলুনটির বেগ ও পাথরখণ্ডটির 
খসিয়া পড়ার সময় উচ্চতা নির্ণয় কর। 

32. অবাধে পতনশীল একটি বস্তু কোন বিশেষ সেকেণ্ডে 80 ফুট অতিক্রম করে | 
পরবর্তী সেকেণ্ডে উহা কত ফুট অতিক্রম করিবে ? 

88. সেকেণ্ডে 89 ফুট বেগে CENA একটি বেলুন হইতে руе একখণ্ড পাথর 
10 লেকেণ্ডে ভূতল স্পর্শ করে । পাথরখণ্ডটি মাটি হইতে সর্বাধিক কত উচ্চে ওঠে এবং 
বেলুন হইতে চ্যুত হইবার মুহূর্তে উহা কত উচ্চে ছিল? [0. U. 1.Ве. 1957 ] 

34. সেকেণ্ডে 20 ফুট বেগে নিক্পগামী একটি বেলুন হইতে একটি বস্তু খসিয়া পড়ে 
এবং 10 সেকেণ্ডে ভূতল স্পর্শ করে। বস্তুটি কত বেগে ভূতলে আঘাত করে এবং উহার 
খপিয়া পড়ার সময় বেলুনটি কত উচ্চে অবস্থিত ছিল? 

85. উর্ধে উৎক্ষিপ্ত ‘একটি বস্তুর 7 ফুট উঠিতে 1, সেকেণ্ড লাগে। ইহার পর 
আরও 19 সেকেণ্ড পরে যদি উহা মাটিতে আসিয়া পৌছায়, তবে প্রমাণ কর যে, 
h= 20012. [ 0. U. 1.8с. 1958 ] 

86. একট স্তম্ভের উপর হইতে পতনশীল একখণ্ড পাথর যখন % ফুট নিচে 
নামিয়াছে, ঠিক সেই সময় স্তম্ভের চূড়ার y ফুট নিচে হইতে আর একটি পাথর ছাড়িয়া 
দেওয়া হইল। পাখর-ছুইটি যদি স্থিরাবস্থা হইতে পড়িয়া থাকে এবং একই সময়ে 
মাটিতে পড়ে, তবে দেখাও যে, টির উচ্চতা + ফুট | 

LO. U. 1.8с. 1935, 1954 ] 
[সংকেত ঃ স্তম্ভতটির উচ্চতা h ফুট, ৪ ফুট পড়িতে £, সেকেণ্ড এবং (= у) ফুট 
পড়িতে 1, সে. লাগিল, প্রথম পাথরের নিচে পড়িতে (titta) সে. এবং দ্বিতীয় 
পাথরের নিচে পড়িতে ta সে. লাগে । 
*,.0-16%9 ;7/-%- 16199 
এবং =16(Ф% + ta)* 
=16(52+ 481] (+ АЉ)". 


+. h=2+h-y+2NaAh-Y) 

বা у-2=92 аһ). 

বর্গ ও পক্ষান্তর করিয়া! নির্ণে উত্তর পাওয়া যায়। ] 

зт. একই উল্লঙ্বরেখায় 0 বিন্দুর উপরে 2 বিন্দু অবস্থিত। 0 বিন্দু হইতে 
একটি ча এমন বেগে উর্ধে бе হইল যে, উহা ঠিক Р বিন্দু পর্যন্তই উঠিতে পারে 
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এবং ঠিক একই সময়ে р বিন্দুতে স্থির একটি বস্তুকে নিচে ছাড়িয়া দেওয়া হইল। 
দেখাও যে, বস্ত-দুইটির মিলনকালে তাহাদের বেগ সমান ও বিপরীত এবং উহাদের 
দ্বারা অতিক্রান্ত দূরত্বের অন্থপাত ৪ : 1. [ С. U. I.Sc. 1939] 
38. একটি বস্তুকে 100 ফুট/সেকেণ্ড বেগে উপরের দিকে ছোড়া হইল এবং 
1 সেকেণ্ড পরে অপর একটি বস্তুকে 89 ফুট/সেকেও বেগে উপরের দিকে ছোড়া হইল। 
কখন বস্ত-ছুইটি মাটি হইতে একই উচ্চতায় থাকিবে এবং এ উচ্চতাই বা কত? 
[ W. В. Н. S. 1963 ] 
39. একটি বস্তুকে সোজা উপরের দিকে ছোড়া হইল এবং উহার t সেকেণ্ড পরে 
অপর একটি বস্তুকে একই বেগে সোজা উপরের দিকে ছোড়া হইল। দেখাও যে, যখন 
উহাদের সাক্ষাৎ হইবে তখন উভয়েরই বেগ হইবে 3.  [ W. B. H. ৪. 1969 ] 
40. মাটি হইতে কিছুটা উপরে একটি বিন্দু А হইতে একটি পাথরকে সোজা 
উপরের দিকে ছুড়িয়া দেওয়া হইল। পাথরটি যখন 4-র রিচে % দূরত্বে পৌছায়, তখন 
উহার বেগ А-7 উপরে ॥ উচ্চতায় থাকাকালীন যে বেগ ছিল, তাহার ছিগুণ হ্য়। 
দেখাও যে, 4-র উপরে পাথরটি সর্বাধিক যে উচ্চতায় ওঠে, তাহা হইল Sh. 
[ W. В. Н. 8, 1961 ] 
41. কোন স্তম্ভের চূড়া হইতে একটি পাথর 48 ফুট/সেকেণ্ড বেগে সোজা উপরের 
দিকে ছোঁড়া হইল। দুই সেকেণ্ড পরে দ্বিতীয় একটি পাথর একই স্থান হইতে নিচে 
ফেলা হইল এবং দুইটি পাথর একই সঙ্গে মাটিতে পৌছাইল। эы উচ্চতা Б 
কর। [g=32 ফুট/সেকেও্থ] ГҮ. В. Н. S. 1964 ] 


32 SAA 
প্রান ( Projectile ) 


61. ENA: শুন্তদেশে যে-কোন দিকে প্রক্ষিপ্ত বস্তুকে গ্রাস বলা হয়। 
প্রাসের গতিপথকে ইংরেজীতে trajectory বলে। বাংলায় ইহাকে প্রাস-পথ বলা 
চলে। 

প্রাস-পথ সরল নহে, বক্র। পঞ্চম অধ্যায়ে অভিকর্ষাধীন বস্তুর ©нч সরল রেখায় 
গতিই বিচার কর! হইয়াছে। প্রাসের গতি সরল রেখায় নয় বলিয়া উহা ক্রমাগত 
বাকিয়া চলে। কাজেই উহার গতি ও গতিপথের "асч আলোচনার পূর্বহথত্র 
হিসাবে প্রথমে কয়েকটি সংজ্ঞা নির্দেশ করা প্রয়োজন। 

যে-বিন্দু হইতে প্ৰাস аа হয়, তাহাকে প্রক্ষেপ-বিন্দু (Point of projec- 
Чоп), অনুভূমিক রেখার সহিত যে-কোণে উহা на হয়, তাহাকে প্রক্ষেপ-কোণ 
(Angle of projection) এবং যে প্রারম্ভিক বেগ সহ উহ! প্রপ্নিধ হয়, তাহাকে বলে 
প্রক্ষেপ-বেগ (Velocity of projection)! প্রঙ্গেপ-বিন্দু হইতে কোন সমতলে 
গ্রাসের পতন-বিন্দু পর্যন্ত аге বলে এ সমতলে প্রানের PANEN (Range) 1 

এই প্রসঙ্গে আরেকটি কথা উল্লেখযোগ্য যে, প্রাসের গতি-বিচারে বাতাসের বাধা 
একেবারেই গ্রাহ কর! হইবে না। 


62. অন্তুভূনিক্কেল্ সহিত a CETA ও u сас?! AA 
еўсла গতি £ অনুভূমিক দিকে ৫-অক্ষ এবং бич অভিমুখে /-অক্ষ ধরিলে 
атт ধনাত্মক অভিমুখে প্রাসের ত্বরণ হইল 92 এবং /-অঙ্গের ধনাত্মক অভিমুখে 

а?у, 
ত্বরণ হইল ТЕ 

কিন্তু অনুভূমিক দিকে প্রাসের উপর কোন বল সক্রিয় নয় বলিয়া 2 অভিমুখে 

qayg এবং бат দিকে প্রাসটি অভিকর্ষজ ত্বরণ ga অধীন। (এখানে উর্ধামুখকে 
ধনাত্মক ধরায় অভিকর্ধজ ত্বরণ -g ধরিতে হইবে )। 
, প্রাসের গতির অবকল. সমীকরণ হইল-_ 
dy ... 
ш" "0 (1) 


2 *** (৫ 
এবং পর g. (2) 
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(1) নং সমীকরণ হইতে সমাকলন করিয়া পাওয়া যায়, 
іт _ 2 / 
Ф £৮-% এবং ০-%৫+7, 
যেখানে k ও k সমাকলন ধ্রুবক । 


гё 
а কিন্ত যখন 1=0, তখন %=0, 
è 0-0 
© x= kt 
% COS 4৫ x ПЕ 
৪৪নং চিত্র Аз "8. 


এখন, k ধ্ৰুবক বলিয়া অনুভূমিক দিকে বেগের কোন পরিবর্তন হইবে না) 
কিন্তু প্রদ্মেপকালে প্রাসটির %বেগের чете দিকে উপাংশ হইল u соз а. 


= u cos a এবং w= u cos a. t Ба © (8) 


আবার, (৪) নং অবকল সমীকরণকে সমাকলন করিয়] পাওয়া যায়, 


Wa “gttc 


লিপ সি হইলে зїп а. 


u. =u sin а, যখন t=0 .'. c=usina, 


d Д 
и =u sin а gt ы © (4) 


আবার, (4)-এর সমাকলন করিয়া পাওয়া যায়, 
y=u sin at~39t:+0', যেখানে с 64% | 
কিন্তু যখন £=0, তখন у=0 
০/-0 
у=ш sin a. 6506৯ а. «= (б) 
(9 ও (5) নং সমীকরণ হইতে যে-কোন মুহুর্তে প্রাসের অবস্থান (w, 0) নির্ণয় 
করা যাইবে। 
() প্রাসের গতিপথ একটি আধিবৃত্ত (Locus of а projectile is æ 
parabola) $ 
(3) নং সমীকরণ হইতে т =% соз a.t বলিয়া 


i= 
% соза 
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(5) নং সমীকরণে 1-97 মান а/ш сов а বসাইলে দেখা যায়, 


‚ т т 
у= и sin a р ren 
w cosa w SIn a 
2 
т 
=a tan a- হি 


স্পষ্টত, ইহা, একটি অধিবৃত্তের সমীকরণ। স্থতরাং প্রাসের গতিপথ একটি 
afge | 

(н) প্রাসের উৎপতনকাল ও অনুভূমিক পাল! (Time of flight and 
horizontal range of a projectile) $ 


(5) নং সমীকরণ হইতে পাওয়া যায়, 


যখন ॥=0, তখন (usin ৪-$//-0 অর্থাৎ ৫৮0 বা 2980 sin এ, সুতরাং 

প্রানের উৎপতনকাল = 2 ০ а. 
৪ 

(8) নং সমীকরণে /-র এই মান বসাইয়া পাওয়া যায়, অনুভূমিক পাল্লা 

„Эи sin a _ U? sin да 
g 

নির্দিষ্ট প্রক্গেপ-বেগের দরুন অন্ুভূমিক পাল্লা А তখনই সর্বাধিক হইবে, যখন 
sin 9৫-1 অর্থাৎ а= 45°. 

সুতরাং নির্দিষ্ট প্রক্ষেপ-বেগের দরুন কোন প্রাস অনুভুমিকের সহিত 
45° কোণে প্রক্ষিপ্ত হইলেই অনুভূমিক পাল্লা সর্বাধিক হইবে এবং এই 


жан সর্বাধিক মান 489. 
(1) প্রাসের সর্বাধিক উচ্চতা ও উত্থানকাল (Мати height of 


a projectile and the time of rise) 2 


(নং সমীকরণ হইতে পাওয়া যায়, % = о, যখন 1-80 0, সুতরাং সৰ্বাধিক 


В = cos ০: 


‚а 
উচ্চতায় উত্থানকাল -% sin a, 
g 
(6) নং সমীকরণে ta এই মান বসাইয়া পাওয়া যায়, 


usin a u? 8109 ৫ 
= 40° Г] 
g 
u? 802৫ ш? sin*a _ u? віп?а 
= а ч { 


g 2g 2g 


সর্বাধিক উচ্চতা H =u sin ৫" 
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Чу) ৮সময় পরে প্রাস-এর বেগের মান ও দিক্‌ (Direction and 
magnitude of velocity of а projectile after time 1) 2 


£ সময় পরে প্রাসের বেগ о হইলে এবং এঁ বেগের অভিমুখ чауре সহিত 
9 কোণে নত হুইলে, 


টু a ар 
5 E + (а 


= ц? cosĉ?a + (u sin a — gi)? 


=u? — 2u sin a.gt+g°t? 
dy 


dtu sin a- gt, 
dë % 005 ৫ 
dt 


এবং tan 0= 


BRALL. একটি বস্তকণাকে অনুভূমিকের সহিত a কোণে সেকেণ্ডে 65 ফুট 
বেগে উৎক্ষেপণ করা হইল, যেখানে sin ৫18. 13 সেকেও পরে উহার বেগের 
মান ও অভিমুখ নির্ণয় কর। 


in а= 22 বলিয়া х йр: 

এখানে sin а 13“ ‚ сова vi-t 
Эта 

প্রারম্ভিক উল্লস্কবেগ = 65 sin а= 62 х 737 60 ফু/সে.। 


8 
প্রান্তিক উল্ল্বেগ -60-88% 2 -90 F/A. 


5 
এবং ЧЭЙ বেগ = 65 сов а=бй * у = 95 ЧЫЛ. | 


G) 14 সে. পর নির্ণেয় বেগ = /90:4 955 = 5 NIFE 
=5 J41 ফু/সে.-ঠ x 6'4= 329 ফু./সে. (প্রায় )। 


Gi) 14 সে. পর বস্তকণাটি যদি অনুভূমিক রেখার সহিত 9 কোণে নত হয়, 
তবে আমর] জানি, 


5 8 5 
ыз ваш а Ө” К^ ЛИЯ £ _90 ү 
м сова 5 5 795 5 
65x я 
0=tan™ 2. 
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উদ্দাহুরণ 2. একটি বস্তকণাকে অন্ুভূমিকের সহিত 60° কোণে সেবেণ্ডে 
90 ফুট বেগে উৎক্ষেপণ করা হইল । বস্তকণাটি যখন 81 ফুট উচ্চতায় উঠিবে তখন 
উহার বেগের মান ও অভিমুখ নির্ণয় কর। 
বস্তকণাটি 81 ফুট উচ্চতার অনুভূমিক রেখার সহিত যদি ৪ কোণ উৎপন্ন করে, 
তবে উহার বেগের উল্লম্ব-উপাংশ о sin 01 
v? =u? _ 979 স্ুত্রান্গসারে, 
0° віп?0 = (90 sin 60০) – 9.89.81. 
আবার অন্ুভূমিক উপাংশ о cos 0 = 90 сов 60°. 
v? сов?0 = (90 сов 60০). 
(৪1059 + 90526) = 90° (sin?60° + cos?60°) – 2.39.81. 
v? = 90° – 72° = 162 х 18= 81 х 36. 


0= 54 ফু/সে.। ই 
আবার, tan = 2 8 = /090х sin 60°)2—9.3281 ASN в 
зуран v сов 0 90 cos 60° И “з, 
мох 2)" вея 
дох 2 \ * 


_ МЇїб*ї3—8%.9% 5 4/7564 _ 11 w 


45 Яй 5 
5 
332 _. 
=" 664: 
ট্যানজেপ্ট সারণী অনুসারে ৪ = 88°38. 


উদাহরণ 3. একটি বল অঙ্ণুভূমিকের সহিত 30° কোণে সেকেণ্ডে 50 ফুট 
বেগে ছোড়া হইল । বলটি সর্বাধিক কতটা উচ্চতায় উঠিবে এবং অন্ভূমিক পাল্লা কত 
হইবে? উৎক্ষেপণ বিন্দু হইতে অন্ভূমিক দিকে 60 ফুট দুরে 5 ফুট উচ্চ একটি 
দেওয়াল আছে। বলটি দেওয়ালটিকে অতিক্রম করিতে পারিবে কিনা নির্ণয় কর। 

G) সর্বাধিক উচ্চতা Н, প্রারম্ভিক বেগ u এবং প্রক্মেপ-কোণ а হইলে, 
и? 910৫ _50х 50 х віп“30° 

20 64 


2500 x + _ 625 _ 949 
জিলা eA 964 T! 


н 


৪0 বলবিদ্যা 
з 
Gi) আবার অনুভূমিক পালা В т; sin 2a 


2 
২90 x (in 2x 30°) 


50°, „/8 _ 2500 x 1732 


БАТАТ БАШ! 
4330 _ 921 
7 ফুট । 
Gii) বলটির অনুভূমিক বেগ=50 соз 80°=25 V3 ফু./সে.। উহা যদি 
£ সেকেণ্ডে 60 ফুট যায়, তবে 


25 /8t=60, বা t= 3 


সেকেণ্ড পরে বলটির উল্লম্ব-সরণ যেন h ফুট | 


81168 হাঁহি রি 
һ=50 sin ০৯4১ 16(582) 


= (20х 1789—16 x 1799) ফুট 
=(34`64—30`19) ফুট 
=3'99 ফুট | 
অর্থাৎ অন্ুভূমিক দিকে বলটি যখন প্রক্ষেপ-বিন্দু হইতে 60 ফুট দূরে প্রাচীরটিতে 
পৌঁছাইবে তখন প্রক্গেপ-তল হইতে উহ! 3:09 ফুট উপরে থাকিবে। কিন্ত প্রাচীরটি 
সেই তল হইতে 5 ফুট উচু। কাজেই বলখানি এ প্রাচীর অতিক্রম করিতে পারে না। 
উদ্দীহরণ 4. এক ব্যক্তি একটি পাথর সর্বাধিক 899 ফুট দূরে ছু'ডিতে পারে। 
সে পাথরটি কত বেগে ছোড়ে? পাখরটি সর্বাধিক কতটা উচ্চতায় উঠিবে তাহাও নির্ণয় 
কর। 
G) anaa লোকটি সর্বাধিক 399 ফুট দূর পর্যন্ত পাথরটি ছ'ড়িতে পারে। 
আমরা জানি, সর্বাধিক দূরত্বের জন্য প্রক্ষেপ-কোণ 45°1 নির্ণের প্রক্ষেপ-বেগ u হইলে, 


(ш оү Ш 
заз পাল্লা = ৫ sin (2x 45°) =" 


2 
বা a =392. 
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বা и®=8399х89=(16х7)#, 
u=112 ফু./সে. | 


(н) সর্বাধিক উচ্চতা m= si as 
56 1 
1195278% а 
аай 64 ফুট 
1557 
112x 56 
64 $ 
উদ্দাহরণ 5. একটি পাহাড়ের চূড়া হইতে অনুভূমিক দিকে প্রতি সেবেণ্ডে 
64 ফুট বেগে একটি পাথর ছোড়া হইল। পাথরটি পাহাড়ের পাদদেশ হইতে 890 ফুট 
দুরে গিয়া মাটিতে পড়িল। পাহাড়ের উচ্চতা নির্ণর কর। 
পাহাড-চুড়ার নির্ণেয উচ্চতা যেন ॥ ফুট। পাথরখণ্ডটি অনুভূমিক দিকে 
64 ফু./সে. সমবেগে এবং উল্লস্বদিকে 39 ফু./সে* সমত্বরণে ধাবমান। t সেকেণ্ড পরে 
যদি উহ! পাহাড়ের পাদদেশগামী সমতলে নামিয়া আসে, তবে এ / সেকেণ্ডেই উহা 
320 ফুট অন্তুভূমিক দূরত্ব অতিক্রম করে I 
*..:64- 890 বা t= 5 সেকেণ্ড ৷ 


= 98 ফুট। 


116 
h= у х 8.5 বা 400 ফুট । 


উদাহরণ б. 6'25 ফুট উচ্চতা হইতে অনুভূমিক দিকে নিক্ষিপ্ত একটি 
টেনিস-বল খেলোয়াড়ের নিকট হইতে 60 ফুট দূরে মাটিতে পড়ে। বলটি যদি 
খেলোয়াড়ের নিকট হইতে 40 ফুট দুরে অবস্থিত একটি জালে ঠিক স্পর্শ করিয়া, যায়,, 
তবে১জালটির মাটি হইতে উচ্চতা নির্ণয় কর। 


বলটি যেন % বেগে চলে । এই বেগ অমুভূমিক। উল্লম্বদিকে একমাত্র অভিকর্ষজ 
ত্বরণ বলটির উপর সক্রিয় । / সেকেও পর যদি বলটি মাটিতে পড়ে, তরে 


Jotea অথবা 16৮০-84-26, 


64 
5 
= 601.1 Е 
19 NE: 
আবার, ut = 60 অথবা Fu=60; fr п 028 96 ফু./সে.। sy 


গ. (X11)—6 


82 җе 


এখন জালখানি অনুভূমিক দিকে 40 ফুট দূরে অবস্থিত। 40 ফুট দুরে যাইতে 
বলটির যদি & সে. সময় লাগে, তবে 


471 
96/-40 বা৷ к=к সে. 
12 
£ 
এই у отете বলটির Saad = 16 x (০1825 
8.276 
=3 ফুট = 2 ফুট 
সপষ্টত, জালখানির উচ্চতা = (64 — 2%) ফুট 
-@- шу Т 25x5 5 ডট 
195 
=з ছুট। 


буја 7. একটি বোমা মাটিতে আঘাত করিবার পর বোমাটির টুকরাগুলি 
% বেগে বিভিন্নদিকে ছিট্কাইয়া পড়ে। বোমাটির টুকরাগুলি মাটির যতটা স্থান জুড়িয়া 
ছড়াইয়া পড়ে তাহার ক্ষেত্রফল নির্ণর কর। 

বোমাটির টুকরাগুলির প্রত্যেকটির বেগ যেন «| এখন ইহাদের যেগুলি 
অঙ্কুভূমিক তলের সহিত 45° কোণে বিক্ষিপ্ত ЗЫМЫ সর্বাধিক দূরে (6891831 পড়িবে। 


স্পষ্টতই, এই সর্বাধিক অনুভূমিক পাল্লা-£ এ (д x 45°, EN 


> аң সমান ব্যাসার্ধযুক্ত একটি বৃত্তের মধ্যেই বিক্ষিপ্ত টুকরাগুলি সীমাবদ্ধ 
থাকে। 


... এই বৃত্তের aE) =. 


উদ্ধাহরণ ৪. একটি নিদিষ্ট বিন্দু হইতে কতকগুলি বস্তকণাকে V বেগে 
একইসঙ্গে একই ©те বিভিন্ন দিকে উৎক্ষেপণ করা হইল। প্রমাণ কর যে, 
£ সেকেণ্ড পরে তাহারা একই বৃত্তের উপর অবস্থিত হইবে | 

যে-কোন একটি বস্তকণা অস্থৃভূমিক রেখার সহিত যেন а কোণে ও 7 বেগে 
аР | এই ү বেগের অনুভূমিক ও উল্লম্ব-উপাংশ যথাক্রমে 7 cos a ও F sin a l 

£ সময় পর প্রদত্ত বিন্দু হইতে কণাটির অন্ুভূমিক ও-উল্লম্ব দূরত্ব যদি যথাক্রমে 
2 ও у হয়, তবে 
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= F cos ৫. О = (1) 
এবং у= У sin o.t- gt? 
অর্থাৎ /4 86৫27 sin at. Е 9) 
(1) ও (5) হইতে, 


æ? + (y+ gt)? = 7° (8109৫46092৫) t? = [72০ = (7%)2. 

স্পষ্টতই ইহ! এমন একটি বৃত্তের সমীকরণ যাহার сеш (0, – 400) বিন্দু এবং 
ব্যাসার্ধ = 7৫. অতএব, কণাগুলি £ সেকেণ্ড পরে 7% ব্যাসার্ধধুক্ত বৃত্তের পরিধিতে 
শায়িত হইবে। 

উদ্দাহরণ 9. একটি নির্দিষ্ট ॥ উচ্চতায় একটি নির্দিষ্ট বেগে উড্টীরমান একটি 
এরোপ্লেন একটি কামানের উপর দিয়া উড়িয়া ষার। কামানের অবস্থান হইতে 
এরোপ্রেনের উন্নতিকোণ যখন 6 হয়, তখন কামানটি হইতে গোলা ছোড়া হইল। 
দেখাও যে, গোলাটি এরোপ্লেনকে আঘাত করিবে, যদি V соз 0—0) v tan?0= hg 
হয়, যেখানে 7 গোলার প্রাথমিক বেগ এবং গোলাটির গতিপথ একটি অধিবৃত্ত। 

ধরা যাক, কামানটি 4 বিন্দুতে অবস্থিত।  বিমানখানি সর্বদা ॥ ফুট উচ্চে থাকিয়! 
যখন 4 বিন্দুর সহিত 9 কোণে আসিয়াছে, ঠিক তখন গোলা ছোড়া হইল। সেই মুহূর্তে 
বিমানখানির অবস্থান D এবং D হইতে 40 ом রেখার উপর লম্ব DB হইলে, 


DB=h, LDAB=0 এবং tn 0= 25 ө © (1) 


এখন, কামানের গোলাটি যে অধিবৃত্ত-পথে ধাবমান, 2 সময় পরে যেন বিমানটি 
তাহাকে এ বিন্দুতে ছেদ করিয়া চলিয়া যায়। এ হইতে লম্ব যেন ИО. স্পষ্টতই 
770-71 

রিম аи, 

7. рЕ=В0=ъ. © (9) 

АО чай দুরত্ব যাইতে গোলাটির £ সময় бю, উহা বিমানটিকে 

আঘাত করিবে । 
АО =Ү cos 6.1, 
কিন্ত 4B=40- BO=V cos 9./-%%, [`` BO=vt] 
h 


h A R 
৮৮৪77 =F cos 0 ot Ж м 
+ h бое 
@ к: № 


лү сове — w) tan 6° 
আবার গোলাটির উল্লম্ব-সরণবিচার করিলে, А в С 
h=F sin 9.6- 8762 29% চিত্র 
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h чыр hê 
(V cos б—®){апб “°(У cos 0- v)? 687৪৪ 
= МУ sin Ө tan 0 (У cos 0 -০)- toh. 
(У cos 0- v)? $ап°@ 
উভয়পক্ষকে ॥ দ্বারা ভাগ করিয়া বজগুণন দ্বারা, 


(T cos 0 — v)? tan?0 -V sin пз о (7 оов 0-0) _ Ih 


=Vsin0x 


Y sin? 0 (V cos 0-0) 


বাঁ, 207). টি 


—(V cos 0—%)® 61729 


= _ ৮9826 [T _ (7০০৪৪) 
4৮ 9১৯০5 ০০949 | 


= (7.0080 0) изе [esey з 0+) 
віп20 

99929 ' 

বা, /7- AV cos 9 _%) о 69090, 

অথবা, (7 cos ৪-_০) о 6872০ =gh. 


егет 6 


1. একটি বস্তকণাকে অন্ৃভূমিকের সহিত а কোণে সেকেণ্ডে 160 ফুট বেগে 
উৎক্ষেপণ করা হইল। ৪0 ৭=$ হইলে ор সেকেণ্ড পরে উহার বেগের মান ও 
অভিমুখ কি হইবে নির্ণয় কর। 

2. একটি বস্তকণাকে অন্ুভূমিকের সহিত 60° কোণে সেকেণ্ডে 100 ফুট বেগে 
উৎক্ষেপণ করা হইল। 9 সেকেণ্ড পরে উহার বেগের মান ও অভিমুখ নির্ণয় কর। 

3. একটি বস্তকণাকে অন্্ভূমিকের সহিত 60° কোণে সেকেণ্ডে 190 ফুট বেগে 
হি 81 ছুট উচ্চতায় উঠিলে উহার বেগের মান ও অভিমুখ কত 

বে? 

4. зуб তলে অবস্থিত কোন এক বিন্দু হইতে еа কোন বস্ত 
4 সেকেণ্ড পরে উৎক্ষেপণ বিন্দু হইতে 64 গজ দুরে З সমতলে ফিরিয়া আসে। 
উৎক্ষেপণ-বেগ নির্ণয় কর। 

5. অন্ুভূমিকের সহিত 60° কোণে সেকেও্ডে 40 ফুট বেগে একটি বল উৎক্ষেপণ 
করা হইল। সর্বাধিক উচ্চতা এবং অনুভূমিক পালা নির্ণর কর । 


6. একটি বুলেট অশ্ভূমিকের সহিত 30° কোণে সেকেণ্ডে 640 ফুট বেগে 


=(F cos 6—0) 
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উৎক্ষিপ্ত হইল। বুলেটটির সর্বাধিক উচ্চতা, অঙ্ভূমিক পাল্লা এবং উৎপতন কাল নির্ণয় 
কর। 

т. 2000 ফুট উচু দিয়া ঘণ্টায় 60 মাইল বেগে অস্থভূমিক অভিমুখে উদীয়মান 
একটি প্লেন হইতে বোমা ফেলা হইল। বোমাটি লক্ষ্যের কতদূর হইতে ফেলিলে উহা 
ঠিক লক্গ্যবস্তকে আঘাত করিবে? 

8, একটি বস্তকণাকে অন্গভূমিকের সহিত এরূপ একটি কোণে উৎক্ষেপণ কর! 
হইল, যাহার ৪1০-এর মান Ф. বস্তকণাটির অনুভূমিক পাল্লা মাইল হইলে, উৎক্ষেপণ- 
বেগ নির্ণয় কর। (9= 82 16./вес?) 

9. 900 ফুট উচু একটি স্তম্ভের শীর্ষ হইতে একটি পাথরকে অনুভূমিক দিকে কত 
বেগে ছু'ড়িলে উহা স্ুম্ভের পাদদেশ হইতে 800 ফুট দূরে মাটিতে আসিয়া পড়িবে? 

10... একটি পাথরকে অন্থ্ভূমিকের সহিত 45° কোণে সেকেণ্ডে 80 ফুট বেগে 
ছোড়| হইল। অপর একটি পাথরকে একই স্থান হইতে কত বেগে সোজা উপরের 
দিকে ছু'ড়িলে উহা! একই সর্বাধিক উচ্চতায় উঠিবে? 

11. একটি গুলি 96 ফুট দূরবর্তী 64 ফুট উচু একটি দেওয়ালের ঠিক উপর দিয়া 
чубе অভিমুখে অতিক্রম করে। উহার উৎদ্মেপণ-বেগ এবং প্রদ্দেপ-কোণ নির্ণয় 
কর। 

12. 6 ফুট উচ্চতা হইতে অন্ুভূমিক দিকে Ра একটি টেনিস-বল 
খেলোয়াড়ের নিকট হইতে 89 ফুট দূরে অবস্থিত 3 ফুট উচু একটি জাল ঠিক অতিক্রম 
করিয়| যায়। বলটির প্রাথমিক বেগ এবং উহা কতদূরে মাটিতে fa পড়ে তাহা 
নিৰ্ণয় কর। 

18, অন্ুভূমিকের সহিত tant কোণে নিক্ষিপ্ত একটি বল 60 ফুট দূরবর্তী 
একটি দেওয়ালের উপর দিয়! ঠিক অনুভূমিক ভাবে অতিক্রম করে । বলটি দেওয়ালের 
ঠিক উপরে পৌঁছিতে ৪৪ সেকেণ্ডে সময় লাগিলে (1) সর্বাধিক উচ্চতায় উঠিবার সময় 
(н) প্রক্ষেপ-বেগ এবং (1н) দেওয়ালের উচ্চতা নির্ণয় কর । 

14. একটি গুলি 50 গজ দূরবর্তী এবং 70 ফুট উচু একটি দেওয়ালের ঠিক উপর 
দিয়া অনুভূমিক দিকে অতিক্রম করে| উহার প্রক্ষেপ-বেগ ও প্রক্ষেপ-কোণ নির্ণয় কর। 

15. 199 ফুট উচু একটি wesa শীর্ষ হইতে অশ্ুভূমিকের সহিত 80° কোণে 
সেকেণ্ডে 89 ফুট বেগে একটি বস্তু AAI হইল। কখন এবং স্তম্ভের পাদদেশ হইতে 
কতদুরে বস্তুটি মাটিতে পড়িবে তাহা নির্ণয় কর। 

16. দুইটি গোলা একই সময়ে একই অঙ্গুভূমিক তলে অবস্থিত দুইটি বিন্দু হইতে 
ছোঁড়া হইল। একটি গোলার প্রক্ষেপ-বেগ সেকেও্ডে 800 ফুট এবং অন্গভূমিকের সহিত 
প্রক্ষেপ-কৌোণ а, যেখানে sin а= এবং অপরটির প্রক্ষেপ-বেগ একই, কিন্ত প্রন্দেপ: 
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«কোণ В, যেখানে 5দ ৪=£. প্রথম গোলাটি মাটিতে আসিয়া পড়িতে কত সময় 
লাগিবে নির্ণয় কর। 

17. একজন খেলোয়াড় 6 ফুট উচ্চতা হইতে অনুভূমিকের সহিত 30° কোণে 
দেকেণ্ডে 80 ফুট বেগে একটি ক্রিকেট বল উৎক্ষেপণ করে। অপর একজন খেলোয়াড় 
মাটি হইতে 2 ফুট উঁচুতে উহা ধরিয়া ফেলে। খেলোয়াড়-ছুইজনের মধ্যে দূরত্ব কত? 

18. 48 ফুট উচু একটি স্তম্ভের শীর্ষদেশ হইতে অন্ুভূমিকের সহিত 30° কোণে 
সেকেণ্ডে 64 ফুট বেগে গুলি ছোড়া হইল। স্তম্ভের পাদদেশ হইতে কত দুরে গুলিটি 
মাটিতে আসিয়া পড়িবে? 

19. একটি জানালা হইতে অন্ুভূমিকের সহিত 60° কোণ করিয়া নিচের দিকে 
'সেকেণ্ডে 40 ফুট বেগে একটি বল নিক্ষেপ করা হইল এবং উহা 1 সেকেও পরে মাটিতে 
পড়িল । মাটিতে পড়িবার মুহূর্তে বলটির বেগের মান ও দিক্‌ নির্ণয় কর। বলটি 
কতটা উচ্চতা হইতে ছোঁড়া হইয়াছিল তাহাও নির্ণয় কর। 

20. 400 ফুট উচু একটি স্তম্ভের শীর্ষ হইতে অন্ুভূমিকের সহিত 30° কোণে 
'সেকেণ্ডে 168 ফুট বেগে একটি গুলি ছোড়া হইল স্তম্ভের পাদদেশ হইতে কত দুরে 
উহা মাটিতে পড়িবে? 

21. মাটি হইতে т ফুট উচু কোন স্থান হইতে উৎক্ষিপ্ত একটি বস্তু মাটি হইতে 
সর্বাধিক 16 ফুট উচুতে ওঠে এবং প্র্মেপ-বিন্দু হইতে 105 ফুট দূরে মাটিতে আসিয়া 
পড়ে।: বস্তাটর প্রক্ষেপ-বেগ এবং প্রক্ষেপ-কোণ নির্ণয় কর । 

дз. একটি বস্তকণার প্রক্ষেপ-বেগ সেকেণ্ডে 48 ফুট। সর্বাধিক অনুভূমিক 
পান্না কত নির্ণর কর এবং একই অনুভূমিক পাল্লা 86 ফুটের যে-দুইটি প্রক্ষেপ-কোণ 
হইতে পারে, তাহা নির্ণয় কর। 

28. একটি বস্তু এরপ কোণে প্রঙ্গিপ্ত হইল যে, অনুভূমিক পাল্লা সর্বাধিক উচ্চতার 
তিনগুণ হইল। প্রক্ষেপ-কোণ নির্ণয় কর এবং এই প্রক্ষেপকোণের জন্ত অনুভূমিক 
পাল্লা 400 গজ হইলে প্রক্ষেপ-বেগ এবং উৎপতন কাল নির্ণয় কর। 

4. একটি নির্দিষ্ট বেগে প্রঙ্গিধ-কোণ বস্তকণার অনুভূমিক পাল্লা R হইলে এবং 
যে-ছুইটি বিভিন্ন পথে বস্তকণাটির অনুভূমিক পাল্লা! R হয়, সেই দুইটি পথে সর্বাধিক 
উচ্চতা যথাক্রমে ম ও Н' হইলে, প্রমাণ কর যে, R=4 VHH. 

9. একই বেগে দুইটি বিভিন্ন কোণে প্র্গিপ্ত একটি বস্তকণার অনুভূমিক পালা 
В একই হয়। 160 যথাক্ৰমে З ছুই ক্ষেত্রে উৎপতন কাল হইলে, দেখাও যে, 
R=}git. 

96. অনুভূমিক পাল্লা В, উৎপতন কাল TA প্রক্ষেপকোণ а হইলে, দেখাও 
যে, 2R tan a =g9T°. [ W. B. H. S. 1960 ] 


27. অন্ুভূমিকের সহিত a কোণে প্রক্িপ্ত একটি বস্তু পরস্পর হইতে 2a দূরবর্তী 


প্রাস ৪7 
এবং সমান উচ্চতা ৫-বিশিষ্ট দুইটি দেওয়ালের ঠিক উপর দিয়া চলিয়া যায়। দেখাও 
যে, উহার অনুভূমিক পালা হইল 2 cot д. [0. U. 1948] 


28. একটি প্রাসের (Projectile) অন্থ্ভূমিক পাল্লা ?, সর্বাধিক উচ্চতা h এবং 
প্রক্ষেপ-বেগ % হইলে, দেখাও যে, 
এ r? 
рага [н. 8. В. 5. E. 1963 ] 


সপ্তম SANA 


( Newton’s laws of motion ) 


Т1. 25е (Kinetics)? এপর্যন্ত দ্ৰুতি, বেগ ও ত্বরণ প্রভৃতি 
আলোচনার গতিকে নিছক গতি হিসাবেই দেখানো হইয়াছে । সেই আলোচনা! স্থতি- 
বিদ্যার অন্তর্গত | 

এইবার, (i) কে গতি সঞ্চার করে? এবং (7) কেই বা সেই গতি লাভ করে? 
—48 দুইয়ের বিচার করা যাইতে পারে। পূর্বেই বলা হইয়াছে, ইহাই গতিবিদ্ার 
আলোচ্য বিষয় | 

জড়কস্তর ভর-ই গতির আশ্রয় ; একটু পরে দেখা যাইবে যে, বস্তুর ভরে যে বা যাহা 
সেই গতি সঞ্চার করে, তাহারই নাম বল। অতএব ভর ও বলের পরিপ্রেক্ষিতে 
এইবার গতির আলোচনা করা হুইবে। 


72. নিউটনের JASN (Laws of Newton) 3 বস্তুর গতি- 
সম্বন্ধে নিউটন তিনটি স্থত্র নির্দেশ করিয়াছেন। এইগুলি বলবিদ্যার ভিত্তিম্বরপ। 
ইহাদের মধ্যে বস্তর ভর, ভার, বল ও গতির স্বরূপ ও পারস্পরিক সম্পর্ক বিধিবদ্ধ 
হইয়াছে। সুত্রগুলি এই £ 

প্রথম а: বলপ্রয়োগে অবস্থা-পরিবর্তনে বাধ্য না হইলে বস্তুমাত্রই উহার 
স্থিতিশীল বা সরল রেখায় সমহারে গতিশীল অবস্থায় অব্যাহত থাকে। (Every body 


continues in its state of rest or of uniform motion in a straight line, 
except in so far as it is compelled by forces to change its state.) 


দ্বিতীয় সূত্রঃ গতি-পরিবর্তন প্রযুক্ত বলের সমানুপাতিক এবং এই পরিবর্তন 
ঘটে প্রযুক্ত বলের গতিমুখে ও সরল রেখায়। (Тһе change of motion is propor- 


tional to the impressed motive force and takes place along the straight 
line in which the force is impressed.)* 


[ж җай সংশোধিত আধুনিক রূপ 7:6 অনুচ্ছেদের শেষাংশটি 847 1] 

তৃতীয় সূত্রঃ প্রত্যেকটি ক্রিয়ার সমান ও বিপরীতমুখী একটি প্রতিক্রিয়া! 
থাকে। (Every action has an equal and opposite reaction.) 

73. নিউটনের শ্রথম সূত্র হুইত্তে লেন্স RE 
f= crési (Definition of force from the Newton’s first law)? নিউটনের 
প্রথম {бая প্রথম অংশে আছেঃ “বলপ্রয়োগে অবস্থা-পরিবর্তনে বাধ্য না হইলে” 
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ইত্যাদি । ইহার অর্থ বস্তুর অবস্থা-পরিবর্তনের কারণ হইল বল বা! তাহার প্রভাব. বল 
যদি ন! থাকিত, তবে বস্তু-নিচয় যেমন অবস্থায় আছে ঠিক তেমন অবস্থাতেই অনন্তকাল 
অব্যাহত থাকিত।, পড়িয়! থাকিলে উহার! ঠায় পড়িয়াই থাকিত, চলিতে থাকিলে আবার 
তাহার! সরল রেখায়.ও সমহারে চিরকাল চলিতেই থাকিত.। কিন্ত কোন বস্তু এমনতর 
পড়িয়াও. থাকে না, অথবা চলিতে থাকিলে, এমনভাবে সরল রেখায় সমহারে চিরকাল 
চলেও না। বস্তরমাত্রেরই কখনও-না-কখনও অবস্থা-পরিবর্তন ঘটেই। নিউটনের সুত্র 
বলিতেছে তাহার কারণ হইল বল। এই কথার মধ্যে বলের স্বরূপ সম্বন্ধে এইরূপ 
একটা সংজ্ঞা লুকাইয়া আছে : যাহ! বস্তুর অবস্থা-পরিবর্তন ঘটায় অথবা 
ঘটা ইতে চেষ্টা করে তাহাই বল। 


এই সংজ্ঞাটির শেষ অংশটুকু একটু পরিষ্কার করা প্রয়োজন । বল বস্তুর অবস্থা- 
পরিবর্তন করিতে চেষ্টা করে কিন্ত সব সময়েই যে পারে, এমন নয়। উদাহরণস্বরূপ, 
একটা স্থির টেবিলকে যদি আস্তে ঠেলা যায় তবে টেবিলটি নড়ে না। অর্থাৎ স্থির 
অবস্থার পরিবর্তন হয় না । : তাই বলিয়! উহার উপর যে একটি বল ক্রিয়া করে, তাহাও 
অস্বীকার করা যায় না। বলটা পরিমাণে আরও একটু বেশী হইলে টেবিলটি হয়তো 
সরিতে থাকিবে । অর্থাৎ তখন তাহার স্থির অবস্থা হইতে গতিশীল অবস্থায় পরিবর্তন 
ঘটবে, এবং সেন্দেত্রে বলের অস্তিত্ব স্পষ্ট ধর! পড়িবে । কিন্ত প্রথম ক্ষেত্রে ঠেলা সত্বেও 
টেবিলটি যখন নড়ে ন! তখনও বলের ক্রিয়া অবশ্যই রছিয়াছে; কেবল পরিমাণে অল্প 
বগিয়াই উহা টেবিলটিকে নডাইতে পারিতেছে না। নচেৎ টেবিলটির অবস্থা- 
পরিবর্তনের জন্য সে-ও চেষ্টা! করিতেছে। কাজেই যাহা বস্ত্র অবস্থা-পরিবর্তন ঘটায় 
অথব| ঘটাইতে চেষ্টা! করে, তাহাই বল। 

এখন সমহারে গতিশীল অবস্থা হইল সমবেগের অবস্থা এবং সমবেগের পরিবর্তন- 
হারের নামই হইল] ত্বরণ। কাজেই ত্বরণ উৎপন্ন করাই বলের কাঁজ। বল 
যখন কোন স্থির বস্তুর উপর কাজ করে, তখনও এই ত্বরণ সঞ্চার করার 998 তাহার 
চেষ্টা। বলের এই চেষ্টা সফল হইগে বস্তুটি চলিতে সুরু করে এবং তখন তাহার মধ্যে 
ত্বরণ ধরা পড়ে। কিন্তু চেষ্টা ফল না হইলে বস্তুটি স্থিরই থাকে । তবে বলের ধর্ম 
যেহেতু ত্বরণ উৎপন্ন করা, সেইহেতু বলা চলে এক্ষেত্রেও বদ ত্বরণ সঞ্চার করিতেছে, 
কিন্তু সেই ত্বরণ বাধাহত হইয়া রুদ্ধ হইয়া গিয়াছে। 

নিউটনের প্রথম সুত্র এইভাবে বলের একটি গুণগত সংজ্ঞা নির্দেশ করে। ইহা 
হইতে আমরা বলের গুণ বা ধর্ম অর্থাৎ বলের স্বরূপ জানিতে পারি। 


та. নিউউউল্লেল্র প্রথম সূত্র ও জ্ঞাভ্যভত্ত্ (First law of 
Newton and theory of inertia) 2 নিউটনের প্রথম KAT শেষাংশটুকু এইবার 
বিচার করা! যার। এই অংশে আছে যে বলের ক্রিয়া না. থাকিলে “্বস্তমাত্রই 
উহার স্থিতিশীল বা সরল রেখায় সমহারে গতিশীগ অবস্থায় অব্যাহত থাকে”। অর্থাৎ 


. 
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একটি বস্তু যদি কোথাও স্থির পড়িয়া থাকে আর তাহার উপর যদি কোন প্রকারের 
কোন বল কাজ না করে, তবে চিরকাল উহা সেই অবস্থায় ঠায় পড়িয়া! থাকিবে। 
আবার বস্তুটি যদি চলিতে থাকে আর কোন রকমের কোন বল যদি উহার উপর 
কাজ না করে তবে অনন্তকাল উহা চলিতেই থাকিবে । এই এক কথা। দ্বিতীয় 
কথা, চলিবাঁর সময় উহ! সমহারে এবং সরল রেখাতেই চলিতে থাকিবে । যদি 
তাহাই হয় তবে বস্তগুলি জড়ভরত। ইহারা চলিলে থামিতে পারে না, থামিলে 
নডিতে পারে না। নিজের কোন ক্ষমতাই নাই তাহাদের । কাজেই তাহারা জড়। 
নিউটনের প্রথম সুত্র এইভাবে বস্তনিচয়ের জড়ত্ব বা জাড্য ঘোষণা করে। এইজন্ত 
কখনও কখনও এই уште জীড্যসূত্রও বলা হয়। 

উপরের আলোচনা হইতে এ-কথা স্পষ্ট যে, বস্তুর জাড্য আবার দুই রকমের) 
যথা-_স্থির অবস্থায় জাড্য এবং গতিশীল অবস্থায় জাড্য। সংক্ষেপে উহারা যথাক্রমে 
স্থিতিজাড্য ও গতিজাড্য নামে পরিচিত। 


... স্টিতিজাড্য সম্বন্ধে ধারণা করা অনেকটা সহজ। একটা বস্তু যদি স্থির হইয়া 
পড়িয়া থাকে, তবে এমনিতেই তাহা পড়িয়াই থাকিবে । পাথর, পাহাড় প্রভৃতি জিনিস 
তো এইভাবেই বহুকাল পড়িয়া আছে। অনস্তকালও তাহারা পড়িয়া থাকিত, যদি না 
প্রকৃতির অমংখা উৎপাত তাহাদের উপর ক্রিয়া করিত। রৌদ্র, বৃষ্টি, ঝড়-বাতাস, 
- আরও কত কি দিনরাত তাহাদের উপর অল্পবিস্তর ক্রিয়া করে। সেই ক্রিয়া হয় 
রাসায়নিক, নয়তো বলপ্রয়োগ-জনিত। রাসায়নিক ক্রিয়ায় বস্তুর ক্ষয়বুদ্ধি ও রূপান্তর 
ঘটে আর বলপ্রয়োগে সেই বস্তুর অবস্থা-পরিবর্তন হয়। নচেৎ ফে-বস্ত্র পড়িয়া আছে 
তাহা যে চিরকালই পড়িয়া থাকিত, তাহা প্রায় নিত্যসত্য। স্থিতিজাভ্য তাই 
স্বতঃসিদ্ধের মতো স্পষ্ট। 


গীতিজাড্য কিন্ত এত সহজে ধারণা করা যায় না। এখানে খানিক কল্পনা ও 
খানিকটা অনুমানের আশ্রয় লইতেই হয় | 

খুব পালিশ একট! তলের উপর তেমনি পালিশ একটা গুলি গড়াইয়া দিলে সহজে 
তাহা থামে না। কোন-না-কোন সময়ে যে উহা আদৌ থামে তাহার কারণ, বাতাস 
আর নেই পালিশ তলের কিছু-নাঁ-কিছু ঘর্ষণ তাহার গতি কুদ্ধ করে । যদি বাতাস না 
থাকিত আর ঘর্ষণ হইতেও সম্পূর্ণ রেহাই মিলিত, তবে গুলিটা কখনও থামিত না। 
অনন্তকাল সমহারে ও সরল রেখায় উহা গতিশীল অবস্থায় অব্যাহত থাকিত। 

গাড়ী যতক্ষণ সমবেগে চলে ততক্ষণ সেই গাড়ীর আরোহী উহার গতি প্রায় 
বুঝিতেই পারে না, যদি না সে বাহিরে তাকায়। কিন্তু এইভাবে চলিতে চলিতে 
গাড়ীটার বেগ যেই একটু বাড়িল অমনি আরোহী পিছনের দিকে একটু টলিয়া পড়ে। 
কারণ একট! বিশেষ গতিতে এ ব্যক্তি এতক্ষণ অভ্যস্ত হইয়া উঠিয়াছিল অর্থাৎ গাড়ীটা 
যে সমবেগে চলিতেছিল তাহার দেহও ঠিক সেই সমবেগে চলিতেছিল। ফলে সেই 
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লমবেগে তাহার জাড্য বা জড়ত্ব আসিয়া গিয়াছিল। এখন সামান্ত একটু গতি- 
পরিবর্তনেও তাই তাহার ঝাঁকি লাগে। আবার, পিছনদিকে একটু বেগ না লইয়া 
যদি চলন্ত একটা গাড়ী হইতে নামা যায় তবে সামনের দিকে সবেগে ছিট্কাইয়া পড়া 
অনিবার্ধ। ইহার কারণ, গাড়ীতে থাকাকালে দেহটি গাড়ীর বেগ লাভ করিয়াছে 
এবং সেই বেগে দেহাটর গতিজাড্য আসিয়া গিয়াছে। ফলে সেই বেগেই দেহ চলিতে 
চায়। আচমকা তাহাকে থামাইতে গেলেই বিভ্রাট, আগের বেগে মুখ থুবড়াইয়া 
আছাড় খাইতে হয় 1 


উদ্দাহরণ-ছুইটি হইতে গতিজাড্যের এইটুকু নিশ্চয় পরিষ্কার হইয়াছে যে, 
বস্তুমাত্রই বিশেষ একটা বেগে চলিতে থাকিলে সেই বেগেই অনস্তকাল চলিতে, চায়। 
কিন্ত গতিজাঁড্যের ফলে IE- 
বিশেষ যে জঅমবেগে ও 
সরল রেখ! বরাবরই চলিতে 
চায়, তাহার প্রমাণ কি? একটি 
দৃষ্টান্ত লওয়া যাক। একটা সুতার 
ডগায় একট! ঢিল বাধিয়া ঘোরানো зоя চিত্র 
হইতেছে। р টিলটি যেন একটা বৃত্তপথে সমক্রুতিতেই ঘুরিতেছে। এখন হঠাৎ 
zeti ছাড়িয়া দিলে টিলটি সোজা সরল রেখায় ছুটির যায়। আঙ্লের ডগাটি 
কেন্দ্র করিয়া 2 бей বৃত্তপথে ঘুরিতেছে, এবং আঙুলের ডগাটির দিকে একটা টান 
বা একরকমের .বল কেন্দ্রের দিকে কাজ করিতেছে। স্থতাটি ছাড়িয়া দেওয়ার অর্থ 
টান বা বল অপসারিত করা। তাহার পর দেখা গেল বৃত্তের অন্যতম স্পর্শক 29 
সরলরেখায় সমবেগেই ছিট্কাইয়া চলিয়া যাইতেছে। ইহাতে প্রমাণ হয় সমহারে 
গতিশীল বস্তু সরল রেখা বরাবরই চলিতে চায়, যদি না বলের দ্বারা বাধ্য হইয়া 
অন্যভাবে উহা চালিত হয়। আলোচ্য উদাহরণে টিলটি ছিট্কাইয়া কিন্তু сїй 
চলে না, খানিক বাদেই উহা পড়িয়া যায়। তাহার কারণ অভিকর্ষজ বল তাহাকে 
নিচের দিকে চালিত করে। যদি বাতাস বা অভিকর্ষজ বল না থাকিত, তবে দেখা 
যাইত, টিলটি সেই সরল রেখায় চলিতেই থাকিত, কখনও থামিত না 1 গতিজাড্যের 
ফলে সমবেগে চলমান বস্ত যে সরল রেখা বরাবরই চলিতে থাকে, আলোচ্য উদাহরণটি 


তাহাই প্রমাণ করে। 


75. === ч== 57105 (Mass of a particle and inertia) © 
বস্তুর ভর বলিতে উহার জড়-পরিমাণকে বুঝায়। কিন্ত এই জড়-পরিমাণ কি-ভাবে 
মাপা হইবে? উহার ঘন-পরিমাণকেও বস্তুটির জড়-পরিমাণ বলা যাইতে পারে। 
তাহা হইলে এক ঘনফুট লোহা আর এক. ঘনফুট কাঠের জড়-পরিমাণ কি সমান? 
নিশ্চয়ই নী। কারণ এক ঘনফুট লোহা এক ঘনফুট কাঠ অপেক্ষা ওজনে অনেক বেশী 
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ভারী; আর ওজন দিয়াই ভরের পরিমাণ নির্ণয় করার নিয়ম | কাজেই বস্তুর জড়- 
পরিমাণই উহার ভর-_এই কথা সম্পূর্ণ অ্রান্ত বলা চলে না। 


এখন» m ভরযুক্ত একট! বস্তুর মধ্যে ৮ বেগ সঞ্চার করিতে যি 2 বল প্রয়োগ 
করিতে হয়, তবে স্পষ্টতই 9 ভরযুক্ত অপর একটি বস্তুতে সেই ৮ বেগ সঞ্চার করিতে 
£ বল প্রয়োগ করিতে হইবে। челт কেহই নিজে নিজে নড়িতে পারে না, 
চাহেও না। বরং নড়িতে চাহিলে তাহাদের জড়ত্ব বা জাড্যই বাধা দেয়। কাজেই 
প্রথম বস্তু যদি একগুণ বাধা দেয়, তবে দ্বিতীয় বস্তু তাহার ছুইগুণ পরিমাণ বাধা দিবে। 
ইহা হইতে বলা যায় যে, প্রথমটির যদি একগুণ ভর হয়, তবে দ্বিতীয়টির ভর হইবে 
ছইগুণ। এইভাবে বলা চলে যে, বস্তুর জাড্যই তাহার ভরের প্রকৃত পরিমাপ । 


76. নিভটনের а সুক্রেল ভাৎপর্শ ও সংশোপশ্বন ғ 
ল্যাটিন ভাষায় নিউটনের দ্বিতীয় чуц মূলে যেমন আছে, 7'2 অনুচ্ছেদে. তাহার প্রায় 
ভাষাম্গগ অন্থবাদ দেওয়া হইয়াছে। উহাতে গগতি-পরিবর্তন, কথাটি নিখুঁত হইয়াছে 
বলা যায় না। কারণ, এই প্রসঙ্গে ভর বা সময়ের একেবারেই উল্লেখ নাই। কিন্তু 
এই ছুইয়েরই সহিত গতি-পরিবর্তনের নিবিড় সম্বন্ধ রহিয়াছে। সহজেই ধারণা করা! 
যায় যে, একগুণ ভরে যেটুকু বল প্রয়োগ করিলে যতটা বেগ সঞ্চারিত হয়, একই সময়ে 
দুইগুগ ভরে ঠিক ততটাই বেগ সঞ্চার করিতে হইলে আগেকার প্রযুক্ত বলের faer 
পরিমাণ বল প্রয়োগ করিতে হইবে স্থতরাং ভরের সঙ্গে বলের তথা গতি-পরিবর্তনের 
সম্পর্ক রহিয়াছে। দ্বিতীয়ত, ,-%+7% সুত্র অঙ্থসারে এক সেকেণ্ডে যত বেগ-পরিবর্তন 
হইবে, ছুই সেকেণ্ডে হইবে তাহার দ্বিগুণ বেগ-পরিবর্তন। অতএব সময়ের সহিতও 
গতি-পরিবর্তনের ঘনিষ্ট সম্পর্ক। নিউটনের দ্বিতীয় সুত্রের মূলরূপে কিন্তু ভর ও সময় 
এই দুইয়ের কাহারও উল্লেখ নাই। কাজেই বর্তমান কালে স্বত্রটিকে কিঞ্চিৎ সংশোধিত 
আকারে গ্রহণ করা হয়। 


ল্যাটিন ভাষায় movimentum শব্দের অর্থ motion বা গতি। সেই হইতে 
গতির পরিমাণ {тотеп иш শব্দটির সৃষ্টি, বাংলা ভাষায় momentum ST 
পরিভাষা, হইল ভরবেশ। 'ভরবেগের পরিমাণ হয় ভর ও বেগের গুণফল দ্বার] । 
কাজেই আজকাল নিউটনের দ্বিতীয় সুত্রে ‘গতি-পরিবর্তন’ কথাটির স্থলে “ভরবেগের 
১ পরিবর্তন, লেখা যায়। ইহাতে ভর-সংক্রান্ত প্রশ্নের সমাধান হয়। সময়-সংক্রান্ত প্রশ্নের 
মীমাংসার জন্য এখন শুধু ‘ভরবেগের পরিবর্তন’ নয়, ‘ভরবেগের পরিবর্তন-হারঃ 
কথাটিই ব্যবহৃত হয়। ‘হার’ কথাটির মধ্যে সময়ের বিচার লুকাইয়া আছে।. কেননা, 
এক একক সময়ে ভরবেগের যতটা পরিবর্তন হয় তাহাই তো ভরবেগের পরিবর্তন-হার। 

স্থতরাং নিউটনের দ্বিতীয় সুত্রটির সংশোধিত রূপ দাড়াইয়াছে এইরূপ £ ভর- 
বেগের পরিবর্তন-হার প্রযুক্ত বলের সমানুপাতিক এবং যে সরল রেখায় 
প্রযুক্ত বলটি সক্রিয়, সেই সরল রেখাতেই ভরবেগের সেই পরিবর্তন 
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সংঘটিত 521] ACT | (Тһе rate of changes of momentum is proportional 


to the applied force and the change of momentum takes place in the 
direction of the straight-line in which the force acts.) 


7'7. STP] (Momentum)? বস্ত-বিশেষের ভর ও বেগের গুণফলকে 
উহার ভরবেগ বলে। 

সুতরাং, কোন বস্তুর ভর m এবং বেগ о হইলে, উহার ভরবেগ = mv 1 

ভরবেগের একটি উপাদান হইল বেগ। বেগের দিক্‌ আছে। কাজেই বেগের 
দিকেই ভরবেগেরও দিক্‌ রহিয়াছে । সেই কারণে ভরবেগ একটি ভেক্টর | 

(а) ভরবেগের একক 2 এক একক ভরযুক্ত কোন বস্তু যদি এক একক বেগে 
চলমান হয়, তবে তাহার ভরবেগকেই ভরবেগের একক বলা হয়। 

(0) এফ.-পি.-এস্‌. পদ্ধতিতে ভরের একক-_এক পাউণ্ড এবং বেগের একক 
সেকেণ্ডে এক ফুট | সুতরাং এক পাউণ্ড ভরের 1 ফুট/সেকেণ্ড বেগ থাকিলে উহার 
ভরবেগই এক একক ভরবেগ। সংক্ষেপে এক একককে 1 পাউণ্ড-ফু./সেকেণ্ড বা 
1 পা.-ফু./সে, লেখা হয়। 

(9 লি.-জি.-এস্‌. পদ্ধতিতে ভরের একক-_এক গ্রাম এবং বেগের একক 
1 সে্টিমিটার/সেকেণ্ড। সুতরাং সেকেণ্ডে 1 সে.মি. বেগে চলমান 1 গ্রাম ভরের 
ভরবেগই এই পদ্ধতিতে ভরবেগের একক। সংক্ষেপে ইহাকে 1 গ্রাম- 
সেন্টিমিটার/সেকেওড বা 1 গ্রা,-সে.মি/সে. এইরূপ লেখা হয়। 

উদাহরণ 1. 144 পাউণ্ড ওজনের এক ব্যক্তি ঘণ্টায় 10 মাইল বেগে 
দৌড়াইতেছে। তাহার ভরবেগ কত? 


_10 1760 x3 _ 44 
ঘণ্টায় 10 মাইল. 5500" 3 ফুট/সেকেণ্ড ; 


48 
নির্ণয় ভরবেগ = 144 x Е 419119 পা.-ফু/সে. একক | 


উদ্দাহরণ 2. 15 কিলোগ্রাম ভরসম্পন্ন একটি গোলা যদি দেবেণ্ডে 
`4 কিলোমিটার বেগে ধাবমান হয়, তবে উহার 'ভরবেগ কত? 
15 কিলোগ্রাম = 15000 গ্রাম = 15 x 10° গ্রাম, 
4 কি. মি./সে.= 40000 সে.মি./সে.= 4 x 104 সে.মি./সে. 1 
farta ভরবেগ = 15 x 105 x 4x 104 গ্রা-সে-মি./সে. 
=6 x 10° গ্রাম-সে.মি./সেকেওড একক। 
тв. Ga সুজ হুইতে বলের পর্রিনাপ-শ্রণান্দী 
еш (Measurement of force from Newton’s second law) 2 е নিউটনের 
প্রথম গতিস্ত্রটি হইতে বলের গুণগত একটি সংজ্ঞা পাওয়া যায়। নিচের আলোচনা 
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হইতে দেখা যাইবে যে, নিউটনের দ্বিতীয় সুত্র হইতে পাওয়া যায় বলের পরিমাপ । 


ধরা যাক, т ভরবিশিষ্ট একটি বস্তকণা ОХ সরল রেখা বরাবর চলমান এবং £ সময়ে 
মূলবিন্দু হইতে উহার সরণ ш. তাহা হইলে 


© х বস্তকণাটির বেগ ॥= 92 এবং বস্তকণাটির 
six চিত্র ভরবেগ হইবে mo. m ধনাত্মক বলিয়া ভর- 
বেগের অভিমুখ ৪-র অভিমুখের অনুরূপ হইবে | 
সময়-নাপেক্ষে ভরবেগ-পরিবর্তনের হার হইল 


80০)-% Dom 12 mf. 
স্থতরাং ভরবেগ-পরিবর্তনের হার হইল ভর এবং ত্বরণের গুণফলের সমান এবং 
তাহা এমন একটি ভেক্টর রাশি যাহার অভিমুখ ভরটির ত্বরণের অভিমুখের অনুরূপ। 
এখন, নিউটনের দ্বিতীয় স্থত্রে বিবৃত হইয়াছে যে, ভরবেগ-পরিবর্তনের হার 
প্রযুক্ত বলের সমাম্থপাতিক এবং ভরবেগের এই পরিবর্তন ঘটে সেই অভিমুখে যে- 


অভিমুখে প্রযুক্ত বলটি সক্রিয়। সুতরাং বস্তুকণাটির উপর ОХ অভিমুখে P বল ক্রিয়া 
করিলে Fmf, ৮,771, যেখানে k FIF | 
এইবার, বলের একক যদি এইরূপভাবে নির্বাচন করা যায় যে, এই সমীকরণে 

k=1 হয়, তবে সমীকরণটি সুবিধাজনক হয়। সেইজন্য যে-পরিমাণ বল একক ভরের 
উপর ক্রিয়া করিয়া একক ত্বরণ উৎপন্ন করে তাহাকেই বলের একক বলিয়া ধরা হয়। 
বলের এরূপ একককে চরম একক বলা হয়। 

বলের চরম এককের ক্ষেত্রে, এ7-1 তখনই, যখন m=1 এবং /=1; 

й=1 

বলের চরম একক লইলে, F=mf 


7'9. লন্সেৱ একক (Unit of force)? উপরের অন্থচ্ছেদেই বলা 
‚ হইয়াছে, যেপরিমাণ বল এক একক ভরের উপর এক একক ত্বরণ উৎপাদন 
করে, তাহাই বলের একক। ; 
ত্বরণ হইল বেগ-পরিবর্তনের হার অর্থাৎ ত্বরণ বলিতে প্রতি একক সময়ে বেগের 
বৃদ্ধি বা হ্রাসের হারকে.বুঝায়। TON ত্বরণের এককে দৈর্ঘ্য ও সময় উভয়েরই বিচার 
আছে। বলের এককে আবার ভর ও ত্বরণ দুইটি বস্তু বিচার্য। কাজেই ভর, бт ও 
সময়_এই তিনটি উপাদান লইয়াই বলের একক।  " 
(а). এফ.-পি.-এস্‌. পদ্ধতিতে, ভরের একক 1 পাউণ্ড এবং ত্বরণের একক 
1 ফুট/সেকেণ্ডঃ। өя, যে-পরিমাণ বল এক পাউণ্ড ভরের উপর সেকেণ্ডে সেবেণ্ডে 
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এক ফুট ত্বরণ উৎপাদন করিতে পারে, সেই পরিমাণ বলই এফ,-পি.-এস্‌. পদ্ধতিতে 
বলের একক। ইহাকে এক পাঁউগ্ডাল (০5881) বলে। 

b) সি.-জি.-এস্‌. পদ্ধতিতে, ভরের একক 1 গ্রাম এবং ত্বরণের একক 
] সে. ir | স্থতরাং যে-পরিমাণ বল এক গ্রাম ভরের উপর সেকেণ্ডে সেবেণ্ডে 
এক সেটিমিটার ত্বরণ উৎপাদন করিতে পারে সেই পরিমাণ বলই সি.-জি.-এস্‌ পদ্ধতিতে 
বলের একক। ইহাকে এক ড1ইন (dyne) বলা হয়। 

710. 383 за ও Siaa সন্পৰু (Relation between 
mass and weight of a particle) 2 বস্তমাত্রই মাটির দিকে অর্থাৎ নিচে পড়িতে 
চায়। কিন্তু কোন বস্ত্র নিজে নিজে নডিবার ক্ষমতা*নাই। উহার! জড়। তবে যে 
উপর হইতে ছাড়িয়া! দিলে বস্তমাত্রই নিচে পড়ে তাহার কারণ নিশ্চয় কোন বলের 
fani নিউটনের প্রথম গতিস্ত্র অনুসারে এই সিদ্ধান্তই অনিবার্ধ হইয়া পড়ে এই 
বল, যাহা বস্তুকে মাটির দিকে আকৃষ্ট করে, তাহারই নাম বস্তুর ভার। 

(8 প্রত্যেক বস্তই অভিকর্ষজ ত্বরণের অধীন। এই ত্বরণের পরিমাণ যদি 
9 হয়, তবে প্রত্যেক বস্তুকে পৃথিবী তাহার কেন্দ্রের দিকে 9 ত্বরণসহ টানিতেছে। 
কাজেই m ভরযুক্ত কোন বস্তর ভার যদি W হয় তবে P= mf A Р-Я স্থলে W 
এবং /-এর স্থলে g বসাইলে হয়, 

W = ту, 
„Ж 

অর্থাৎ ORE 

কোন একটা বিশেষ স্থানে 9 অর্থাৎ অভিকর্মজ ত্বরণ а 16, স্থৃতরাধ বিশেষ 
স্থানে Ee әче, কাজেই বস্তুর ভর ও ভার সমানুপাতিক। З 


Gi) সুতরাং mı ও то ভরযুক্ত দুইটি বস্তুর ভার যদি যথাক্রমে ГА ও Та 
হয়, তবে 


Wi,=mig 
এবং VW: = meg 5 
Wi тїй =m, 
+ Wa mag та 
তাহা হইলে, বস্তু-ছুইটির ভারের অনুপাত তাহাদের ভরের অন্ুপাতের সমান। 
2. Wi=Wa হইলে ту=та; অর্থাৎ দুইটি বস্তুর ভার যদি সমান হয়, 
তবে বস্তু-দুইটির ভরও সমান। অবশ্য বস্ত-দুইটি একই স্থানে থাকিলে এই কথা সত্য। 
711. S3 ও ভাক্রের পার্শক্য (Difference between mass 
and weight) সাধারণভাবে ভার দ্বারাই ভরের পরিমাপ হয়, কিন্তু তাই বলিয়া 


бе সমার্থক নয়। 
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কারণ, 

(а) প্রথমত, ভর হইল বস্তুর জড়-পরিমাণ। কিন্তু ভার একটি বলের নামান্তর ৷ 
যে-বলের দ্বারা বস্তু পৃথিবীর কেন্দ্রের দিকে আকৃষ্ট হয়, তাহাই উহার ভার। FOTN 
জড়-পরিমাণ ও বল কখনও এক জিনিস হইতে পারে না। 

(6) দ্বিতীয়ত, /=9 সুত্র অনুসারে ভার, ভরের 9 গুণ। কিন্তু рч মান 
পৃথিবীর সর্বত্র এক নয় বলিয়া একই ভরের ভারও বিভিন্ন স্থানে বিভিন্ন হইতে পারে। 
সমুদ্রতলে /র মান যত, খুব উচু পাহাড়ের চূড়ায় /-র মান তাহার চেয়ে বেশ কম। 
কাজেই একই ভরের সমুদ্রুতলে যাহা ভার, পাহাড়ের চুড়ায় উহার ভার তাহার চেয়ে 
কম। 

(৫) তৃতীয়ত, 9 হইল অভিকর্ষজ ত্বরণ। পৃথিবীর আওতার বাহিরে চলিয়া 
গেলে рч মান TIS হইয়া যাইতে পারে। তখন т ভরযুক্ত একটি বস্তুর ভর 
অব্যাহত থাকিলেও উহার ভার হইবে শূন্য, কারণ তখন 9=0 বলিয়া W = = 
тх0=0. বহু বহু দূরে বস্তর কোন ভার থাকে না, যদিও ভর তাহার যেমন 
তেমনই থাকে। 

(9) চতুর্থত, ভার যেহেতু বল, সেইহেতু উহার দিক্‌ ও মান দুই-ই আছে; 
কাজে কাজেই উহা ভেক্টর রাশি। কিন্তু ভরের কেবল মান আছে, দিক্‌ নাই; অতএব 
উহা স্কেলার রাশি। 

712. (а) PBe ও স্াভত্ীল aa (১) গ্রাম ও 
ভাইন্নের সম্পর্ক [ Relation between (а) Pound and poundal and 
(b) gram and dyne] 2 (a) যাহা 1 পাউও ভরের উপর 1 ফু./সেঃ ত্বরণ উৎপন্ন 
করে, তাহার নাম এক পাউণ্ডাল। সুতরাং P=] সুত্রে = 1 পাউণ্ড, /- এবং 

W=1xg পাউণ্ডাল। 

এখন Из স্থলে 1 পাউণ্ড ভার লিখিলে পাই, 

1 পাউণ্ড-ভরের ভার= g পাউণ্ডাল ; 
* ঘর মান যদি 82 ফু./সে.* ধরা হয়, 

তবে, 1 পাউণ্ড-ভার = 32 পাউণ্ডাল। 

(6) এক গ্রাম ভরের উপর যে-বল 1 সে. মি./সে.* পরিমাণ ত্বরণ ৷ উৎপন্ন করে, 
তাহার নাম এক ডাইন l 

И = то সুত্রে 
=! 91-919, m=1 গ্রাম বসালেই পাই 
1 গ্রাম-ভার= ডাইন। 
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আর 0-4 মান যদি 981 সে.মি./সে.* হয়, 

তবে 1 গ্রাম-ভার-981 ডাইন। 

T13. (а) Aa PAI লা ASI একক (Absolute ог 
dynamical unit of forces) 2 এফ.-পি-এস্‌ ও পি-জি.-এস্‌. পদ্ধতিতে যথাক্রমে 
এক পাউণ্ডাল ও এক ডাইনকে বলের একক বলিয়া ধরা হয়। উভয় ক্ষেত্রেই এক একক 
ভরের উপর যে-বল এক একক ত্বরণ উৎপন্ন করে, তাহাকে এক একক বল বলা হয়। 
উহাকেই পরম বা গতীয় একক বলা হয়। ভর ও ত্বরণের একক নির্দিষ্ট_উহারা 
Бө বল বা অন্তর প্রভাব-নিরপেক্ষ। সেইজন্য এই একক পরম অর্থাৎ নিরপেক্ষ 
(absolute) | স্থতরাং পাউণ্ডাল বা ডাইন, বলের পরম বা গতীয় একক। ইহাদের 
গতীয় একক বলার সার্থকতা এই যে, ত্বরণের সহিত ইহাদের সম্পর্ক রহিয়াছে; তাহা 

‚ ছাড়া প্রচলিত গতি-দমীকরণে তথ সমগ্র গতি-বিজ্ঞানে এই এককের বহুল ব্যবহার | 

b হেল্প মহাক্জ্ত বা 51 একক (Gravitational ог 
Statical unit of force) 2 এক একক ভরের ওজন বা ভারকে বলের 
মহাকর্ষজ 41 স্থিতীয় একক বলা হয়। 

এফ -পি.-এস্‌. পদ্ধতিতে 1 পাউও্-ভার এবং সি.-জি.-এন্‌ পদ্ধতিতে 1 গ্রাম-ভার 
বলের মহাকর্ষজ বা! স্থিতীয় একক। 

ইতিপূর্বেই দেখা গিয়াছে যে, 

1 পাউণ্ড-ভার=9 পাউগ্ডাল = 39 পাউগ্ডাল 
এবং গ্রাম-ভার=9 9189 = 981 ডাইন 
1 পাউগু-ভার 1 পাউণ্ড ভরের উপর g ফু./সে.* 

এবং 1 গ্রাম-ভার 1 গ্রাম ভরের উপর এ সে.মি./সে.৪ ত্বরণ উৎপন্ন করে। 

কাজেই 1 পাউণ্ড-ভার 1 পাউগ্ডালের ৫ গুণ, তেমনই 1 গ্রাম, 1 ডাইনের g গুণ। 

স্পষ্টতই, 1 পাউগ্ড-ভার ও 1 গ্রাম-ভার উভয়ে অভিকর্ধজ ত্বরণের সহিত 
সম্পর্ধিত। অভিকৰ্ষ মহাকর্ষেরই বিশেষ উদাহরণ। সেইজন্য এইপ্রকার বলের 
একককে মহাকর্ষজ একক বলা হয়। অভিকর্ষজ ত্বরণ পৃথিবীর সর্বত্র এক নয়। কার্জেই 
এক একক ভরের ভারও সর্বত্র এক নয়। ইহা এ-র মান সাপেক্ষ। পরম বা গতীয় মান 
যেমন নিরপেক্ষ ও নির্দিষ্ট, ইহা তেমন নয়। দ্বিতীয়ত, স্থিতি-বিজ্ঞানে এই এককেরই 
ব্যবহার হয় বলিয়া! ইহার অপর নাম স্থিতীয় একক। 

714. PBa ও ডাইন্নের AE (Relation between 
poundal and дупе) 2 „ 

P=] সুত্র অনুসারে আমরা জানি, 
1 পাউগ্ডাল-1 পাউণ্ড х1 ফু./সে.৪। 


4, (хп)—7 
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এখন, 1 পাউণ্ড 4৮৪"? গ্রাম, 
1 ফুট =3048 সেন্টিমিটার | 
০৮. 1 পাউগ্ডাল =458"7 গ্রাম « 30:48 সে.মি./সে.এ 
-45৪"? x 80:48 ডাইন 
=13828'776 ডাইন 
18800 ডাইন (স্থূল হিসাবে )। 
ডাইন অত্যন্ত ক্ষুদ্র মান বলিয়া, স্থল হিসাবে, 


1 পাউণ্ডাল = 13,800 ডাইন। 
715. হেলেন আক্কভিক aNs (Physical indepen- 
dence of forces)? প্রত্যেক বলের প্রকৃতিগত একটা স্বাধীনতা আছে। একটি 


বল অপর বলের ক্রিয়া বা প্রতিক্রিয়ায় ব্যাহত হয় না। অন্য বল-নিরপেক্ষভাবে উহা ' 


যথাবিহিত নিয়মে কাজ করিয়া যায়। এক কথায়, বল-মাত্রই অন্তর বল-নিরপেক্ষ। 
এই সত্যই প্রাকৃতিক স্ব।ীনতা-তন্ব নামে পরিচিত। 

নিউটনের দ্বিতীয় স্ত্র অনুসারে বলা যায় যে, বলের কাজ নিজ অভিমুখে ত্বরণ 
উৎপন্ন করা। একই বস্তর উপর যদি বিভিন্ন অভিমুখে কয়েকটি বল কাজ করে, তবে 
দৃগ্যতঃ যে-তরণ ধরা পড়ে তাহার অভিমুখ З প্রযুক্ত বলগুলির কোনটির অভিমুখে নাও 
- হইতে পারে। কিন্তু তাই বলিয়া এইরূপ মনে করা ভুল যে, এমন ক্ষেত্রে বলগুলি 
আপন আপন দিকে ত্বরণ উৎপন্ন করে নাই। বস্তুত, এইরূপ ক্ষেত্রেও প্রত্যেকটি বল 
নিজ নিজ দিকে নিশ্চয় ত্বরণ উৎপন্ন করিয়াছে। তাহার পর এই ত্বরণগুলির লব্ধ 
হয়তো ভিন্ন মুখ লাভ করিয়াছে। কয়েকটি উদাহরণ দ্বারা বিষয়টি পরিষ্কার করা যাঁক | 

1. একটি চলন্ত গাড়ীতে বসিয়া যদি একটি গুলি সোজা উপরে ছঁড়িরা দেওয়া 
যায়, তবে খানিক বাদে গুলিটা আবার হাতেই ফিরিয়া আসে। এখানে যে-বল 
গাড়ীটির ত্বরণ উৎপন্ন করিতেছে, সেই বল গুলিটার উপরেও সমান ত্বরণ উৎপন্ন 
করিতেছে। দ্বিতীয়ত, উপরের দিকে ভূ'ড়িবার জন্য প্রযুক্ত বলও উরধ্বমুখে আর একটি 
ত্বরণ উৎপন্ন করিয়াছে । এখন প্রথম ত্বরণের ফলে গুলিটা অনুভূমিক রেখায় আগাইয়া 
যাইবে, দ্বিতীয় ত্বরণের ফলে উহা উপরে উঠিবে এবং অভিকর্ষজ ত্বরণের ফলে নিচে 
নামিবে। SRA ও নিয়মুখী তবরণের н গুলিটা এমনভাবে খানিকটা উঠিয়া আবার 
হাতে RRN আসে, যেন অনুভূমিক রেখায় কোন ত্বরণ নাই। আবার অন্ুভূমিক 
ত্বরণের ফলে হাতটি আগাইয়া গিয়াছে। গুলিটাও সেই чапа না আগাইলে হাতে 
ফিরিতে পারিত না। ইহাতেই প্রমাণ হয় যে, গুলিটার উপর বলগুলি যার যার 
দিকে অন্যনিরপেক্ষভাবে ত্বরণ উৎপন্ন করিয়াছে। 


9. একটি বাড়ীর ছাদ হইতে দুই ব্যক্তি একই সময়ে অনুভূমিক রেখার কিন্ত 
বিভিন্ন বেগে বদি দুইটি ঢিল ছোড়ে, তবে দেখা যাইবে টিল-ছুইটি প্রায় একই সময় পরে 
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মাটিতে পড়িবে। এখানে টিল-ছুইটিতে ছুঁড়িবার জন প্রযুক্ত বল কম-বেশী হুইয়াছে। 
কিন্তু দুইটি টিলই সমান উচ্চতায় অবস্থিত। কাজেই সেই উচ্চতা হইতে সমান 
পরিমাণ অভিকর্ধজ ত্বরণের ফলে সমান সময়েই নিচে পড়িবে। অবশ্য বাড়ীর পাদদেশ 
হইতে ভূমিতলে একটি একটু আগে এবং আর-একটি একটু কাছে পড়িবে। যদি 
অন্তুভূমিক রেখায় উৎপন্ন বিভিন্ন পরিমাণ ত্বরণ, নিচের দিকে উৎপন্ন অভিকর্ষজ ত্বরণের 
উপর কিছুমাত্র প্রভাব বিস্তার করিতে পারিত, তবে কখনই টিল-ছুইটি একই সময়ে 
মাটিতে পড়িত না। ইহা হইতেও প্রমাণ হয় যে, অভিকর্ষজ বল ও ছু'ডিবার বল 
পরস্পর-নিরপেক্ষ। অর্থাৎ বল-মাত্রই অন্তর বল-নিরপেক্ষভাবে নিজ দিকে ত্বরণ উৎপন্ন 
করে। 

তাহা হইলে, উপরের উদাহরণ-দুইটি হইতে প্রমাণিত হয় যে, (1) অন্ততর বল 
বা ঘটনা-নিরপেক্ষভাবে প্রত্যেক বল নিজ দিকে ত্বরণ উৎপন্ন করে এবং (Н) অন্ত কোন 
অভিমুখে উহা কিছুমাত্র কাজ করে না। এই তুই বলের প্রাকৃতিক স্বাধীনতা নামে 
পরিচিত। 

заа শ্ুলোগ ৪ 

(a) ভরবেগি- ху 

G) v=u+ft, (8) v =u? +2fs. 

%'-র মান বাহির করিবার জন্য (1) বা () সুত্র ব্যবহার করিতে হয়। তাহার 
পর অতি সহজেই mo বা! ভরবেগ নির্ণর করা যায়। এইরূপে ভরবেগ, ভর, সময়, ত্বরণ 
প্রভৃতির যে-কোন তিনটি জানিলে চতুর্থটি বাহির করা যায়। 

উদ্দাহরণ 1. Биг হইতে মুক্তভাবে পতনশীল 11 আউন্স ভর 3 সেকেও 
পর কত ভরবেগ লাভ করিবে? 

এখানে, m=11 আউন্স-$$ পাউণ্ড, 
v=gt=32x =96 ফু./সে.) 


... боб ভরবেগ-4 99-66 পাউণ্ড-ফুট/সেকেণ্ড। 

бијат 2. 8 ফু./সে. প্রারম্ভিক বেগ ও 2 T/A ত্বরণ সহ চলমান 
10 পাউণ্ড ভর 2 সেকেণ্ড পর কত ভরবেগ লাভ করিবে? 

এখানে, m=10 পাউণ্ড এবং ০-%+1-8+9৯9-7 F/A. 1 

‚фт ভরবেগ = то =10 х 7 = 170 পা-ফু./সে. 1 

উদ্নাহরণ 8. 4 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি বস্তু () স্থিরাবস্থা হইতে মুক্তভাবে 
16 ফুট পতনের, পর এবং (0) 6 ফু./সে. প্রারম্ভিক বেগ ও 2 ফু./সে.* ত্বরণ সহ 16 ফুট 
অতিক্রমণের পর কত ভরবেগ লাভ করিবে? 
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(G) m=4, v= Js= ,/2.3216=32 F/A. 1 

С. RAT = mo =4 x 82 198 পা.-ফু./সে, একক ৷ 

(3) m=4, v= ২/২+- „/62+9,9.16= ২০842) 

= „/92,5% = 10 ফু/সে, | 

С. ভরবেগ =%৮=4 x 10-40 পা.-ছু/সে, একক |. 

উদাহরণ 4. স্থিরাবস্থা হইতে চলমান একটি ৪ পাউণ্ড ভর 3 সেবেণ্ডে 
та পাউও-ফুট/সেকেও্ড ভরবেগ লাভ করিলে, G) 'বস্তটির ত্বরণ কত? (ii) অপর একটি 
বস্তু একই ত্বরণে 4 0908 একই ভরবেগ লাভ করিলে উহার ভর কত? 

(0) ভরবেগ mv=72, সময় t=3 সেকেণ্ড, 


ভর m=8, 
80=79; 2. v=9. 
v=ft, এখানে 9= 87 1. J=3 ফু/সে.৪। 


Gi) দ্বিতীয় ক্ষেত্রে,/-3 ফু./সে.৪, t=4 সেকেণ্ড এবং mo = 79. 
v=fi=3x4=12 ফু/সে. ; 
"১. ?৮/-127/-79, 2. m=6 পাউণ্ড। 
(9 F=mf. 
এই аў প্রয়োগের সময় সর্বদা ছ-র মান পাউণ্ডাল বা ডাইনে «сә 
হইবে। যদি কোন বলের মান পাউ-ভার বা গ্রাম-ভারে দেওয়া থাকে, তবে তাহাকে 
পাউগ্ডাল বা ডাইনে পরিণত করিয়া তবে এই স্ত্র প্রয়োগ করিতে হইবে | 
দ্বিতীয়ত, у' এর মান বাহির করিবার জন্য প্রয়োজনমতো (i) v= u + ft, 
(ii) оа= ша + 9уз এবং (8) s=ut +t? ইহাদের যে-কোন একটি স্থত্রের সাহায্য 
লইতে হইতে পারে । 
উদীহরণ 5. 100 পাউণ্ড ভরের উপর কত পাউগ্ু-ভার বল 99 CURA 
১ ঘণ্টায় 80 মাইল বেগ সঞ্চার করিবে? 
44 
ঘণ্টায় 30 মাইল = দেকেওে 0 7002 ছুট огада 44 ফুট । 
£ 
о= সুত্ৰ অনুসারে, এখানে, 44= 7.99; 
০১:77 ফু/সে,এ। 
` К=ту=100х 9 পাউগ্ডাল 
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উদাহরণ 6. 1000 গ্রাম-ভার পরিমাণ একটি বল 900 গ্রাম ভরের উপর আধ 
মিনিট কাজ করে। এ সময় পর ভরটি কত বেগ লাভ করে? 
[ 0. U. 1.8с. 1932 ] 
এখানে, #—1000 গ্রাম-ভার =1000 х 980 ডাইন। ('." -980) 
F=mf ZA হইতে 
1000 x 980 = 200/; 
*, f=4900 সে.মি./সে.* ; 
, v=ft=4900 х 30= 147000 সে.মি./সে.। 
উদ্দাহরণ 7. 100 টন ভরের একটি রেলগাড়ী সরল রেখায় ঘণ্টায় 60 মাইল 
বেগে ধাবমান । কোন সমহার বলের প্রয়োগে গাড়ীখানিকে 10 সেকেণ্ডে থামাইয়া 
ফেল! হয়। এই বলের ক্রিয়াকালে গাড়ীটি কতদূর যাইবে এবং বলটির মান কত? 
LO. U. 1.80, 1940] 
গাড়ীর ভর т =100 টন = 100 х 9240 AES 1 А 


বেগ u= ঘণ্টায় 60 মাইল= 6০৮700৮8 বা 88 ফু/সে.। 
বলপ্রয়োগের 3205 এই 88 к 229 аја বেগ এবং গাড়ী থামার 


মুহূর্তে বেগ-শূন্ত ধরিলে পাওয়া যায়, 
0=+Л; 
অথবা -88=10/; < Л= = 54 ফু./সে.ঃ। 
আবার, -%৭ + 9/8 ্ুত্রান্থসারে 
0=88°- 2.44: ; 
অথবা a= PE SE 440 কুট | 
+ বলপ্রয়োগকালে গাড়ীটি 440 ফুট অতিক্রম করিবে। 


দ্বিতীয়ত, етуй ча সর্বদা বলের গতিমুখে বলিয়া ধনাত্মক 1 
fs ৮৮100 % 2940 х পাউণ্ডাল 
5 ў 1 
_ 200 х 9910 x 44 
Зная টন-ভার 
8 
9 
= 50, ота টন-ভার। 
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উদ্দীহরণ 8, 19 পাউণ্ডের একটি ভর 36 ফুট নিচে কাদায় পড়ে এবং ঠ ফুট: 
প্রবেশ করিয়া স্থিতিলাভ করে। কাদার গড় বাধা নির্ণয় কর । | 
v? = 208 | 
বা ъ= ‚/$5 সুত্র অনুসারে, 
36 ফুট পতনের পর বেগ = ,/9.32.86 বা৷ 48 ফুট/সে.। 
কাদায় প্রবেশ করিবার সময় ইহাই প্রারম্ভিক বেগ 
অর্থাৎ ъ=48 ফু./সে. এবং প্রান্তিক বেগ =0; 
০-48*-%% 8; 
77489, 
এখন. কাদার গড় বাধা যেন ₹। বস্তটির ভার 19х39 পাউগ্ডাল। কাদার 
বাধা R উপরদিকে এবং বস্তুটির ভার নিচের দিকে সক্রিয় বলিয়া বস্তটির উপর মোট 
বল В 19.39 পাউণ্ডাল এবং ইহাই বস্তটির 49° ফু./সে.এ মন্দন উৎপন্ন করে। 
‘. В-19.39=19.48° ; 
*. R=12(48 х 48 + 39) 
=19х16(144+9) 
=12 x16 x 146 পাউণ্ডাল 
2818146 পাউগ্ু-ভার 
РА 
£ 
=876 পাউগ্ু-ভার। 
উদাহরণ 9. রেল-লাইনের বাধা যদি টন-প্রতি 4:48 পাউণ্ড হয়, তবে ঘণ্টায়: 
60 মাইল বেগ-সহকারে যাত্রা করিয়া একটি রেলগাড়ী কতদূর যাইবে? 
রেলগাড়ীটির প্রান্তিক বেগ যখন শূন্যে পরিণত হইবে তখন উহা থামিয়া যাইবে । 
সেই পর্যন্ত অতিক্রান্ত দূরত্বই নির্ণেগ। এই দূরত্ব যেন $। { 
এখানে, প্রারম্ভিক বেগ = ঘণ্টায় 60 মাইল 


60x1760x3 
72600 ফুট = সেকেণ্ডে 88 ফুট | 


= সেকেণ্ডে 
প্রান্তিক বেগ =0 
গাড়ীটির ভর যদি m টন হয়, তবে মোট বাধা =4'48% পাউণ্ড 


= 448 x 32m ATDHE 1 
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F= ту 9 অনুসারে 
4'48 x 32m = 9940т/; 
A 8 
= 445x Bm 8 А 
+ T= gg х 9847 ৮596 ОТ 91118, 
25 19 
ї б 


এখন, ৬*=%*- 9/8, [ 1)” গাড়ীর গতিমুখে বিপরীতমুখী বলিয় ЖП] 
9.8 
0=88° - 155°} 
11 44 


гей ш. 11 x 44 x 195 ফুট 


25 
-11x Hx 198 
3 x 1160 মাইল 
40 
8 


11595 _ 976 _,,11 
নৌ yi uz মাইল। 


esmen 7 
[উল্লেখ না থাকিলে অভিকর্ষজ ত্বরণ =39 ফু./সে. অথবা 980 সে. মি./সে.* 
ধরিবে 1] 
1. () 19 আউন্স ভরবিশিষ্ট বস্ত + সেকেওড Pratz হইতে qasa পড়িবার 
পর কত ভরবেগ লাভ করিবে? 
Gi) এ হন্দর ভরবিশিষ্ট বস্ত 2 সেকেণ্ড স্বিরাবস্থ। হইতে মুক্তভাবে পড়িবার পর 
কত ভরবেগ লাভ করিবে? 
(i) 1 টন ভরবিশিষ্ট বন্ত 9 মিনিট স্থিরাবস্থা হইতে মুক্তভাবে পড়িবার পর 
কত ভরবেগ লাভ করিবে р 
(৯) 5 গ্রাম ভরবিশিষ্ট বস্তু у, সেকেণ্ড স্থিরাবস্থা হইতে মুক্তভাবে পড়িবার 
পর কত ভরবেগ লাভ করিবে? 
a () স্থিরাবস্থা হইতে এ ফুট/সে.* সমত্বরণে চলমান 5 পা. ভরবিশিষ্ট একটি ач 
9% সেকেণ্ড পর কত ভরবেগ লাভ করিবে? 
(9) স্থিরাবস্থা হইতে 5 সে.মি./সে.৪ সমত্বরণে চলমান 5 গ্রাম ভরবিশিষ্ট 
একটি বন্ত A সেকেণ্ড পর কত ভরবেগ লাভ করিবে? 
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(i) এ ফু./নে. প্রারস্তিক বেগ ও 4 ফু./সে.* সমত্বরণ সহ চলমান ৪ পাউণ্ড 
ভরবিশিষ্ট একটি বস্তু এ সেকেণ্ড পর কত ভরবেগ লাভ করিবে? 

(у) 100 সে.মি./সে. প্রান্স্তিক বেগ এবং 10 সে.মি./সে.হ সমহার মন্দন 
সহকারে চলমান 1 কিলোগ্রাম ভরবিশিষ্ট একটি বস্তু 9 সেকেও পর কত ভরবেগ লাভ 
করিবে? Ч 

3.0) স্থিরাবস্থ। হইতে মুক্তভাবে 81 ফুট পতনের পর 10 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট বস্ত 
কত ভরবেগ লাভ করিবে? 

G) স্থিরাবস্থা হইতে মুক্তভাবে 3 ইঞ্চি পতনের পর 19 হন্দর ভরবিশিষ্ট чч 
কত ভরবেগ লাভ করিবে? 

(i) স্থিরাবস্থা হইতে যুক্তভাবে 5 মিটার পতনের পর ৪ সেটিগ্রাম ভরবিশিষ্ট 
বদ্ধ কত ভরবেগ লাভ করিবে ? 

‚_— (৮) бє হইতে মুক্তভাবে 2 ডেসিমিটার পতনের পর 5 গ্রাম ভরবিশিষ্ট 
বস্তু কত ভরবেগ লাভ করিবে? 

£ 0) স্থিরাবস্থা হইতে এ ফু./সে.* সমত্বরণে 9 ফুট অতিক্রমণের পর 28 আউন্স 
ভরের কত ভরবেগ হয়? 

(0 স্থিরাবস্থা হইতে 4 ফু/সে.* সমত্বরণে ৪ ফুট অতিক্রমণের পর 6 পাউণ্ড 
ভরের কত ভরবেগ হয় р 

Gii) স্থিরাবস্থা হইতে 5 সে.মি./সে.« সমত্বরণে 10 সে. মি. অতিক্রমণের পর 
1 কিলোগ্রাম ভরের কত ভরবেগ হয় ? 

(у) স্থিরাবস্থা হইতে 25 সে.মি./নে.* সমত্বরণে 5 ডেকামিটার অতিক্রমণের 
পর 1 সেটিগ্রাম ভরের কত ভরবেগ হয় ? 

5. স্থিরাবস্থা হইতে সমত্বরণে চলমান 6 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি বস্তু 5 সেবেও 
পর 60 পাউণ্ড-ফুট/সেকেও ভরবেগ প্রাপ্ত হয়। аб সমত্বরণ কত ? 

6. স্থিরাবস্থা হইতে এ ফু./পে.হ সমত্বরণে চলমান একটি বস্তু 8 সেকেণ্ড পর 
48 পাউণ্ড-ফুট/সেকেণ্ড ভরবেগ লাভ করে। বস্তির ভর কত ? 

7. £ সেকেণ্ড কাজ করিয়া () কত পাউণ্ডাল বা (i) কত পাউগ্ু-ভার বল 
8 পাউণ্ড ভরের উপর 20 ফু./সে. বেগ সঞ্চার করিবে ? 

8. 20 ফু./সে. প্রারম্ভিক বেগ-সহকারে চলমান 10 পাউণ্ড ভরের উপর কত 
পাউণ্ডাল বল 5 সেকেণ্ডে 190 ফু./গে. বেগ সঞ্চার করিবে? পাউও-ভারে এ বলের 
মান কত? 

9, (а) পাউগ্ডালে প্রকাশ কক্স £-_ 

(0 30 পাউও-ভার, Gi)  টন-ভার, (iii) 4 হন্দর 9 কোয়ার্টার-ভার, 


০০০ 
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(iv) 4 আউন্স-ভার, (у) 3 পাউণ্ড 2 আউন্স-ভার। 
(0) ডাইনে প্রকাশ কর :— 
G) 5 কিলোগ্রাম-ভার, (i) 3 সেট্টিগ্রাম-ভার, 
(ii) 4° সে. তাপবিশিষ্ট 500 সি.সি. জলের ওজন। 
(0) পাউগু-ভারে প্রকাশ কর :— 
0) 1000 পাউগ্ডাল; (11) 16 পাউণ্ড ভরে 8 ফু./সে.* ত্বরণ উৎপ |? করে 
যে-বল তাহার মান। 
(9) গ্রাম-ভারে প্রকাশ কর :— 
() 49000 ডাইন ; (ii) এক হেক্টোগ্রামের উপর যে-বল 47সে.মি./সে.* 
ত্বরণ উৎপন্ন করে তাহার মান। 
10. 10 হন্দর ভরবিশিষ্ট একটি বস্তুর উপর 10 সেকেণ্ডে 3 যে-বল ঘণ্টায় З মাইল 
বেগ সঞ্চার করে তাহার মান নির্ণয় কর। 
11. কত পাউগ্ডাল বলের ক্রিয়ায় 3 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি বস্তু 5 সেকেও্ডে 
10 ফু/সে. বেগ লাভ করিবে? 5 সেকেণ্ড পর এ বলের ক্রিয়া থামিয়া গেলে, কৃত 
পাউগ্ডাল বল 10 সেকেণ্ডে এ বস্তুকে স্থিরাবস্থায় আনিতে পারিবে? 
19. যে-বলের ক্রিয়ার 80 গ্রাম ভরবিশিষ্ট একটি বস্তু 3 সেকেণ্ডে স্থিরাবস্থা 
হইতে 10 মিটার দূরে নীত হয়, এ বলের মান ডাইনে প্রকাশ FA 
13. 90 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি বস্তুর উপর একটি বল 5 সেকেণ্ডে 15 ফু./সে. 
বেগ উৎপন্ন করে। বস্তুটি যদি স্থিরাবস্থা হইতে এই বেগ পাইয়া! থাকে, তবে এ বলের 
মান কত? 


14, 50 গ্রাম 51908 একট বস্তুর উপর এক মিনিটে যে-বল 45 সে.মি./সে. 
বেগ উৎপন্ন করিতে পারে তাহার মান কত? 

15. 1600 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি মোটর-গাড়ী ঘণ্টায় 90 মাইল বেগে 
ধাবমান। (i) 11 সেকেণ্ডে, (1) 191 ফুট অতিক্রমণের পর গাড়ীটিকে থামাইতে 
হইলে কত পাউণ্ড-ভার বল প্রয়োগ করা প্রয়োজন ? 

16. 16 টন ভরবিশিষ্ট একটি ট্রাক মন্থণ ও সরল রেলের উপর স্থির রহিয়াছে। 
একটি ঘোড়! রেল-বরাবর ট্রাকথানিকে এক হন্দর-ভার বলের সহিত টানিতে আরম্ভ 
করিলে এ ট্রাকখানি 1 মিনিটে কত পথ অতিক্রম করিবে? 


17. একটি 394 অনুভূমিক তলের উপর দিয়া 1 টন ভরবিশিষ্ট একটি বস্ত 
স্থিরাবস্থা হইতে 1 মিনিটে 48 ফুট অতিক্রম করে| এ বস্তুর গতি যদি কোন অন্ুভূমিক 
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বলের ক্রিয়াজনিত হয়, তবে পাউণ্ডাল ও পাউণ্ড-ভারে এ বলের মান নির্ণয় 
কর। 


18. 27 গ্রাম ভরের উপর 10 গ্রাম-ভার পরিমাণ বল 1 সেকেণ্ড কাল [бий 
করে। /-র মান যদি 98 সে.মি./সেকেওএ হয়, তবে এঁ সময় পর উক্ত ভরের কত 
বেগ হইবে এবং উহা কত পথ অতিক্রম করিবে? 1 সেকেপ্ডের মাথায় এ বলের 
করিয়া বন্ধ হইলে এ ভর পরবর্তী মিনিটে আর কতদূর যাইবে? 

19. এক 199-911 একটি বল একটি বস্তুর উপর 1 মিনিটে ঘণ্টায় 60 মাইল 
বেগ সঞ্চার করে। বস্তুটির ভর-পরিমাণ নির্ণয় কর। 

20. 10 পাউও ভরবিশিষ্ট একটি বস্তু একটি মহুণ অনুভূমিক তলের উপর স্থাপিত 
হয় এবং তাহার পর ৪ পাউগ্র-ভার একটি বল উহার উপর ক্রিয়া করিতে থাকে। 
10 সেকেণ্ডে বস্তুটি কতদূর যাইবে? 


21. 200 ডাইনে একটি বল 95 গ্রাম ভরের উপর 5 সেকেণ্ড যাবৎ ক্রিয়া 
করিয়া কত বেগ সঞ্চার করিবে? 


22. 1 আউন্দ-ভারের সমান একটি বল এক পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি বস্তুর উপর 
10 সেকেণ্ড কাজ করে। বস্তুটি যদি স্থিরাবস্থা হইতে চলমান হয়, তবে এ সময় পর 
উহার বেগ ও উহা দ্বার! অতিক্রান্ত দূরত্ব নির্ণয় কর। 


23. 10 পাউও-ভারের সমান একটি বল কত সময়ে 1 টন ভরবিশিষ্ট একটি 
বস্তুকে 14 ফুট দূরে লইয়া যাইবে ? 


24, 10,000 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি রেলগাড়ী সমতল রেল-লাইনের উপর 
স্থাপিত হয় এবং তাহার পর 250 পাউও-ভার বলের দ্বারা উহা! লাইন বরাবর আকৃষ্ট 
হয়। কতক্গণে গাড়ীটি ঘণ্টায় 15 মাইল বেগ অর্জন করিবে? এখানে ঘর্ষণ ও 
বাতাসের বাধা অগ্রাহ করা যাইবে। 


25. 800 টন একটি রেলগাড়ী ঘণ্টায় 60 মাইল বেগে চলিতেছে; ইঞ্জিনের 
বাপ রুদ্ধ করার পর ব্রেকের সাহায্যে 50 গজ দূরে গাড়ীটি থামানো হয়। প্রযুক্ত বল 
যদি সমহার হয়, তবে তাহার মান নির্ণয় FA | 


26. 20 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি বস্তু 25 ফুট উচ্চতা হইতে পড়িয়া মাটির ভিতর 
ঢুকিয়! যায়। বদি মাটিতে ঢোকার বিরুদ্ধে 1090 পাউগ-ভার পরিমাণ সমহার একটি 
বাধা কাজ করিয়া থাকে, তবে বস্তুটি মাটির ভিতর কতটুকু ঢুকিবে? 


27. স্থিরাবস্থা হইতে 200 ফুট পতনের পর 4 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি বস্ত 


কাদার ভিতর 2 ফুট ঢুকিয়া স্থিতিলাভ করে। qaia উপর কাদার গড় বাধা 
নিৰ্ণয় কর। 
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98. 100 ফুট উপর হইতে পতিত {4 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একথণ্ড পাথর বালির 
ভিতর 1 ফুট ঢুকিয়া থামে। বালির গড় বাধা বাহির কর। 

29. স্থিরাবস্থা হইতে 10 ফুট পতনের পর 90 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি বস্ত 
বালির ভিতর } ফুট ঢুকিয়া স্থিতিলাভ করে। qaba উপর বালির গড় বাধা 
নিৰ্ণয় কর। 

30. 4 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি গোলা যদি 10 ইঞ্চি পুরু একটি দেওয়াল ভেদ 
করিয়াই থামিয়া যায় এবং দেওয়ালের বাধা! যদি 49 টন-ভারের সমান হয়, তবে 
গোলাটির বেগ কত ছিল? 

31. 1600 ফু./সে. বেগে ধাবমান 100 পাউণ্ড ভরের একটি গোলা অনড় একটি 
AEA আঘাত করে| লক্ষ্যস্থলের সমহার বাধা যদি 12000 টন-ভারের সমান হয়, 
তবে сїйїїў লক্ষ্যস্থলের কতদূর ভিতরে ঢুকিয়া যাইবে? 

3. অভিকর্ধাধীন ৪ পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি বস্ত সেকেণ্ডে 100 ফুট বেগে 
পড়িতেছে। যে সমহার বল বস্তুটিকে (а) 2 সেকেণ্ডে, (5) 2 ফুট দূরত্বের মাথায় 
থামাইতে পারে তাহার মান কত? 

38. সেকেণ্ডে 2000 সে.মি, বেগে ধাবমান যে গোলাটি 4 х10° ডাইন বাধার 
বিরুদ্ধে লক্ষ্যস্থল ভেদ করিয়া 16 সে.মি. চুকিয়া যায় তাহার ভর নির্ণয় কর। 

[ W. В. Н. 8. 1964 ] 

34. 520 ডাইন বল $ মিনিট কালের মাথায় সরল রেখায় ধাবমান একটি বস্তুর 
বেগ সেকেণ্ডে 990 সে.মি. হইতে সেকেণ্ডে 8৮ মি, বেগে পরিবর্তিত করে। বস্তটির 
ভর নির্ণয় কর। [ W. В. Н. S. 1965 ] 

35. একটি ইঞ্জিন 800 টন ভারী একটি রেলগাড়ীকে 150-এ 1 একটি/নততলের 
উপর দিকে টানিয়! তুলিতেছে। বাধা সমহার এবং ভারের о অংশ এবং ত্বরণ 
3 ফু./সে.* হইলে, ইঞ্জিনের টান নির্ণয় কর। 

36. 5টন ভারী একটি ট্রাক 100-তে 1 একটি নততলে ঘণ্টায় 90 মাইল 
বেগে চলিতে শুরু করিয়া 2 মিনিটে থামিয়া গেল । উহা কত পথ অতিক্রম করিল 
এবং উহার গতিরোধ করিতে কত বল প্রযুক্ত হইল ү [ W. В. Н. S. 1966] 

зт, 6 আউন্স ওজনের একটি ভরের উপর 2 সেকেণ্ড কাল ক্রিয়া করিয়া একটি 
বল 10 ফু./সে. বেগ উৎপন্ন করে। ডাইনে এ বলের পরিমাণ নির্ণয় 'কর। (1 ফুট 
=80`5 সে. মি, ; 1 পা. ৮4596 গ্ৰা. ) [ W. В. Н. S. 1967 ] 

38. т ভরের একটি বস্ত Р পাউগ্ডাল বলের অধীনে £ সেকেওড কাল থাকে এবং 
ওঁ সময়ে উহা € ফুট অতিক্রম করে এবং ৮ ফু./সে. বেগ লাভ করে। প্রমাণ কর যে 


аА", [ W. В. H. S. 1968, 10] 
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39. 10 গ্রাম ওজনের সমান একটি বল 27 গ্রাম পরিমাণ একটি ভরের উপর 
1 সেকেণ্ড কাজ করে। 0=981 সে.মি./সে. হইলে এ ভরের অঞ্জিত বেগ এবং উহা 
দ্বার! অতিক্রান্ত দূরত্ব নির্ণয় কর। [ W. В. Н. S. 1969 ] 


40. ইন্জিন বাদে একটি রেলগাড়ীর ওজন 435 টন। স্থিরাবস্থা হইতে সমতল 
লাইনে চলিতে শুরু করিয়া উহা ? মিনিটে ঘণ্টায় 40 মাইল বেগ অর্জন করে। প্রতি 
টনে 15 পা. বাধা ধরিয়া, ইঞ্জিনটির টানের পরিমাণ নির্ণয় কর। (g=32 ফু./সে.*) 

[ W. В. Н. S. 1971] 


716. নিিভউউল্লেল Ssa স্ুজেল me এই স্থত্রে বলা 
হইয়াছে যে, প্রত্যেক ক্রিয়ার একটি সমান ও বিপরীতমুখী প্রতিক্রিয়া থাকে। 
এখানে ক্রিয়া কথাটির অর্থ হইল একটি বস্তু কর্তৃক অপর একটি বস্তুর উপর প্রযুক্ত বল। 
‘আর প্রতিক্রিয়া কথাটির অর্থ__দ্বিতীয়টি দ্বারা প্রথমটির উপর পাল্টা ও বিপরীতমুখে 
৮৮ তৃতীয় =ч অনুসারে এই দুইটি বল পরিমাণে সমান কিন্তু দিকে পরস্পরের 

পরীত। 


বস্ত-ছুইটি স্থির বাঁ গতিশীল ধে-অবস্থাতেই থাকুক প্রত্যক্ষভাবে একটি আর- 
একটির উপর বল প্রয়োগ করিলে সেই বল-ছুইটি সমান ও বিপরীত হইবে। দুইটি 
বস্ত যখন পরস্পরের গায়ে গায়ে লাগিয়া চাপ দেয় বা একে অন্তের সহিত যুক্ত হইয়া 
পরস্পরকে টানে অথবা চুম্বক ও লোহার মতো যখন সরাসরি পরস্পরকে আকর্ষণ 
করে_এক কথায়, ও ছুই বস্তর মধ্যে যখন তৃতীয় বস্তু এবং যখন তাহারা 
সরাসরি পরস্পরের উপর বল প্রয়োগ করে, তখনই নিউটনের তৃতীয় সুত্র খাটিবে। 
উদাহরণস্বরূপ £ 


() কডিকাঠের সহিত তারে বাধিয়! একটি আলে ঝুলাইয়া রাখিলে, আলোর 
ভার তারের উপর Sarola নিচের দিকে টান দিবে । আবার কড়ি- 
কাঠটিও তারের উপর; উপরের দিকে নিশ্চয় সমান টান দিবে । নহিলে 
আলোটি স্থির থাকিত я; হয় নিচে নামিত, নয় উপরে উঠিত। উভয়- У 
দিকের টান তাহা হইলে সমান। ইহার অর্থ, আলোর নিচুদিকে টান 
বা fan কড়িকাঠের উপরের দিকে টান বা প্রতিক্রিয়ার সমান ও 
বিপরীত। 


(0) এক ব্যক্তি একটি চেয়ারে হেলান দিয়! বসিয়া আছে। তাহার ER 
পিঠ চেয়ারের পিহনটার চাপ দিতেছে 1 চেয়ারের সেই পিছনটাও নিশ্চয় ы 
তাহার পিঠের উপর সমান ও বিপরীত চাপ দিতেছে । নহিলে লোকটি স্থির থাকিত 
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না। যদি চেয়ারের পিছনটার চাপ কম হইত তবে লোকটির 
আল্গা হইয়া খসিয়া পড়িত, ফলে লোকটি еа 
পিছনদিকে উল্টাইয়া পড়িত। আর যদি 
চেয়ারের পিছনকার অংশটার চাপই বেশী 
হইত, তবে লোকটি হুড়মুড় করিয়া সামনে 
পড়িয়া যাইত। কিন্তু যেহেতু লোকটি সামনে 
বা পিছনে একটুও হেলিতেছে না, সেইহেতু 
স্বীকার করিতে হয় যে, দুই দিকের চাপ সমান। 
অর্থাৎ পিঠের চাপ বা ক্রিয়া আর চেয়ারের 
পিছনকার অংশের চাপ বা প্রতিক্রিয়া পরস্পর 
সমান ও বিপরীত। 

(3) হাটিবার সময় মাটির উপর পায়ের চাপ পড়ে 1 আবার মাটিও পায়ের উপর 
সমান ও বিপরীত চাপ বা ঠেলা দেয়। ডানদিকের চিত্রে, 2 যদি মাটির উপর О 
বিন্দুতে পায়ের চাপ হয়, তবে R যেন পায়ের উপর মাটির 
পাল্টা চাপ। 

তৃতীয় тщ অনুসারে P ও R পরম্পর সমান ও 
বিপরীত। যদি তাহাই হয় তবে р ও 7-এর ফল বা লক্ষি 
ча হইবার жй! তাহা তো হয় না, পা-খানি আগাইয়া 
চলে। কারণ আছে; 7 যদি অনুভূমিক রেখার সহিত 
а কোণে নত হয়, তবে এ রেখায় সামনের দিকে উহার 
ই উপাংশ R сова! এই উপাংশের ক্রিয়াতেই মান্গুষের 

ЖП চল! সম্ভব হয়। অবশ্থা Р বলেরও অনুভূমিক রেখায় 
ঠিক সমান ও বিপরীত একটা উপাংশ আছে, কিন্ত পায়ের পেশীর সং্যমে সেই উপাংশ 
নিক্ষিয় হইয়া যায়। এইজন্াই হাটা সম্ভব হয় R cos а বলের চাপে। 

(iv) একটি ঘোড়া যখন গাড়ী টানে, তখন গাড়ীটিও সমান জোরে ঘোড়াটিকে 
গিছনদিকে টানিয়া রাখে। ধর! যাক, ঘোড়াটি যেন т বলে গাড়ীটিকে টানিতেছে 
এবং এ" বলে গাড়ীটি ঘোড়াটিকে টানিতেছে। তৃতীয় সুত্র অনুসারে Те 77 সমান 
ও বিপরীত чая এখানে একটা প্রশ্ন উঠিতে পারে যে, দুই ИЯК যদি সমান 
ও বিপরীত হয়, তবে গাড়ীটি চলে কি করিয়া? লক্ষণীয় যে, মাটির উপর ঘোড়ার 
পায়ের চাপ বা একটা ঠেলা আছে এবং ঘোড়ার পায়ের উপরও মাটির ঠিক সমান ও 
বিপরীত আর-একটা ঠেল! আছে। এই ঠেলা р এবং পাল্ট! ঠেলা যেন 7 | গাড়ীটি 
চলে এই 7 বলের ক্রিয়ায়। কেমন করিয়া, তাহার ব্যাখ্যা নিম্নরূপ £ 


р যদি чуут রেখার সহিত a কোণে নত হয়, তবে মাটি বরাবর 


85а চিত্র 


110 বলবিদ্যা 


অন্ৃভূমিক রেখায় 7-এর উপাংশ 22 соза. গাঁড়ীর ভর m এবং ঘোড়ার ভর m এবং 
চাকার ঘর্ষণজনিত পিছনের দিকে বাধা যেন 7. тед গাড়ী ও ঘোড়ার বিভিন্ন 
অংশে কাজ করে বলিয়া, অসমান হইতে পারে । এইরূপ Р/ соза ও TNE ও 
ঘোড়ার বিভিন্ন অংশে প্রযুক্ত বলিয়া অপমান হইতে পারে । ঘোড়া নিরপেক্ষভাবে শুধু 


* ৪ঠনং চিত্র 


গাড়ীর উপর সামনের দিকে ?' এবং পিছনের দিকে £ বল কাজ করে। কাজেই যদি 

те В বলের চেয়ে বড় হয়, তবে গাড়ীটি সামনের দিকে চলিবে । আবার গাড়ীর 

কথা বাদ দিলে, ঘোড়ার উপর পিছনদিকে 1" এবং সামনের দিকে 2’ соза বল কাজ 

за কাজেই 2' ০০৪৭ যদি Т হইতে বড় হয়, তবে ঘোড়াটি সামনের দিকে 
4! 


এখন গাড়ী তথা ঘোড়াটি যদি у ত্বরণসহ চলে, তবে, 


গাড়ীর গতি-বিচারে 7'- R=" = 0 
এবং ঘোড়ার গতি-বিচারে Р’ cos а – T= m'f ü) 
G) ও (i) যোগ করিয়া পাই, Р'соза- В=(т+т/)у. [11741] 


আবার ঘোড়া ও গাড়ীর গতি একসঙ্গে বিচার করিলেও দেখা যায়, মোট 
ভর (тт) উপর সামনের দিকে Р! соз а এবং পিছনের দিকে R বল কাজ 
করিতেছে এবং তাহার ফলে у ত্বরণ উৎপন্ন হইয়াছে। 

তাহা হইলে গতি যেহেতু সামনের দিকে, সেইহেতু, 

Р cos a- Ё=(®+т/)/. 

ইহা হইতে স্পষ্টই বুঝা যায়, ঘোড়া ও গাড়ীর পরস্পরের টানাটানি শেষ 
পর্যন্ত ধর্তব্যের বিধয়ে থাকে না। ঘোড়ার পা ও মাটির ক্রিয়া ও প্রতিক্রিয়ার জন্য 
সামনের দিকে Р’ соза ও চাকার ঘর্ষণ-জনিত পিছনের দিকে R বল-_এই দুইয়ের 
ফলই গতি সঞ্চার করে। 


.গড়াইতে দেয় না। ইহা ঘর্ষণের উদাহ্রণ। 
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717. লিলির = ও 256 (Different actions and 
reactions) 2 

ক্রিয়া ও প্রতিক্রিয়া নানান রকমের হইতে পারে। নিচে তাহাদের বিবরণ 
দেওয়া যাইতেছে £ 

() চাপ বা ঠেল। (Thrust ог Push)? যখন ক্রিয়া ও প্রতিক্রিয়া সংশ্লিষ্ট 
বস্ত-দুইটিকে পরস্পর হইতে বিচ্ছিন্ন করিয়া দিতে চায় অথবা পরস্পরের সান্নিধ্যলাভের 
চেষ্টায় বাধা দেয় তখন এ ক্রিয়া ও প্রতিক্রির়াকে চাপ বা ঠেলা বলা হয়। 

উদ্দীহরগ। টেবিলের উপর বই। বই টেবিলকে নিচে ঠেলে, তেমনি টেবিল 
বইকে সমান জোরে উপরে ঠেলে । ইহা চাপ বা ঠেলার দৃষ্টান্ত। 

Gi) টান (Pull or Tension); যখন দুইটি বস্তর ক্রিয়া ও প্রতিক্রিয়া 
পরম্পরকে একত্র করিতে চায়, তখন তাহাদের ক্রিয়া ও প্রতিক্রিয়া টান ЭЁ করে। 


উদ্ীহরণ। ঝুলন্ত বস্ত। বস্তুটির ভার নিচের দিকে আর যাহার সহিত 
ঝুলানে। তাহা বস্তটিকে উপরের দিকে টানিতেছে। 

(1) আকর্ষণ ও বিকৰ্ষণ (Attraction and Repulsion) পরস্পর হইতে 
বিচ্ছিন্ন বা {е অবস্থায় দুই বস্তু যখন পরস্পরকে পরস্পরের দিকে টানে তখন 
তাহাদের ক্রিয়া-প্রতিক্রিয়াকে আকর্ষণ, এবং যখন তাহারা পরস্পর পরস্পরকে দুরে 
সরাইয়! দিতে চায় তখন তাহাদের ক্রিয়া-প্রতিক্রিয়াকে বিকর্ষণ বলা হয়। 

উদাহরণ। চুম্বক ও লোহা। চুম্বক লোহাকে আর লোহা চুম্বককে আকর্ষণ 
করে। দুইটি ধন-তড়িত্যুক্ত ধাতুখণ্ড পরস্পরকে বিকর্ষণ করে বা দূরে সরাইয়! দেয়। 

(у) ঘর্ষণ (Friction)? যখন দুইটি বস্তু একে অপরের উপর দিয়া গড়াইয়া 
যাইতে বাধা দেবার চেষ্টা করে তখন তাহাদের ক্রিয়া ও প্রতিক্রিরাকে ঘর্ষণ বলা হয়। 

উদ্দাহরণ। চলন্ত গাড়ীর চাকা ও মাটি ক্রিয়া-প্রতিক্রিয়া। মাটি চাকাটিকে 
তাহার উপর দিয়া গড়াইয়া যাইতে বাধা দেয় বা দিতে চেষ্টা করে। এক হিসাবে 
চাঁকাটিও তেমনি তাহার পরিধিপথে মাটিকে 


718. একটি গতিশীল сети 
Феја afs ভক্রের (= ও 
(= (The action and reaction of 
a mass placed оп a moving plane) 2 
двор একটি অনুভূমিক তল, উহার উপর m ভর- El 
বিশিষ্ট একটি বস্তু স্থাপিত হইয়াছে। তলের উপর Ў 
উরধ্মমুখে যেন 2 বল সক্রিয়; ফলে এ বস্তুটি-লহ তলটি যেন চলমান। 
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এখন, G) বস্তুটি যদি / ত্বরণসহ উর্ধবমুখে চলমান হয়, তবে বস্তটির উপর 
সক্রিয় মোট বলও ©6311 ধরিতে হইবে। 
.. উপরের দিকে সক্রিয় а= Р এবং নিচুদিকে ভার = mg. 
*. মোট বল P-mg=mf, 
অথবা P=mg+mf 
=m (8+0). 
আবার, Gi) বস্তটি যদি / ত্বরণসহ নিয়মুখে চলমান হয়, তবে বস্তটির উপর 
সক্রিয় মোট বলও নিয়নমুখী І 
*. মোট 44=ту- Р= ту, 
অথবা, P=mg-mf 
=ш(@-— 1). 
আর, (ii) বস্তুটি যদি সমহার গতিতে অর্থাৎ সমবেগে উপরে ওঠে বা নিচে 
নামে, তবে Т4 অনুচ্ছেদ অঙ্গুসারে মোট বল শূন্য ধরিতে হইবে। 
ста 0 
অথবা, mg-P=0 
©. উভয়ন্গেত্রেই P=mg. 
উদাহরণ। একটি লিফ্ট-এর ছাদ হইতে 2 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি বস্তু খুব 
হালকা দড়ির সাহায্যে ঝুলানো আছে। লিফ্ট-টির উর্ধগতি তিন দফায় যথাক্রমে, 
() ৪ ফুট/সেকেগু ত্বরণ, (Ш) দমবেগ এবং (1) ৪ ছুট/সেকেওঃ মন্দন হইলে, প্রত্যেক 
ক্ষেত্রে দড়ির উপর টান পাউগু-ভারে প্রকাশ কর । 
লিফট-টির উর্বচাপ যেন рі স্পষ্টতই чаб নিয়মুখী ভার 99 পাউণ্ডাল। 
. (i) প্রথমক্ষেত্রে, 
Р= т( + f) ZAINA, 
р= 32+ 8) =80 পাউণ্ডাল 
= 88 =£ 24 পাউগ্-ভার। 
(8) দ্বিতীয় ক্ষেত্রে, গতি সমহার বলিয়া, মোট বল শূন্য | 
", P= то TAVIA, 
2=2 ২9 পাউণ্ডাল 
=9 পাউণ্ডভার | J 
(ш) তৃতীয়ন্ষেত্রে, মন্দন শুরু হওয়ায় বস্তুটির ভার লিফ ট-এর উর্ধচাপ হইতে _ 
বড়। 


নিউটনের গতি স্থত্রাবলী 118 
| +". Рет –Ј) INNA, 
р= 9892 —8)= 48 #9917 
== 8-15 পাউও-ভার। 
719. শাত এও a567 কন (Impulse and impulsive forces) $ 
বলের ঘাত (Impulse of a Јосе) 3 m ভরবিশিষ্ট একটি বপ্তকণা যদি 
ফর বলের ক্রিয়ায় ОХ সরলরেখা বরাবর চলমান হয়, তবে £ সময় পরে বেগ 0 হইলে 
বস্তকণাটির ভরবেগ হইবে те. 
নিউটনের দ্বিতীয় za 
| чї, 9 Vv V x 
T= (т) тй 87 নং চিত্র 


আরও „ সময়ে বস্তকণাটির বেগ যদি ৬০ এবং ৫; সময়ে (ti > to) 
বস্তকণাটির বেগ যদি т, হয়, তবে _ 
উপরোক্ত সমীকরণে to হইতে ta সীমার মধ্যে সমাকল লইলে দেখা যায়, 


[р-ге а-ы» 
nfo] -mon = Vto) = mv; — vo) 
=з, ТО 
" Faro to হইতে £। এই সময়ের অবকাশের মধ্যে বলের ঘাত 


বল! হয়। 
আবার; (тюу – тоо) হইল এই সময়ের অবকাশে বস্তকণাটির ভরবেগের 


পরিবর্তন। 
স্থতরাং, কোন সময়ের অবকাশে কোন বলের ঘাত এ সময়ের 


অবকাশে ভরবেগের পরিবর্তনের সমান। 
বলটি স্থির মানের হইলে [1744-76-19 হইবে। 
সুতরাং স্থির মানের বলের ক্ষেত্রে, বলের ঘাত = প্রযুক্ত বল বলের ক্রিয়াকাল। 


1'20. ছ্বাতভতক শল (Impulsive force) è একটি বস্তর উপর সক্রিয় 
উই অন্নস্থায়ী ও অতিবৃহৎ যে-বল নিৰ্দিষ্ট পরিমাণ ঘাত © করে (অর্থাৎ নির্দিষ্ট 
পরিমাণ ভরবেগের পরিবর্তন ঘটায় ), অথচ উহার ক্ষণিকের ক্রিয়ায় বস্তটির সরণ হয় 


গ. (хп)—8 
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নগণ্য, সেই বলকে ঘাতজ বল বলা হয়। এইরূপ বলের ঘাতই উহার মান 
সুচিত করে। 


ঘাতজ বল নামেই 'অনেকটা নিজের পরিচয় দেয়। ঘাত বা আঘাত করিলে 
এইরূপ বলের উৎপত্তি হয়। একটি ব্যাট দ্বারা একটি বলকে আঘাত করিতে নিমেষ- 
মাত্র সময় লাগে। কিন্তু আঘাতটা বেশ জোরালো «Эй ক্রিকেট-বলট। প্রচণ্ড বেগে 
আঘাতের মুখেই ছুটিয়া চলে । এখানে ঘাতজ বল যে বেশ জোরালো, এই পর্যন্ত 
বুঝিলেও কিন্তু উহার পরিমাণ-নির্ণয় সহজ নয়। P= ?॥/ স্ত্র অনুসারে নির্দিষ্ট ভরের 
উপর যে-পরিমাণ ত্বরণ উৎপন্ন হয়, তাহা দ্বারাই বলের পরিমাপ হয়। কিন্তু ঘাতজ 
বলের বেলায় উৎপন্ন ত্বরণের পরিমাণ জানা প্রায় অসম্ভব। ক্রিকেট-বলের গায়ে 
ব্যাটখানি প্রচণ্ড বলসহ নিমেষকাল স্পর্শ করে; তাহার পরই ব্যাট ও বল আলাদা 
হইয়া যায়। এ নিমেষকাল ক্রিয়ার সময়ে আহত বস্তুর সরণ হয় না বলিলেই চলে। 
কারণ বস্তুটি যে-মূহূর্তে ধাইয়া চলিতে স্থরু করে সেই যুহূর্তের আগেই ঘাতজ বলের 
কাজ শেষ হইয়াছে।, যেহেতু ঘাতজ বলের ক্রিয়াকালে উহা দ্বারা আহত বস্তুর সরণ 
হয় নগণ্য, সেইহেতু এ সময়ে উৎপন্ন ত্বরণের পরিমাপ করা! কার্ষত অসস্তব। অতএব 
ঘাতজ বলের পরিমাপও সাধারণ নিয়মে জানার উপায় নাই। সেইজন্য ঘাত দিয়াই 
ঘাতজ বলের মান স্থচিত হয়। কাজের বেলায় এই মান জানিলেই চলে। কেন? 
তাহাই বলিতেছি। 


বলের প্রয়োগে মোট কাজটা কি হয়? প্রথমত, উহার ক্রিয়ায় বস্তবিশেষের 
খানিকটা সরণ হয়। দ্বিতীয়ত, বস্তরটির বেগেরও খানিকটা পরিবর্তন হয় । আমরা 
দেখিলাম, ঘাতজ বলের ক্রিয়ার নিমেষকালে সরণ একেবারেই নগণ্য । কাজেই 
জানিবার বাকী রহিল বেগের পরিবর্তন মাত্র। এখন ঘাত মানে ভরবেগ-পরিবর্তন। 
এইরূপ ক্ষেত্রে ভরের পরিবর্তন নাই, উহার পরিমাণ জানা। কাজেই বেগের 
পরিবর্তনের জন্যই ভরবেগের পরিবর্তন ঘটে । অতএব ঘাত হইতে বেগ-পরিবর্তন জানা 
যায়, আর তাহা জানিলেই নির্দিষ্ট সময়ে বস্তুর গতিপ্রকৃতি ও অবস্থান সম্পূর্ণরূপে জানা 
যায়। স্থতরাং ঘাত দ্বারাই ঘাতজ বল স্থচিত করা হয়। 


21. সন্নল сд! ভ্লনেগ-সহরল্ষলভভ্ত্ব (Principle of 
conservation of linear momentum) з সকলপ্রকার বাহ্‌ বলের ক্রিয়া হইতে 
মুক্ত ও একই সরল রেখায় ধাবমান ছুই বা! ততোধিক বস্তু বদি কেবল পরস্পরের আঘাত 
ও প্রত্যাথাত-জনিত বলের অধীন হয়, তবে সেই রেখায় তাহাদের ভরবেগের সমষ্টি 
নিত্য বা অপরিবর্তিত থাকে। 


Ме т ভরবিশিষ্ট ছুইটি বস্তু, যথাক্রমে যেন ঢ ও % বেগে একই রেখার 
ধাবমান। প্রথমটি দ্বিতীয়টির উপর আঘাত করিলে উহাদের বেগ যেন যথাক্রমে 
7 ও ৮-তে পরিবর্তিত হয়। 
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নিউটনের তৃতীয় সুত্র অনুসারে, প্রথম বস্তুর আঘাত ও দ্বিতীয় বস্তর প্রত্যাঘাত 
সমান ও বিপরীত হইবে। দ্বিতীয়ত, আঘাত 
ও প্রত্যাঘাতের সময় এক ও অভিন্ন। কাজেই 
Р যদি আঘাত. এবং £ যদি আঘাত তথা 
প্রত্যাঘাতের সময় হয়, তবে Р বলের*ঘাত 
হইল р. অনুরূপভাবে  প্রত্যাঘাতজনিত 
বলের ঘাত হইবে (- 28). স্বতরাং ঘাত- 


দুইটি সমান ও বিপরীত | 
এখন, Pt=U(U-V) 
=MU- MV ৪৪নং চিত্র 


এবং - Pt=m(u-v)=mu- m; 
MU-MV+mu-m=0 
বা МО + mu= MV +m. 


কিন্তু MU+mu হইল সংঘর্ষের পূর্বে বস্ত-দুইটির ভরবেগের সমষ্টি, এবং МУ 
+ mo হইল সংঘর্ষের পরে উহাদের ভরবেগের সমষ্টি । স্থতরাং সংঘর্ষের পূর্বে ও পরে 
ভরবেগের সমষ্টি সমান ও অপরিব্তিত থাকে। 


এইরূপে একই সরল রেখায় ধাবমান দুইয়ের অধিক যে-কোন সংখ্যক বস্তুর সংঘর্ষ 
বিচার করিলেও দেখা যায় যে, বস্তগুলির ভরবেগের সমষ্টি এ রেখায় সর্বদা নিত্য থাকে। 
এই সত্যকেই সরল রেখার ভরবেগের সংরক্ষণতন্ত্ব বলে। 


722. বন্দুক ও faa 2165 (Motion of а shot and a gun) $ 
বন্দুকের ঘোড়াটি টিপিবামাত্র উহার নলের ভিতর বারুদের বিস্ফোরণ হয়। তাহার ফলে 
যে-গ্যাসের স্থাট্ হয়, তাহা প্রচণ্ড চাপে নলের ভিতরকার গুলিটিকে সামনের দিকে ঠেলিয়া 
বাহির করিতে চেষ্টা করে। বলা! বাহুল্য, গুলিটিও বন্দুকের উপর পিছনদিকে সমান 
পরিমাণ ঠেলা দেয়। কিন্তু এই ঠেলাঠেলি ব্যাপারটা মুহূর্তে ঘটিয়া যায়। কাজেই এইরূপ 
ক্ষেত্রে যে-বল মুহ্র্কাশ ক্রিয়া করে, তাহা ঘাতজ বল। 

দ্বিতীয়ত, বিস্ফোরণের ফলে নলের ভিতর যে-গ্যাস উৎপন্ন হয়, তাহা এ 
ুহূর্তকালের মধ্যেই অতি দ্রুত ও ক্রমাগত সম্প্রসারিত হইতে থাকে । কাজেই উহার 
চাপও এ মুহূর্তের পলে পলে ক্রমাগত বাড়িতে থাকে। এইজন্য গুলির প্রতিক্রিয়াও 
চাপের বিপরীত মুখে ততই বাড়িতে থাকে। এইভাবে গুলি নলের শেষ মাথায় 
আনিয়া উপস্থিত হয়। নল হইতে বাহির হওয়ামাত্র গ্যাস ও গুলি বিচ্ছিন্ন হয়া! যায়। 
তখন আর ক্রিরা-প্রতিক্রিরার খেলা চলে না। নলের ভিতর গ্যাসের সম্প্রসারণ যতক্ষণ 
চলে, ততক্ষণ উভয়দিকে ঘাতজ বলের পরিমাণও ক্রমাগত বাড়িয়া চলে 1 কাজেই বন্দুকের 
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ভরবেগের মোট পরিবর্তন, গুলির ভরবেগের মোট পরিবর্তনের সমান ও বিপরীত 
হয়। 
গোড়াতে বন্দুক ও গুলি উভয়েই স্থির থাকে। নলের মুখ হইতে গুলিটি বাহির 
হইবার সময় গুলির সামনের দিকের বেগ ০ এবং বন্দুকের পিছনদিকে ধাক্কার বেগ 
যেন 7 হয়। বন্দুকের ভর М এবং গুলির ভর যদি % হয়, তবে সেই সময় বন্দুকের 
ভরবেগ МУ গুলির ভরবেগ шу হইবে। স্পষ্টতই মানে সমান হইলেও এই 
দুই ভরবেগ বিপরীতমুখী | i 
বলা বাহুল্য, ইহাও ভরবেগ-সংরক্ষণতত্বের অন্যতম উদ্বাহরণ। এ তত্ব 
অন্থসারে, МО +ти= МУ + то. 
এখানে Т=0 =u বলিয়া, 
0=MV +m; 
= MV =m. 
অর্থাৎ গুলির মুখে ভরবেগের যাহা মান, বিপরীত মুখে বন্দুকের ভরবেগের মানও 
| . 
723. ভল্ৰন্ৰেপ-সংব্ক্ষ্ষণভত্ত্রে За আলো £ 
(9) দুই ব| ততোধিক (অ্থিতিচ্থাপক) বস্তুর সংঘর্ষ (Inelastic 
collision of two or more bodies) 3 
উদ্দাহ্রণ 1. 11 পাউণ্ড ভরের একটি বস্তু 40 ফুট/সেকেণ্ড বেগে চলিতে 
চলিতে ТГ একই সরল রেখায় 24 ফু./সে. বেগে চলমান 5 পাউণ্ড ভরের অপর 
একটি বস্তুকে আঘাত করে এবং আঘাতের পর উভয়ে যুক্তভাবে একই দিকে একই বেগে 
চলিতে থাকে। বস্তু-ুইটি প্রথমে ৫) এক মুখে বা (;) বিপরীত মুখে চলমান থাকিলে, 
সংঘর্ষের পর তাহাদের দাধারণ বেগ কত হইবে? 
(3) সংঘর্ষের পূর্বে, প্রথম বস্তুর ভরবেগ + দ্বিতীয় বস্তুর ভরবেগ 
4 =(1'%4045 94) একক, [ বেগ-দুইটি একই অভিমুখী বলিয়া ] 
= 560 একক। ] 
সংঘর্ষের পর মোট ভর =5+11=16 পাউণ্ড।- নির্ণেষ বেগ যেন 0 ফু./সে.। 
+-::1104-7- МҮ + т» সুত্র অনুসারে, সংঘর্ষের পূর্বে ও পরে ভরবেগ সমান 
16v= 560 ; 5 
0= 85 ফু./সে. ৷ 
(53) সংঘর্ষের পূর্বে, প্রথম বস্তুর ভরবেগ + দ্বিতীয় বস্তুর ভরবেগ 
= 11% 40 একক +5 x — 24 একক, [ বেখ-ছুইটি বিপরীতমুখী বলিয়া ] 
= (440-190) একক 
= 320 একক | 
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সংঘর্ষের পর মোট ভর-11+৮-16 পাউও। স্পষ্টতই এই যুক্ত ভর 11 পাউণ্ড 
ভরের গতিমুখে চলিতে থাকিবে । তখন যদি সাধারণ বেগ % হয়, তবে 
101 890; 
v= 380 = 20 ফু./সে. 1 
উদাহরণ 2. 20 ফু./সে. বেগে চলমান 4 পাউণ্ড ভরের একটি বস্তু একই দিকে 
এ ফু./সে. বেগে ধাবমান 18 পাউণ্ড ভরের অপর একটি বস্তুকে পিছন হইতে গিয়া 
আঘাত করে। সংঘর্ষের পর 18 পাউণ্ড বস্তুটি যদি ? ফু./সে. বেগে চলিতে থাকে, 
তবে 4 পাউণ্ড বস্তুটি কোন্‌ দিকে কত বেগে চলিতে থাকিবে? 
সংঘর্ষের পর 4 পাউণ্ড ভরটি যেন о ফু./সে. বেগে চলিতে থাকে। 
MU+mu= МҮ + то সুত্র অঙ্গুসারে, 
18х9+4х 90=18х7+40; 
116=196+40; 
4р= – 10; 
v= – 9% ফু./সে.। 
.... সংঘর্ষের পর 4 পাউণ্ড ভরের বস্তুটি 9% ফু./সে. বেগে পূর্বের গতিমুখের ঠিক 
বিপরীত মুখে চলিতে থাকিবে 1 
(9 গুলিগোল। ও আগ্েয়ান্ত্ের গতি ই 
T22 অনুচ্ছেদের আলোচনা হইতে আমরা জানি যে এইরূপ প্রশ্নে 
— MV = mv. 
এই зурат প্রয়োগেই বন্দুক ও গুলির গতি-সংক্রান্ত প্রশ্নের সমাধান করা যায়। 
উদাহরণ 8. একটি 50 টন ভারী কামান হইতে 500 পাউণ্ডের একটি গোলা 
ছোঁড়া হইলে, গোলাটি সেকেণ্ডে 1120 ফুট বেগে ধাবিত হয়। কামানটি কত বেগে 
পিছনদিকে ধাকা খায়? 
কামানের ধাক্কার বেগ যেন %. 
* কামানের ভরবেগ বিপরীত মুখে গোলার ভরবেগ ; 
50 x д940ь= 500 x 1120 ; 


105 
900 190 5 
7 { 


"5 ফু./সে. বেগে কামানটি ধাক্কা খায়। 
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উদাহরণ 4. একটি অর্ধ-টন কামান হইতে 1990 ফু./সে. বেগে অনুভূমিক 
রেখায় 7 পাউণ্ডের একটি গোলা ছোড়া হয় এবং + টন পরিমাণ বলপ্রয়োগে কামানের 
ধাক্কা রোধ করা হয়। পিছনদিকে কতদূর গিয়া কখন কামানটি স্থির হয়? 
[ W. В. Н. 8. 1971] 
কামানের বেগ যদি и হয়, তবে 
} x 2240 xX w= 7 x 1920 ; 


6 
u= 122990 1, 
32 
আবার, P=mf সুত্ৰ অনুসারে, কামানের উপর প্রযুক্ত বল 
$ х 2940 x 89» 4 X 29407 ; 
7= 39, 


% বেগ এই মন্দনের ফলে ও দূরত্ব যাইবার পর যেন শৃন্তে পরিণত হয়। তাহা 
о? =u? _ дуз সুত্রান্থসারে, 
0= ц" – 9/5, 
বা, щ? =9fs ; 
12x 12=2x 898; 
EIA 
19х19, 
Bt 


£= 93 ফুট। 


8 


16 
4 


Бн দূরত্ব 24 ফুট। | 
আবার, ТИП সময় যদি t হয়, তবে = и і স্থত্রান্থসারে, 
0=19- 32, l 
অথবা, ৪9%-19; ১১ = সেকেও। 


© খুটি, পেরেক প্রভৃতি পু"তিবার জন্য গযুক্ত খাতজ বল ঃ | 
ঘাতজ বল-সংত্রান্ত প্রশ্নের সমাধান করিবার সময় কয়েকটি কথা সযত্বে মনে 
রাখিতে হইবে। এই ধরনের প্রশ্নে মাটি বা অুরপ কোন মাধ্যমে নিচের দিকে কোন 
বস্তু পুঁতিবার সময় এ মাটি বা অন্য মাধ্যম উপরের দিকে বাধা দেয়। উপর হইতে 
নিচুদিকে আঘাতের প্রতিক্রিয়া এবং যাহা আঘাত করে তাহার ওজন-পরিমাণ বলের | 
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প্রতিক্রিয়া-_এই ছুই-এর সমষ্টিই এ বাধা । কাজেই আঘাতিকারী বস্তুর ভর m 
এবং ঘাতজ বল বদি P হয়, তবে প্রতিক্রিয়া R +P = ш হইবে 1 

কিন্ত এই আঘাত যদি অনুভূমিক রেখায় হয়, তবে বাঁধা কেবল ঘাতজ বলকেই 
প্রতিহত করে, ওজনকে প্রতিহত করে না। কাজেই অনুভূমিক ঘাতজ বল ও তাহার 
প্রতিক্রিয়া বা বাধা সমান ধরিতে হইবে । দুই-একটি উদাহরণ ছারা বিষয়টি পরিষ্কার 
করার চেষ্টা করা যাক। 

উদ্দাহুরণ 5. 9 ফুট উচ্চতা হইতে পতিত "05 টনের একটি ভর 119 পাউণ্ড 
ভরবিশিষ্ট একটি স্তবককে মাটির 4 ইঞ্চি তলায় প্রোথিত করে। এখানে আঘাত যদি 
স্থিতিস্থাপক না হয়, তবে (i) কত বেগে গ্রথমোক্ত ভরটি স্তবকের উপর আঘাত করে, 
(8) আঘাতের পর উভয়ে কত বেগে নিচে প্রবেশ করিতে থাকিবে এবং (iii) যে গড় 
বাধায় এ ভর ও স্তবক রুদ্ধ হয় তাহা নির্ণয় কর। 

G) о? = 20% অর্থাৎ ъ= Vh সুত্র অনুসারে, 

9 ফুট পতনের ফলে বেগ= S2329 T 24 ফু./সে. | 

(8) আঘাতের পর সমবেত ভর-ছুইটির বেগ যেন и হয়। ভরবেগ-সংরক্ষণতত্ব 
অনুসারে আঘাতের পূর্বে ও পরে ভরবেগ একই থাকিবে। অতএব, 

আঘাতের পূর্বে ভরবেগ = আঘাতের পরে ভরবেগ 

অর্থাৎ "9 x 2940 x 24 = ('25 x 2240 +112)v' ; 

অথবা 560х94= 6790"; 


Y= 920 F/A. 1 

(i) এখানে গড় বাধা 78, ঘাতজ বলের বিরুদ্ধে বাধা Р এবং ভর যেন т! 
তাহা হইলে 18-7+17. 

Р বল m ভরের উপর যে-মন্দন উৎপন্ন করে তাহার ফলে 4 ইঞ্চি বা $ ফুট 

অতিক্রমকালে প্রারস্তিক বেগ শূন্তে পরিণত হয়। 
0° = – 215 সুত্ৰ অনুসারে, এখানে u? =v? -9./.5, 
90х90=974; ১. = 600 ফু./সে.গ' 
অর্থাৎ মন্দন = 600 ফু./বে,*। 
আবার Р = mf = 679 х 600 
এবং = 679 х 82 
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R = P + mg = 672 x 600 + 672 x 32 
= 672 x (600 + 32) 
= 672 x 632 পাউণ্ডাল 


91 

= 679 x 632 পাউণ্ডভার 
Bg 

= 13279 #199-911 


উদাহরণ 6. 5 হন্দরের একটি ভার অবাধে কত ফুট পতনের পর 640 পাউণ্ড 
ভরবিশিষ্ট একটি স্তম্ভকে 5 টন পরিমাণ গড় বাধা ভেদ করিয়া মাটির তলায় 8 ইঞ্চি 


প্রোথিত করিবে? 

s бф উচ্চতা যেন h ফুট 1 

02 =дуһ বা v= Jh ZA SIATA, h ফুট পতনের পর 

বেগ v= ৯/2.82.%-8 Vh FIA. | 

আঘাতের পর সমবেত ভর-ছুইটির বেগ যদি & হয়, তবে ভরবেগ-সংরক্ষণতত্ব 
অনুমারে, i 
; আঘাতের পূর্বে ভরবেগ = আঘাতের পরে ভরবেগ 
অর্থাৎ ৮৯4 ২ 98 =(5 x 4 x 28 + 640)v' 

বা 560х8,/һ=1900ь/; 
2 ш 56 Jh УЕ. 


এখানে গড় বাধা, R=5 টন = 5 x 2240 পাউণ্ড -11900 পাউণ্ড 
= 11900 x 32 পাউণ্ডাল। 
মোট ভর m = (560 + 640) = 1200 পাউণ্ড । 
| ঘাতজ বল 2 এবং উহার বাধার ফলে উৎপন্ন মন্দন যদি / হয়, তবে 
R=P+mg 
অর্থাৎ R=mf+mg, (`7 P=mf) 
= (+9) ZAIRA, 
11200 x 32 = 1200 (f +32) ; 
অথবা, 11900 x 32=1200f +1200 x 32, 
বা 1900/- এ 1200) x 82 = 10000 x 82; 


А 100x2200 _ 2o 
TE EJE T/A. 


নিউটনের গতি স্থত্রাবলী 121 


যেহেতু এই মন্দনের ফলে % বেগ 8 ইঞ্চি বা ই ফুট অতিক্রম করিবার পর শূন্যে 
পরিণত হয়, সেইহেতু ০-%৭_2% A чл, 
ш? = 98 


200 
m 2x 1 অর্থাৎ (667)5-400) 
এক্ষেতে। 4০০9 Mei অর্থাৎ (532) 8 ' 


56 x 56 x h _ 400 . 
15х15 ФУ 
25 


বা 


#0 5 
+, nc ETD орош 8 
т 98 
(4) আঘাত ও প্রত্যাঘাত 2 
গুলি, বল প্রভৃতি আঘাতের পর বিপরীত দিকে চালিত হয় অর্থাৎ rebound 
করে। ফলে, আঘাতের পূর্বে যে-বেগ থাকে আঘাতের পরে বিপরীত দিকে অন্য বেগ 
হয়। কাজেই ভরবেগের পরিবর্তন ঘটে । এইরপ ক্ষেত্রে 
Pi=mlv- u) এই সূত্ৰ প্রয়োগ করিতে হয় । 
উদাহরণ 7. 4 আউন্স ভরবিশিষ্ট একটি পাথরের গুলি 16 ফুট উচ্চতা হইতে 
মেঝের উপর পড়ে এবং প্রতিহত হইয়া 9 ফুট উপরে ওঠে। গুলি ও মেঝের স্পর্শকাল 
যদি уу সেকেণ্ড হয়, তবে উহাদের মধ্যে З সময়ে সক্রিয় বলের গড় নির্ণয় কর। 
॥=0 হইলে, 0% = 90% বা.» Jyh সুত্রান্থসারে, 
মেঝেতে আঘাতকালে গুলির বেগ = /64*16=382 T/A. 
আবার, ০-0 হইলে, u? =2gh বা u= ২/207 ANINA, 
আঘাতের পর গুলির বেগ = ‚/64 х9 = 94 ফু./সে.। 
কিন্তু এই বেগ যেহেতু 82 ফু./সে. বেগের বিপরীতমুখী, সেইহেতু ইহাকে 
_ 94 ফু./সে. ধরিতে হইবে। 
এখন নির্ণে বল যদি Р হয়, তবে 9694 সক্রিয় বলের লব্ধ 


9 
` ৮-গুলির ভার-০- х 32 = (Р —8) পাউগ্ল। 


এখন, ঘাত -ভরবেগের পরিবর্তন। 


2 -6 
1 4794 + -2%4-8+6) 
(P-8)x 50" 627 16 94=8+6; 


+. р-8=14х30; `. р-490+8= 498 919819 | 


122 বলবিদ্যা 


(9 জেট al ধারাসারের ঘাতজ বল 2 

নলের মুখ হইতে নিঃসৃত ধারাসারে জল বাহির হইয়া সম্মুখের যে-কোন বাধার 
উপর বল প্রয়োগ করে। বড় বড় সহরের রাস্তা ধুইবার সময় যে-নলের ফোয়ারা 
ব্যবহৃত হয় তাহার জলস্নোতে রাস্তার সব ময়লা অপসারিত হয়। এই ফোয়ারাতে 
যে বল আছে-_ইহা তাহাই প্রমাণ করে। এইপ্রকার বল ঘাতজ, কেননা প্রতিমৃহর্তে 
প্রতিটি বিন্দু জল বাধার উপর সবেগে আঘাত করে এবং আঘাতের সঙ্গে সঙ্গে উহার 
বেগ নষ্ট হয়। কাজেই এইরূপ ধারাসারের মোট ভরবেগ যতটা নষ্ট হয় ততটাই উহার 
ঘাতজ বল। 

বৃষ্টিধারা মাটিতে যে-বল সহকারে আঘাত করে তাহাও ঘাতজ বল। উপর 
হইতে অবাধে পতনের ফলে বৃষ্টিধারা বেগ সঞ্চয় করে। এই বেগ ও বুষ্টির জলের ভর 
* গুণ করিলে ভরবেগ পাওয়া যায়। মাটিতে আহত হুইবামাত্ বৃষ্টির বেগ শূন্ধে পরিণত 
হয়। কাজেই তখন উহার ভরবেগও শূন্য হইয়া যায়। এইভাবে বিনষ্ট ভরবেগের 
পরিমাণ দ্বার! এক্ষেত্রেও ঘাতজ বলের পরিমাণ নির্ণয় করা হয়। 

উদ্দাহরণ в. 14 ইঞ্চি ব্যাসযুক্ত একটি নলের মুখ হইতে সেকেণ্ডে 48 ফুট 

বেগে নিঃস্ুত জলধারা! একটি প্রাচীরের 


Еф) зн т=н লিজ আদা 


করিতেছে। এক ঘনফুট জলের ওজন যদি 


309: চিত্র 625 পাউণ্ড হয়, তবে এ প্রাচীরের উপর 
আঘাত নির্ণয় কর। 
নলের মুখের ক্ষেত্রফল = (ব্যাসাধ )* 22 * (8755) я! 


জলধারার বেগ 48 T/A. বলিয়া প্রতি সেকেণ্ডে নলের 48 ফুট দীর্ঘ স্থানে যতটা জল 
ধরে, ততটা নির্গত হইবে। এ জলের আয়তন, 
11 


22 1х7 £ 17 
“7 *йхїйхВх1а * 48 ঘনফুট = 5 তত ঘনফুট । 
£ 
কিন্ত এক ঘনফুট জলের ওজন 695-623-125 পাউণ্ড। 


17 77. 195 A 
কাজেই gy та ঘনফুট জলের ওজন = ТТ = 195 পাউণ্ড; 
. 77195 77x125 
. 96х75 পাউণ্ড জলের ভরবেগ = (7 1985 х 48 একক = 24063 একক। 
9 
এই ভরবেগই প্রাচীরের উপর আঘাতের পরিমাণ। 
2. নির্ণেয আঘাত = 9406} পাউণ্ডাল। 


{ 
| 
І 
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উদ্বাহরণ 9. 1600 ফুট উচ্চ হইতে 4 ঘণ্টায় 1 ইঞ্চি পরিমাণ বৃষ্টিপাত হয়। 
1 ঘনফুট জলের ওজন 69 পাউণ্ড হইলে, প্রতি বর্গফুট ভূমিতলে বৃষ্টির গড় আঘাত 
নির্ণয় কর। 
16007. পতন-জনিত বেগ = /2:891600=8 ৯40 F, [`` ০০-907] 
4 ঘণ্টায় 1 বর্গফুট স্থানে পতিত জলের আয়তন -1 ২ 1 ху ঘনফুট 
ত্র ঘনফুট I 
1 ঘনফুট জলের ওজন 623 পাউণ্ড বলিয়া, 
її ঘনফুট জলের ওজন уу 48০ পাউও | 
*, 4 ঘণ্টায় প্রতি বর্গফুট ভূমিতলে আঘাত = ААР পাউণ্ড জলের ভরবেগ 


= x gx 40 পাউগ্াল। 
3 
DEN [95 x 40 
; = 425x40 
,. প্রতি রতি ভূমিতে tO 57 


= ffs পাউগাল। 


(0 রকেট ও জেট-বিমানের গতি ও ঘাতজ বল ঃ 

রকেট যখন ধাবিত হয় তখন উহার ভিতর হইতে একটা কিছু বস্তু রকেটের 
গতিমুখের ঠিক বিপরীত দিকে সবেগে ও নিরবচ্ছিন্নভাবে নির্গত হয়। জেট-বিমানও 
সেইরপভাবে পিছনদিকে বায়ুক্রোত নিঃস্থত করিতে করিতে সামনে ধাইয়৷ চলে। 
তফাত এই যে, রকেটের বেলায় গতিদায়ক বস্তুটি উহার অভ্যন্তরেই বাহিত 
হয়; ফলে, রকেটের বেগই এ বস্তুর প্রাথমিক বেগ ধরিতে হয়। জেট- 
বিমানের বেলায় গতিদ্বায়ক বস্তুটি হইল বায়ু, আর সেই বায়ু বিমানের চারিপাশ হইতে 
আকৃষ্ট হইয়া বিমানের ভিতর দিয়া দ্রুত নিঃস্থত হয়। কাজেই বিমানে প্রবেশ করার 
পূৰ্বে বায়ু স্থির এবং সেই কারণে বাছুর প্রাথমিক বেগ শুন্য ধরিতে হয়। 

উদীহরণ 10. একটি ধাবমান রকেট হইতে প্রতি সেকেণ্ডে 2 পাউণ্ড হারে 
এবং 800 ফু./সে. বেগে বস্তবিশেষের একটি নিরবচ্ছিন্ন ধারা নিঃসারিত হয়। 
0) রকেটখানি কত বলে চালিত হইতেছে? (ii) রকেটখানির ওজন যদি 0 পাউণ্ড 
হয় এবং উহ যদি উর্ধামুখে চালিত হয়, তবে উহার ত্বরণ কত হইবে? 

() রকেটখানির বেগ যদি о ফু./সে. হয়, তবে রকেট হইতে নিগমনশীল বস্তুর 
প্রাথমিক বেগও о ফু./সে. এবং এ নির্গমনশীল TE 800 ফু./সে. বেগে বাহির হয় বলিয়া 
উহার প্রান্তিক বা প্রকৃত বেগ হুইবে (800 — v) ফু./সে. | 

এখন, їйдяйїп বন্তর গতিমুখকে ধনাত্মক ধরিলে উহার বিপরীত দিক্‌ অর্থাৎ 
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রকেটের গতিমুখকে খণাত্মক ধরিতে হইবে। কাজেই বল! চলে যে, নির্গমনশীল বস্তুটির 
বেগ -v ফু./সে. হইতে (800 — v) ফু./সে. বেগে পরিবর্তিত হইয়াছে। 
ঘাতজ বল =ভরবেগের পরিবর্তন 
=2(800 — v) – 2(- v) = 1600 পাউগ্ডাল। 
(8) এইবার, রকেটের নির্ণের ত্বরণ যেন / ফু./সে. এবং উহা © | 
т. উর্্বমুখে বল ৮1600 পাউগ্ডাল, 
FARA বল _রকেটের ওজন = 00у. 
1600 — 209 = 207, 
বা 80-g=f, 
বা 80-89=7. 
7=48 ফু./সে.এ। 
উদ্নাহ্রণ 11. একটি জেট-বিমান প্রতি crre 100 পাউণ্ড বায়ু 960 ফু./সে. 
বেগে নিঃসারিত করে। G) স্থিতিশীল অবস্থায় এবং Gi) ঘণ্টায় 300 মাইল বেগে 
ধাবমান অবস্থায় বিমানটির উপর সম্ুখ-চাপ কত ? 
0 প্রতি отете নিঃসারিত 100 পাউণ্ড বায়ুর ভরবেগ 
=100 x 960 একক। 
-* , সম্মুখ-চাপ = 960 x 100 = 96000 পাউগ্ডাল। 
(8) বিমানটি যখন 300 মা./ঘ. অর্থাৎ 800116053 বা 440 ফু/লে. বেগে 
ধাবমান, তখন বিমানের গতিসাপেক্ষে বায়ুর বেগ 
ў = (960— 440) = 520 ফু./সে. ৷ 
` এক্ষেত্রে সন্থুধচাপ = 100 х 590 = 52000 পাউগ্ডাল। 


() বিবিধ উদাহরণ г 

উদ্দাহরণ 12. 4 тул. সমবেগে চলমান 100 পা. ওজনের একটি ট্রাকে 
150 "П. ওজনের একজন পূর্ণবয়স্ক ব্যক্তি ও 90 পা. ওজনের একটি বালক দাড়াইয়া 
আছে। তাহার পর বালকটি ট্রাকের বিপরীত মুখে 10 ফুট./সে. বেগে লাফাইয়া 
পড়িল। ট্রাকের পরিবতিত বেগ নির্ণ কর। 

এখানে প্রথম অবস্থায় মোট ভর = 150+90+100 = 340 পাউণ্ড । 

i মোট ভরবেগ = 340 ха একক | 


এখন, বালকটি যখন লাফ দেয় তখন সে যে-ভরবেগ সহকারে সামনে পড়ে, 
তাহার পায়ের চাপে ট্রাকধানির উপর ঠিক সেই পরিমাণ ভরবেগ বিপরীতমূখে সঞ্চারিত 
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হয়। ফলে খণ্ড খণ্ড ভাবে মাঙ্গয-সহ ট্রাকথানি ও বালকের 'ভরবেগের পরিবর্তন 
হইলেও মোট ভরবেগের কোন পরিবর্তন হইবে না। ভরবেগ-সংরক্ষণতত্বের ইহাই 
সিদ্ধান্ত। মান্গুষট-সহ্‌ ট্রাকের পরিবর্তিত বেগ যদি о ফু./সে. হয়, তবে তাহাদের 
পরিবর্তিত ভরবেগ হইল (150 + 100)» = 950০. 
গতিশীল ট্রাকের তুলনায় বালকের পরিবতিত বেগ = (10—4)=6 ফু./সে.। 

ট্রাকের বিপরীতমুখে বালকের ভরবেগ = 90 х 6 = 540 একক | 

ট্রাকের গতিমুখে মোট ভরবেগ =(2509-540) একক। উহা 
ভরবেগ অর্থাৎ 840 х 4 এককের সমান । тр ` 

250v — 540 = 940 x 4) ৃ টন 
250v = 1860+ 540 = 1900 ; f 


টান ফু./সে.। 
প্রশ্নমাল। 8 * 
А 1. 4 ফু/সে. বেগে চলমান একটি 2 পাউণ্ডের বস্তু ব্যাটের আঘাতে! ফু./সে. 
বেগে চলিতে লাগিল। ঘাত যদি () প্রাথমিক ও প্রান্তিক বেগের মুখে এবং 
(н) প্রাথমিক বেগের বিপরীত দিকে, কিন্ত প্রান্তিক বেগের মুখে হয়, তবে প্রত্যেক СЧ 
উহার মান কত? 

92. 5% আউন্স ওজনের এবং 90 ফু./সে. বেগে ধাবমান একটি ক্রিকেট-বলকে 
ব্যাটের আঘাতে পূর্ববেগের বিপরীতমুখে সোজা 60 ফু./সে. বেগে চালিত করা হয়। 
বলের উপর প্রযুক্ত ঘাতজ বল নির্ণয় কর। ব্যাটে-বলে সংযোগকাল о সে. হইলে, 
পাউণ্ড প্রযুক্ত বলের গড় মান কত হয়? [ London University ] ` 

3. 10 ফু./সে. বেগে ধাবমান 10 পাউগ্ডের একটি বস্তুকে এক আঘাতে 
বিপরীতমুখে 5 ফু/সে. বেগে চালিত করা হইলে ভরবেগের পরিবর্তন কত হয়? এ 
আঘাত যদি 5ঠত সে. স্থায়ী হইয়া থাকে, তবে প্রযুক্ত বলের মান কত? 

[ W. В. 8. Е. 1961] 

4. 4 পাউগ্ডের একটি স্থির ভরের উপর 1 আউন্সের একটি বল 10 সেকেণ্ড কাল 
бый করে। 10 সেকেও্ডের মাথায় বস্তাটর বেগ এবং এ সময়ে অতিক্রান্ত দূরত্ব কত 
হ্য়? এ [W. В. S. F. 1959 ] 
5. পাশাপাশি স্থাপিত দুইটি ভরের একটি স্থিরাবস্থা হইতে И বলের ক্রিয়ায় 
চলিতে থাকে এবং অপরটি একই দিকে I ঘাত লাভ করিয়া চলমান হয়। যে-দময়ে 
ভর-দুইটি আবার পাশাপাশি হইবে, সেই সময় নিয় কর। [O U. Mat. 1982] 
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6. 10 ফু./সে. বেগে ধাবমান? পাউণ্ডের একটি ভর, একই দিকে 5 ফু./সে, 
বেগে চলমান 14 পাউণ্ডের একটি ভরকে আঘাত করে এবং আঘাতের পর উভয়ে 
একযোগে চলিতে থাকে। ভর-দুইটির মোট ভরবেগ এবং আঘাতের পর তাহাদের 
বেগ নির্ণয় কর। 

7. 8৪ ফু./সে. বেগে ধাবমান 5 পাউণ্ডের একটি বস্তু বিপরীতমুখে 10 ফু./সে. 
বেগে চলমান 10 পাউণ্ডের একটি বস্তুর সহিত মিলিত হয়। আঘাতের পর উহার! 
যদি একত্রে মিশিয়া একটি বস্তুতে রূপান্তরিত হয়, তবে প্রমাণ কর যে, শেষোক্ত 
রূপান্তরিত বস্তুর বেগ হইবে 4 ফু./সে.। [ С. U. 199. 1957 ] 

8. 4 মি./সে. বেগে চলমান 3 কে.জি.-র একটি ভর 60 সে.মি./সে. বেগে 
একই দিকে চলমান 800 গ্রামের আরেকটি ভরের সহিত মিলিত হয়। ইহার পর ভর- 
দুইটি যদি একই বেগে চলিতে থাকে, তবে সে.মি/সেকেণ্ডে সেই বেগের মান a 
কর। [ London University ] 

9. ঘণ্টায় 8 মাইল বেগে ধাবমান 6 টন ওজনের একটি মালবাহী ট্রাক 
আরেকটি দাড়াইয়| থাকা ট্রাকের উপর গিয়া ধাক্কা খায় এবং তাহার পর ট্রাক-দুইটি 
একত্রে ঘণ্টায় 2 মাইল বেগে চলিতে থাকে। দ্বিতীয় ট্রাকটির ভর-পরিমাণ নির্ণর কর | 

10. 6 মা./ঘ. বেগে ধাবমান 50 টনের একটি রেল-ইঞ্জিন, বিপরীতমুখে ৪ মা./ঘ, 
বেগে চলমান একটি 10 টনের ট্রাকের সহিত ধাক্কা খায়। ইহার পর ইঞ্জিন ও ট্রাকখানি 
একত্রে চলিতে থাকে। তখন তাহাদের বেগ কত হয়? 

[ Oxford and Cambridge Jt. Board ] 

11. 5 9/07, বেগে চলমান 10 পাউগ্ডের একটি ভর বিপরীতমুখে 6 ফু./সে. 
বেগে ধাবমান 19 পাউণ্ডের একটি ভরের সহিত মিলিত হইয়া এক হইয়া যায়। তখন 

‚ এইভাবে রূপান্তরিত ভরটির বেগের মান ও দিক্‌ নির্ণয় কর। 

12. 1 ফু./সে. বেগে ধাবমান 3,000 পাউণ্ডের একটি ট্রাক একই দিকে 
2 ফু./সে. বেগে চলমান 9,000 পাউগ্ডের একটি'ভরের সহিত মিলিত হইয়া একই বেগে 
চলিতে থাকে | এই পরবর্তী বেগ কত? 

[ Oxford and Cambridge Jt. Board ] 

13. 19 ফু./সে. বেগে চলমান 6 পাউণ্ডের একটি ভর, বিপরীত মুখে 15 ফু./সে. 
বেগে ধাবমান 4 পাউণ্ডের একটি ভরের সহিত সরাসরি ধাক্কা খাইয়া যুক্ত হইয়া যায়। 
এই সংঘর্ষে বস্ত-হুইটির সাধারণ বেগ কত হয় এবং কোন্‌ দিকে তাহারা চলিতে থাকে? 

[ London University ] 
14. 10 ফু/সে. বেগে 10 টনের একটি ট্রাক, 6 টনের অন্য একটি স্থির ট্রাককে 


ধাক্কা দেওয়ার পর 4 ফু./সে. বেগে চলিতে থাকে। ধাক্কা খাইবার পর দ্বিতীয় ট্রাকখানি 
কত বেগ লাভ করে? 
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15. একটি কামান উহার নলের ভিতর 2000 ফু./সে. বেগে 800 পাউণ্ডের একটি 
গোলা! নিক্ষেপ করে। একটি বল কামানের উপর পিছনদিকে ধাক্কা $ সেকেণ্ডে 
প্রতিহত করে। বলটির মান কত? 

16. একটি বন্দুকের 4 আউন্দের একটি গুনি 1200 ফু./সে, বেগে ধাবিত হয়। 
কত পরিমাণ বল এ গুলিটিকে 1 সেকেণ্ডে প্রতিহত করিতে পারে? 

17. 19 পাউণ্ড ওজনের একটি বন্দুক হইতে 1 আউন্সের একটি গুলি 1500 ফু./সে. 
বেগে ছোড়া হয়। যে-বেগে বন্দুকটি পিছনদিকে ধাক্কা খায় তাহা নির্ণয় কর। 

18. 4 আউন্দের একটি গুলি একটি বন্দুকের এ ফুট লম্বা নলের মুখ হইতে 
2000 ফু./সে. বেগে নির্গত হয়। গুলিটির উপর প্রযুক্ত বলের মান এবং বন্দুকটির. 
নলের একপ্রান্ত হইতে অন্থপ্রান্ত যাইতে গুলিটির কত সময় লাগে তাহা নির্ণয় কর। 

19. 19 টনের একটি কামান হইতে 1960 ফু/সে, বেগে 180 পাউণ্ডের একটি 
গোল! ছোড়া হয়। যে-বল বা চাপে কামানের উপর পশ্চাদ্মুখী ধারা 6 ফুট দূরত্বে 
প্রতিহত হয়, তাহার মান নির্ণয় কর। 

20. একটি গুলি 200 ফু./সে. বেগে আঘাত করিয়া একটি গাছের গুঁড়ির মধ্যে 
9 ইঞ্চি ঢুকিয়া যায়। গুলিটি যদি একই বেগে 6 ইঞ্চি পুরুএকটি গুড়িতে আঘাত করিত 
এবং বাধ! যদি পূর্বের মতই হইত, তবে গুলি কত বেগে ফুঁড়িয়া বাহির হইয়া! যাইত? 

21. 1600 ফু./লে. বেগে ধাবমান একটি গুলি যখন তাহার লক্ষ্যস্থলের ভিতর 
1 ইঞ্চি ঢুকিয়া যায়, তখন তাহার বেগ অর্ধেক হইয়া যায়। বাধা সমহার ধরিলে, 
গুপিটির বেগ সম্পূর্ণ রুদ্ধ হওয়া পর্যন্ত উহা আর কতদূর ঢুকিবে? 

99. 1 আউন্দের একটি গুলিকে 160 ফু./সে. বেগে একটি দেওয়ালের উপর 
ছোড়! হইল। দেওয়ালের ভিতর 6 ইঞ্চি প্রবেশ করার পর গুলির বেগ শূন্যে পরিণত 
হয়। সমহার ধরিয়া দেওয়ালের বাধা নির্ণয় কর। 

93. 1000 ফু./সে. বেগে ধাবমান একটি 2000 টন ডুবোজাহাজ, 8000 টন 
একটি স্থির জাহাজের ভিতর ঢুকিয়া যায় এবং তাহার পর জাহাজ-দুইটি একসঙ্গে চলিতে 
থাকে। তখন তাহাদের বেগ কত হয়? 

24. 1000 ফু./সে. বেগে ধাবমান একটি গুলি পরপর দুই খণ্ড অসমান পুরু কাঠ 
ভেদ করিয়া যায় এবং প্রত্যেক খণ্ড ভেদ করিবার সময় .900 ফু./সে, পরিমাণ বেগ 
হারায়। কাঠের বাঁধা দুইক্ষেত্রেই সমান হইলে, খণ্ড-দুইটির পুরুত্বের তুলনা কর। 

2. একটি কামান ও উহার বাহন গাড়ীটির সমবেত ওজন 200 71991 এ 
কামান হইতে 1000 ফু./সে. বেগে 8 আউন্দের একটি গোল! অনুভূমিক রেখায় ছোড়া 
হয়। যে-বরফের ক্ষেত্রে কামানটি স্থাপিত তাহার বাধা 4 পাউগ্ড। (i) কামানটির 
পিহনদিকে ধাক্কার বেগ, Gi) যে-দূরত্ব পর্যন্ত গিয়া উহা স্থির হয়, সেই দুরত্ব এবং 
() збите কর! পর্যন্ত অতিবাহিত সময় নির্ণয় কর। 


198 বলবিদ্যা 
96. বালি-ভতি 500 পাউণ্ডের একটি বাক্স অবাধে অনুভূমিক রেখায় সরিতে 
পারে। অন্তুভূমিক রেখায় এ বাক 0°Б আউন্দের একটি গুলি ছু ড়িলে বাক্সের ভিতর 


বালিতে উহা! রুদ্ধ হয়। বাঁকে আঘাতের গুলিটির বেগ যদি 1000 ফু./সে. হইয়া থাকে, 
তবে কত বেগে বাঝ্সটি চলিতে শুরু করিবে? [ London University ] 


97. 12000 পাউণ্ড ওজনের একটি কামান হইতে 30 পাউণ্ডের একটি গোলা 
ছোড়া হয়। ধাক্কার চোটে 600 পাউণ্ড একটি সমহার বাধার বিরুদ্ধে কামানটি ৪ ফুট 
পিছনে সরিয়! যায়। গোলাটি যে-বেগে কামান হইতে নির্গত হয় তাহার মান বাহির 
কর। [ Welsh Jt. Edn: бош, ] 


28. 2 পাউণ্ড ওজনের একটি হাতুড়ি 19 ফু/সে. বেগে একটি 1 পাউণ্ড ওজনের 
একটি খুঁটির উপর আঘাত করে এবং উন্নদভাবে উহাকে মাটির ভিতর ঢুকাইয়া দেয়। 
আঘাতের অব্যবহিত পরে হাতুড়িটি খু'টিটির সংলগ্ন থাকিলে এ হাতুড়ি ও খুঁটির 
সমবেত বেগ কত হয়? আঘাতের ফলে কত পরিমাণ ঘাত উৎপন্ন হয়? 

[ London University 1 


99. ৪ ফুট পতনের পর  হন্দরের একটি হাতুড়ি একটি লোহার ভরে আঘাত 
করে। আঘাতকাঁল যদি rio সেকেণ্ড হয়, তবে যে-বলে হাতুড়িটি লোহার উপর 
আঘাত করে তাহা নির্ণয় কর। 

80. একটি হাতুড়ির 14 পাউণ্ড ওজনের মাথা 20 ফু./সে. বেগে আঘাত করিয়া 
একটি হালকা পেরেক-কে মাটিতে 1 ইঞ্চি প্রোথিত করে। (а) পাউণ্ডে মাটির গড় বাধা 
এবং (6) যে-সময়ে হাতুড়িটি স্থিরাবস্থা লাভ করে সেই সময় নির্ণয় কর। 

[ London University ] 

31, 200 পাউণ্ডের একটি ভর উল্লঙ্তাবে 9 ফুট পড়িয়া 1000 পাউণ্ডের একটি 
কাঠের {Ёсе মাটির ভিতর 4 ইঞ্চি প্রোথিত করে। আঘাতের পর এ ভর ও {ЁЁ 
যদি একত্রে চালিত হইয়া থাকে, তবে তাহাদের গতিরোধে সক্রিয় বলের মান নির্ণয় 
কর। [ London University J 

за. 600 পাউণ্ড গড় বাধার বিরুদ্ধে 800 পাউণ্ড ওজনের একটি {Ёсе মাটির 
ভিতর 6 ইঞ্চি পর্যন্ত প্রোথিত করিবার জন্য একাটি 100 পাউণ্ড ভরকে কত উপর হইতে 
পড়িয়া আঘাত করিতে হইবে? 

88. 4 ফুট উপর হইতে উল্লঙ্ভভাবে অবাধে পড়িয়া 4 পাউণ্ডের একটি ভর 
নেহাই-এর উপর আঘাত করে এবং আঘাতের পর উহা ৪ ইঞ্চি 906 উৎন্দিপ্ত হয়। এ 
ভর ও নেহাই-এর সংযোগকাল যদি শত সেকেণ্ড হয়, তবে উহাদের মধ্যে সক্রিয় বলের 
গড় মান নির্ণয় কর। ঃ 

34. 1 পাউণ্ডের একটি বল (ball) 9 ফুট উচ্চতা হইতে অবাধে মেঝেতে পড়িয়া 
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উপরদিকে о ফুট 3 ইঞ্চি TSAS হয়। বল ও মেঝের সংযোগকাল এত সেকেণ্ড হইলে, 
তাহার মধ্যে সক্রিয় বলের (force) গড় মান পাউগ্ডে প্রকাশ কর। 
[ Oxford and Cambridge Jt. Board ] 

85. ঘন্টায় 40 মাইল বেগে বহমান বাতাস 10 ফুট লম্বা ও 4 ফুট উচু একটি 
বেড়ার উপর যে-বল প্রয়োগ করে তাহা নির্ণয় কর। 1 ঘন-ফুট বাতাসের ওজন 1795 
আউন্স এবং বেড়াতে প্রতিহত বাতাসের বেগ থাকে নাঁ__এইরূপ ধর। 

[ London University ] 

86. ' একটি নলের 25 ইঞ্চি ব্যাসযুক্ত বৃত্তাকার মুখ হইতে নির্গত নিরবচ্ছিন্ন একটি 
জলধারা একটি দেওয়ালের উপর লম্বভাবে 36 ফু./সে. বেগে আঘাত করে এবং তাহার 
পর মাটিতে গড়াইয়া পড়ে। প্রতি ঘন-ফুট জলের ওজন যদি 69% পাউণ্ড হয়, তবে 
দেওয়ালের উপর জলধারার চাপ নির্ণয় কর। 

37. একটি রকেট Gaa দিকে 500 ফু./সে. বেগে বায়বীয় পদার্থ নিঃস্থত করিয়া 
উপরে ওঠে। প্রতি 2% সেকেণ্ডে নিঃস্থত পদার্থের ওজন যদি 4 পাউণ্ড হয়, তবে 
রকেটের উপর উর্ধবমুখে প্রযুক্ত চাপের মান পাউণ্ডে প্রকাশ কর। 

[ Oxford and Cambridge Jt. Board ] 

38. 12 পাউণ্ড ওজনের একটি রকেট প্রতি সেকেণ্ডে 1 পাউণ্ড হারে বায়বীয় 
পদার্থ বিমানটির তুলনায় 800 ফু./সে. বেগে নিঃস্থত করে। যে-বলে রকেটখানি চালিত 
হয় এবং সেই বল যে-ত্বরণ উৎপন্ন করে, তাহাদের মান নির্ণয় কর। 

39. একটি জেট-বিমান 800 ফু./সে. বেগে প্রতি দেকে্ডে 198 পাউণ্ড বাতাস 
ছাড়ে। (i) বিমানটি যখন স্থির এবং Gi) যখন উহা! ঘণ্টায় 150 মাইল বেগে ধাবমান, 
তখন উহার উপর বাতাসের চাপ নির্ণয় কর। 

40. একটি জেট-বিমান প্রতি সেকেণ্ডে 72 পাউণ্ড বাতাস 1000 ফু./সে. বেগে 
ছাড়িতেছে। বিমানটি যদি সন্মুখদিকে 930 পাউণ্ড চাপে v বেগে চালিত হয়, তবে 
%-এর মান কত? 

41. মহ্থণ অনুভূমিক তলে 4 ফু./সে. বেগে ধাবমান 800 পাউণ্ডের একটি ট্রাকের 
উপর 160 পাউণ্ড ওজনের এক ব্যক্তি দীড়াইরা আছে। ট্রাকের গতির বিপরীত মুখে 
উহার তুলনায় 10 ফু./সে. বেগে এ ব্যক্তি লাফাইয়া পড়িলে ই্রাকথানির বেগ কত 
হইবে? 

49. 5 ফু/সে, বেগে 160 পাউণ্ড ওজনের এক ব্যক্তি একই মুখে 3 ফু./সে. বেগে 
চলমান 240 পাউগ্ডের একটি হালকা ট্রাকের উপর লাফাইয়! চড়ে। এ ব্যক্তি-সহ 
ট্রাকখানির বেগ б কর। যদি এ ব্যক্তির ওজন 60 পাউণ্ড কম হইত এবং এ ব্যক্তি- 
সহ ট্রাকখানির বেগ যদি 88 ফু./সে. হইত, তবে ট্রাকখানির ভর কত হইত? 


9, (хп)—9 


S23 SANA 
সরল রেখায় সরল সমগ্জম গতি 


( Simple Harmonic Motion in а Straight line ) 


81. শ্পর্বান্বক্ত গতি (Periodic motion)? যখন কোন TIFN 
একই পথে পর্যায়ক্রমে একপ্রান্ত হইতে আরেক প্রান্তে যাতায়াত করে, তখন এ বস্তকণার 
গতিকে {8 গতি (Periodic motion) বল৷ হয়। পূর্বে ধে-সকল রৈখিক গতির 
কথা আলোচন! করা হইয়াছে, সেইসকল ক্ষেত্রেই ত্বরণের মান ও অভিমুখ উভয়েই 
অপরিবর্তিত রহিয়াছে । কিন্ত পর্যাবৃত্ত গতির ক্ষেত্রে সরণ ও বেগের 919 ত্বরণের 
মান ও দিক্‌, উভয়ই পর্যায়ক্রমে পরিবর্তিত হইতে থাকে। এরূপ গতির ক্ষেত্রে একটি 
বিশেষ অবস্থানে বস্তকণাটির উপর কোন লক্ি-বল ক্রিয়া করে না। বস্তকণাটির এ 
অবস্থানকে জাম্য-অবস্থান বা মধ্যক অবস্থান বলা হয়। এই অবস্থান হইতে 
বস্তুকণাটিকে সামান্য স্থানচ্যুত করিলে বস্তকণাটির উপর মধ্যক অবস্থান অভিমুখে একটি 
প্রত্যানয়ক বল (Restoring force) ক্রিয়া করে। এই বল বস্তকণাটিকে উহার মধ্যক 
অবস্থানে ফিরাইয়৷ আনে । কিন্তু গতিজাড্যের দরুন বস্তকণাটি মধ্যক অবস্থান অতিক্রম 
করিয়া বিপরীতদিকে গতিশীল হয়। পর্যায়ক্রমে এই গতির পুনরাবৃত্তি ঘটিতে থাকে 1 


সরল দোলকের দোলন 1479 গতির 019141 О হইল মধ্যক অবস্থান। 
এই অবস্থান হইতে স্থানচ্যুত করিলে দৌলকপিগুটি АОВ পথে আন্দোলিত হ্য়। 


9 যেন কোন মুহূর্তে পিগুটির কৌণিক সরণ। এ পিণ্ডের উপর সক্রিয় বলগুলি 
হইল যথাক্রমে উন্নবরেখায় নিষ্নাভিমুখে mg বল এবং উত্ধ্বমুখে তারের টান Т! 
0 অবস্থানে, এই বল-ছুইটি পরস্পরকে প্রশমিত 
করে। ফলে এই অবস্থানে দোলকপিণ্ডের 
উপর কোন লব্দি-বল ক্রিয়া করে না। কিন্ত 
7-অবস্থানে উহার ভারের উপাংশ mg сов 9 
তারের টান т দ্বারা প্রশমিত হয় এবং 
mg sin 9 উপাংশ উহাকে 0 অবস্থানে ফিরাইয়া 
আনিতে চায়। FA mg sin 0 উপাংশই 
দোলকপিণ্ডের উপর সক্রিয় প্রত্যানয়ক বল। 

পর্যাৰবত্ত গতির ক্ষেত্রে কয়েকটি 
প্রয়োজনীয় A (Important defini- 
tions regarding periodic motion) $ 
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(৪) পর্যাবৃত্ব গতিসম্পন্ন কোন বস্তকণার যে-কোন মুহূর্তে সরণ বলিতে মধ্যক 
অবস্থান হইতে এ মুহূর্তে বস্তকণাটির দূরত্ব বুঝায়। মধ্যক অবস্থান হইতে সর্বাধিক 
জরণকে বল! হয় বিস্তার (Amplitude)! উপরে আলোচিত সরল দোলকের বিস্তার 
হইল ОД বা OB | 

(0) পর্যাবৃত্ত গতিসম্পন্ন কোন বস্তকণা উহার গতিপথের কোন এক অবস্থান 
অতিক্রম করার পর আবার একই অবস্থানে একই অভিমুখে ফিরিয়া আসিলে বলা হয় 
যে, বস্তকণাটি একটি সম্পূর্ণ দোলন (Completo oscillation) সম্পন্ন FRATE | 
সরল দোলকের ক্ষেত্রে দোলকের পিণ্ডটি 4 হইতে 7-তে গিয়া আবার 4-তে ফিরিয়া 
আসিলে বা. 0 হইতে 7-তে গিয়া, В হইতে 4-তে আসিয়া আবার 0-তে ফিরিয়া 
আপিলে একটি সম্পূর্ণ দোলন সম্পন্ন হইয়াছে বলা হইবে 1 

(6) একটি সম্পূর্ণ দোলনের সময়কে বল! হয় দোলন কাল (Time-poriod) 
এবং তাহাকে দ্বারা সুচিত করা হয়। 

(৪ aige গতিসম্পন্ন কোন বস্তকণা একক সময়ে যতবার সম্পূর্ণ দোলন 
সম্পাদন করে, সেই সংখ্যাকে উহার কম্পীংক (Frequency) বলে । n দ্বারা ч 
চিত করা হয়। ` 


স্পষ্টতই, n= > 


8'2. সব্ৰল 215699 2165 (Simple harmonic motion) s 7371 
পমঞ্জস গতি বলিতে সরলতম ও গুরুত্বপূর্ণ একপ্রকার পধাবৃত্ত গতিকে বুঝায়। এই 
গতির ইংরেজী নাম Simple Harmonic Motion বলিয়া উহাকে সংক্ষেপে SH.M. 
সংকেতে প্রকাশ করা হয়। ইহার সংজ্ঞা নিম্নরূপ £ 

একটি সরল রেখার দুইটি নির্দিষ্ট প্রান্তের মধ্যে ইতন্তত দোলায়মান কোন 
বস্তকণার ত্বরণ যদি সর্বদা এ রেখার একটি স্থির মধ্যক অবস্থানের অভিমুখী হয় এবং 
যে-কোন মুহূর্তে Э ত্বরণের মান যদি মধ্যক অবস্থানটি হইতে কণাটির সরণের সমাঙ্- 
পাতিক হয়, তবে এ বস্তকণার গতিকে সরল সমঞ্জস গতি বলে। 

এইরূপ সরল সমঞ্ন গতির ক্ষেত্রে মধ্যক অবস্থানটি হইতে এ গতিপথের 
প্রত্যেকটি প্রান্তের দূরত্ব সমান হয় এবং ও দূরত্বকে উল্লিখিত সরল সমস গতির বিস্তার 
বলে। চিত্রে প্রদণিত р বস্তুকণাটি যেন একটি সরল রেখায় 4 еВ বিন্দুর মধ্যে 
দৌলাচল গতিতে এমনভাবে ইতন্তত সঞ্চরমাণ 
যে, উহার গতিমুখ সর্বদা 2 রেখার উপরিস্থ একটি টিটি Об е 8 
স্থির মধ্যক অবস্থান 0 বিন্দুর অভিমুখে Sf 18 
এবং যে-কোন মুহূর্তে উহার ত্বরণ যেন 0 হইতে 
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উহার সরণের সমান্থপাতিক। তাহা হইলে সংজ্ঞা অনুসারে 2-এর গতি একটি সরল 
дат গতির উদ্াহরণ। এক্ষেত্রে, 
বিস্তার =058= 07; 
সংক্ষেপে এই বিস্তার যেন =а. 


এখন, যে-কোন সময় এর মাথায় 0 হইতে 7-এর সরণ যদি % হয়, তবে, 
ОВА. পরিমাণ সরণের সমুর, ত্বরণ / হইবে 30-মুখী। স্থতরাং BOA уст 


ধনাত্মক ধরিলে OBRA ৫ লরণকে খণাত্মক ধরিতে হইবে এবং সেই কারণে, সংজ্ঞা 
অনুসারে লেখা যাইবে, 
7০ -% 
বা, f= = ux, যেখানে ॥ একটি ঞ্রবকসংখ্য। © (1) 
এখন, বস্তকণাটির ভর যদি m হয়, তবে নিউটনের দ্বিতীয় সুত্র অনুসারে, 
বস্তকণাটির উপর সক্রিয় বল = m= m(- ил) = — ume 
= _ Кул, [ যেখানে К= um ] © (9) 
(2) হইতে দেখা যায়, সরল সমগ্তস গতিসম্পন্ন বস্তকণার উপর সক্রিয় чо] সরণের 
সমান্থপাতিক এবং তাহা ত্বরণের মতো সর্বদা মধ্যক অবস্থানের প্রতি উদ্দিষ্ট। এই বল 
প্রত্যানয়ক বল নামে অভিহিত হয়। 


সংজ্ঞান্থসারে, মধ্যক অবস্থান 0 হইতে В পর্যন্ত ডানদিকে 7-এর সর্বাধিক সরণ 
বদি а হয়, তবে বামদিকে 0 হইতে 4 পর্যন্ত 2-এর সর্বাধিক সরণ হইবে- ৫; কেননা 
এক্ষেত্রে ОВ বা 64-এর দৈর্ধ্যমান а হইল Р বস্তকণাটির সরল সমঞ্জস গতির বিস্তার ৷ 


8'3. Ram RIGA ASARRE ANIFA (Equations 
involving S.H.M.) £ একটি বস্তকণা দি সরল সমঞ্জন গতিতে সঞ্চরমাণ হয়, তবে 
যেহেতু সরল সমঞ্জস গতির ক্ষেত্রে, 


2 
ত্বরণ ৮472 ш, р 1১ 27510) 


а (de)? _ ду 
ডি] ol 


дв dļa 
ир Гасан মান পুনরায় বলাইয়া ] 


৫০, 722 
dt dt? 
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=2% -= ш, [а হইতে 2. মান বসাইয়া | 


= uw 
=- pE, [.. da): ode 
দি й ^ш 
১21 
- и") 
.'. উভয়পক্ষের সমাকলন দ্বারা, 
(4) = -ut +o [যেখানে ও একটি সমাকল ете] ০০:09) 


এখন আলোচ্য ক্ষেত্রে সরল সমগ্জস -গতির বিস্তার এ এবং কণাটি যেন মধ্যক 
অবস্থান হইতে а একক দুরস্থিত বিন্দু হইতে যাত্রা শুরু করে। তাহা হইলে যাত্রা- 


dg 
মুহূর্তে £-0, т=а, এবং 22-0. 


অতএব (9) হইতে দেখা যায়, 0= -ua +e বা с= па? © (8) 
() ও (3) হইতে de) - pe + pa? = pla? 2") © (4) 
r. g- + Vula? 702) e © (5) 
আবার (5) হইতে দেখা যায়, a= + VE dt, 
উভয়পক্ষের ৫-সাপেক্ষে সমাকল লইলে, 


сов" & = = VA tto, যেখানে ৫ একটি খ্বক। А, 
কিন্তু যখন £-0, তখন т=а বলিয়া г 
cos™* a = 6/0 + বা ০০৪] 7০ 

অর্থাৎ ০/-০০৪-1 -0 


908-5 3 = + Jut 


বা = =cos (+ VE t)=cos( 4/0 t) 


"১. х=асов,/д+ 27 206) 
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স্পষ্টত, (6) নং সমীকরণ সরল সমঞ্জস গতির অধীন বস্তকণার 


জঞ্চার*পথের ANEA 1 
আবার, &=9 соз JEHA উভয়পক্ষকে (সাপেক্ষে অবকলন করিলে দেখা 


যায়, 


E-a usin Vut e © (7) 


অর্থাৎ £সমযের মাথায় বেগ $2 = -a sin JE t. | 
এইবার উল্লিখিত সমীকরথগুলি বিশ্লেষণ করিলে নিয়লিখিত সিদ্ধান্তগুলি পাওয়া | 
যায়ঃ | | 
() £এর মান যাহাই হউক না কেন ০০৪ VEHAR মান সর্বদা -1 ও 1-এর | 
মধ্যবর্তী, থাকিবেই। жей (6)-নখ সমীকরণে cos ২/৪/-এর সর্বাধিক মান =1 
বসাইলে সর্বাধিক সরণ হয়, z= соз /Её=ай=а :. | 
(8) যখন =, অর্থাৎ সরল имат গতির অধীন কণাটি যখন মধ্যক | 
অবস্থান হইতে ডানদিকের প্রান্তে সর্বাধিক দূরত্বে অবস্থিত হয়, তখন 


2 
(1) নং সমীকরণ অনুসারে কণাটির ত্বরণ а-да: 


(৫) নং সমীকরণ অঙ্গুসারে উহার বেগ 42 + „а? -৭*)=0' 
Gii) 2=0 বিন্দুতে অর্থাৎ মধ্যক অবস্থানে কণাটির 


ত্বরণ Tro -u= -и0=0; 
বেগ w- + Jda _0)- жа 4/% এবং সরণ 2 =0. 
бу) а= -a বিন্দুতে, অর্থাৎ, মধ্যক অবস্থান হইতে বামদিকের প্রান্তে 
সর্বাধিক দূরস্থিত অবস্থানে কণাটির 


a? 
ত্বরণ © = -ит=—щ-а)=шна; | 


বেগ Z- + Ма? 29) = + Jua (a= + /ща*-а*) 
= 0; 
এবং সরণ v=- a. 
(у) পূর্ববর্তী তিনটি সিদ্ধান্ত হইতে দেখা যায়, я 
; (а) 2=এ বিন্দু হইতে খণাত্মক ত্বরণ বৃদ্ধি পাইতে পাইতে 2=0 বিন্দুতে 
অর্থাৎ মধ্যক অবস্থানে আসিয়া শুন্যে পরিণত হয় । 
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З মধ্যক অবস্থান অর্থাৎ ৫=0 হইতে, বামদিকে 2= -a বিন্দুর অভিমুখে 
কণাটি চলিতে শুরু কর! মাত্র ত্বরণের অভিমুখ বদলাইয়া যায় অর্থাৎ উহা তখন ধনাত্মক 
হইয়া যায় এবং = -৫ বিন্দুতে এই ত্বরণের সর্বাধিক মান হর да. ইহা হইতে স্পষ্ট 
হয় যে, সরল সমঞ্জন গতির অধীন বস্তকণার ত্বরণ সর্বদা মধ্যক অবস্থানের অভিমুখী 
থাকে। দ্বিতীয়ত কণাটির গতিপথের দক্ষিণ প্রান্তে এই ত্বরণের মান লঘিষ্ঠ ও খণাত্মক 
হয় এবং বামপ্রান্তে এ ত্বরণ হয় গরিষ্ঠ ও ধনাত্মক। 

(৮ আবার গতিপথের দক্ষিণ ও বাম উভয় প্রান্তে অর্থাৎ যখন = 3: হয়, 
তখন বেগ 0 হয়। লথিষ্ঠ অর্থাৎ যে-দুইটি প্রান্তবিন্দুর মধ্যে সরল яая গতিসম্পন্ন 
একটি বস্তকণা ইতস্তত সঞ্চরমাণ থাকে, সেই দুইটি প্রান্তবিন্দুতে এ কণার বেগ শূন্যে 
পরিণত হয়। 

মধ্যক অবস্থানে কণাটির বেগ সর্বাধিক হইয়া ৫ ২/% পরিমাণ হয়। ডানদিকের 
প্রান্ত হইতে বেগ ক্রমাগত বাড়িতে বাড়িতে এই মধ্যক অবস্থানে সর্বাধিক হয়। আবার 
সেই অবস্থান হইতে কমিতে কমিতে এ বেগ বামপ্রান্তে গিয়া শৃন্তে পরিণত হয়। 

(৮) 6নং সমীকরণ অর্থাৎ а= а сов VA হইতে দেখা যায়, গতিপথের দক্ষিণ 
প্রান্তে যখন ৮-& 

তখন cos ২/%৫-]. cos 0 

VE ৮-০ এবং সেই কারণে £-0 
মধ্যক অবস্থানে, যখন %=0, তখন, 
0=a cos vEt বা cos JA #=0= ০০৪ 3° 


72 নী নে 


বামপ্রান্তে যখন ৮- – а তখন к= а сов ১/৫ স্থত্ৰে 
cos /#ф=-—1=созхт 


t=. 

vu 
তাহা হইলে, যেহেতু ডানদিকের প্রান্ত হইতে মধ্যক অবস্থানে আসিতে 
еур সমর লাগে এবং মধ্যক অবস্থান হইতে বামপ্রান্তে যাইতে লাগে -7 ЖС TA 
Я সময়, аа ডানদিকের প্রান্ত হইতে বামপ্রান্তে যাইতে মোট সময় লাগিবে 


অনুরূপে, বামপ্রান্ত হইতে আবার ডানপ্রান্তে যাইতে লাগিবে _/ 2 সময়। 
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* ডান হইতে বামপ্রান্ত ঘুরিয়া আবার ডানদিকের প্রান্তে ফিরিয়া আসিতে 
মোট সময় লাগিবে এ+ р সমর, এইভাবে একটি প্রান্ত হইতে অপরপ্রান্ত 
ঘুরিয়া প্রথমোক্ত প্রান্তে ঘুরিয়া আসার সময়কে দোলন কাল বা পর্যায় কাল বলে 
এবং তাহা! Т দ্বার! স্থচিত হয়। 

s পর্যায় কাল T= 27. 


আবার, একক সময়ে সরল ANAA গতির অধীন কোন বস্তকণা যদি %-সংখ্যক বার 
সম্পূর্ণ দোলন সম্পন্ন করে, অর্থাৎ একক সময়ে যদি তাহা %-সংখ্যক বার উহার গতি- 
পথের একপ্রাস্ত হইতে অপরপ্রাস্ত ঘুরিয়া প্রথমোক্ত প্রান্তে ফিরিয়া আসে তবে, 


nT=1 বা =, হইবে। 


|] 
এই সূত্রে n সংখ্যাটিকে কম্পাঙ্ক বলে। 
বিশেষ দ্রষ্টব্য ৪ (i) সরল সমঞ্জস গতির অবকল-সমীকরণের 
সাধারণ সমাধান -৫ соз yu tea 
= cos („++ а) আকারে লেখা হয়। 
() হইতে অবকলন দ্বারা পাওয়া যায় 
P- -a7 sin (471০ 
84. সল্গল সমগ৪স 265 ও ব্ৰভ্ূপঞ্রে সম্হাঁল্প গতি 
(S.H.M. and uniform circular motion) 3 


APP BP, TENI একটি বস্তকণা যেন সমহারে চলমান। প্রতি সেকেও্ডে 


উহা যেটুকু চাপ অতিক্রম করে তাহা যেন বৃত্তটির কেন্দ্র ০ কোণ উৎপন্ন করে। তাহা 
সঞ্চরমাণ কণাটি 4 হইতে যাত্রা করিয়া £ সেকেণ্ডে 


Я হইলে বলা চলে যে, কণাটি ০ কৌণিক সমবেগে 
Р 
খাট যেন 2 বিন্দুতে আসিয়া পৌছিয়াছে। তাহা হইলে, 


সঞ্চরমাণ। é সেকেণ্ডে উহা বৃত্তটির কেন্দ্রে 4 কোণ 
Р, 440. ot. 


উৎপন্ন করিবে 1 
ধরা যাক, বৃত্তটর ব্যাসার্ধ =. বৃত্তপথে 

49নং চিত্র এখন» АВ স্থির ব্যাসটির উপর P হইতে 

অঙ্কিত লক্ষের পাদবিন্দু 0-44 গতি বিচার করিলে দেখা যায়, 4 হইতে বস্তুকণাটি 2, Р, 
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প্রভৃতি বিন্দু পরিক্রমণ করিয়া যখন বিন্দুতে পৌছায়, ঠিক তখন 4 হইতে যাত্রা শুরু 
করিয়া ДВ সরল রেখায় 0 বিন্দুটি 9 বিন্দুতে আসিয়া উপনীত হয়। আবার В হইতে 
বস্তকণাটি বৃত্পথে р, বিন্দু হইয়া যখন 4 বিন্দুতে প্রত্যাবর্তন করে তখন 9 বিন্দুটিও 
В হইতে ВА পথে চলিতে চলিতে 4 বিন্দুতে ফিরিয়া আসে। এইভাবে 4 হইতে 
В এবং В হইতে 4 পর্যন্ত সরল রেখায় 0 বিন্দু একটি পর্যাবৃত্ত গতি সম্পাদন করে। 

এখন বৃত্তটির কেন্দ্র 0 বিন্দুকে মূলবিন্দু ধ রিলে О0= হইবে | 

কিন্তু 2=09= ОР соз AOP =a cos wt 

অর্থাৎ = cos ot ө (1) 

5 2© =. (а cos ой) = -a o sin ot © (2) 


d Е 
এবং 25 079 ০ 9০৫) —а 0.0 cos ot 


= – оа cos ০৫. – ок, [`7 (1) হইতে а соз ০-%] © (3) 
(2) হইতে দেখা যার, 


৫-এর বেগ й 57771117818 sin ДОР 


--০০৫৫--০.০28--০ JOP OGF 
= -w ya? 22, [77 Ор=а] 
আবার (8) হইতে দেখা যায়, 
9-99 ত্বরণ 7-02 ots 
তাহা হইলে যেহেতু ০৪ একটি FIFRA স্থচিত করে সেইহেতু 0-এর ত্বরণ 
/ ও সরণ % সমান্গপাতিক? কিন্তু £ ও а বিপরীতমুখী বলিয়া মূলবিন্দু 0 হইতে 
4 অভিমুখে সরণ & যখন ধনাত্মক, তখন ত্বরণ у খণাত্মক অর্থাৎ ডানদিক হইতে 
0 অভিমুখে উদ্দিষ্ট। WRTA, О হইতে B অভিমুখে সরণ যখন খণাত্মক, তখন 
/ ধনাত্মক অর্থাৎ বামদিক হইতে 0 অভিমুখে উদ্দিষ্ট। 


অতএব সংজ্ঞা чаліся 0 সরল সমঞ্জস গতিতে সঞ্চরমাণ। আবার যেহেতু 
р বিন্দু 4 হইতে в RIRN পুনরায় 4 বিন্দুতে আসিতে 2% পরিমাণ কোণ 2 
সেকেণ্ডে অতিক্রম করে, সেইহেতু 0 че 2" সেবেণ্ডে A হইতে В-сэ গিয়া আবার 
В হইতে А বিন্দুতে ফিরিয়া আসে। 
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(এর গতির Шур 


বিশেষ দ্রষ্টব্য £ 4৫. таа সহিত -০ তুলনা করিবে দেখা 
যায় ২/৫-এর স্থলে » বসিয়াছে। AITA, ১/%-এর স্থলে » বসাইয়া, 


а: н ш নি НИ 
T= + „даз ап) হইতে “5 = + JaJa 35০ aTa এবং 


т= এর হইতে, পৰ্যায় কাল т-®® পাওয়া যায়। সেই কারণে সরল সমঞ্চস গতির 
সমীকরণে অনেক সময় 111 


85. RaM azi (Simple pendulum) $ সরল সমঞ্জল গতির 
একটি ুবিদিত উদাহরণ হইল সরল দোলকের গতি। 

0 বিন্দু হইতে একটি দোলক যেন ! একক দীর্ঘ অগ্রসার্য 00 রজ্ দ্বারা ধৃত। 
00 উল্নন্বরেখ! হইতে 4-র দিকে সরিয়া অথবা 4 হইতে 0-র দিকে অগ্রসর হইবার 
সময়, দৌলকটি যেন 0 বিন্দুতে অবস্থিত হইয়াছে। এখন /-400-9 এবং দোলকটির 
ভর % হইলে, নিচুদিকে উলম্বরেখায় সক্রিয় mg ভারের 00 বরাবর বিশ্লেষিতাংশ 
mg сов Ө এবং Q বিন্দুতে 00-র লম্বদিকে বিশ্লেষিতাংশ 
mg зїп Ө. 

রজ্জুটির 00 বরাবর টান mg cos 0-A সমান ও 
বিপরীত। বাকী тд віп Ө বল দোলকের ত্বরণ উৎপন্ন 
করিতেছে। 

এখন ө কোণ অত্যন্ত ক্ষুদ্র হইলে sin Ө=Ө 


= 9% (ৰৃত্বীয় মান)। 


S দ্বিতীয়ত, এই ক্ষেত্রে 4007 চাপকে কার্যত একটি 
а সরল রেখা বলিয়া ধরা যাইতে পাঁরে। অতএব, 0 হইতে 
49নং চিত্র (এর দূরত্ব অর্থাৎ 00 যদি ৫ হয়, তবে mg sin 9 


=тд = 1021 তাহা হইলে, 0-4 উপর সক্রিয় বল তথা উহার ত্বরণ সর্বদা Оя 


দিকে উদ্দিষ্ট এবং এ ত্বরণ О হইতে 9-র দূরত্ব গ-এর সমানুপাতিক, কারণ 70 


এইক্ষেত্রে Ч সুতরাং, সংজ্ঞা অনুসারে 0 দোলকটির গতি সরল সমস গতির 
ATIE | › 
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এখানে দেখা যায়, m ভরের উপর 02 ত্বরণ উৎপন্ন হয়। কিন্তু এই ত্বরণ 04-এর 


বিপরীতমুখী অর্থাৎ 40991 অতএব 04 মুখে Од = বলিয়া, 


Абл 00=-т 


সরল দোলকের দোলন কাল বা পর্যায় কাল == ann) T 
w g 


উ্লাহলশসালা। 
উদাহরণ 1. একটি সরল яая গতিসম্পন্ন কণার বেগ প্রতি সেবেণ্ডে 46 ফুট 
যখন কেন্দ্র হইতে কণাটির সরণ 1 ফুট এবং বেগ প্রতি সেকেণ্ডে 40 ফুট যখন কেন্দ্র 
হইতে কণাটির সরণ 1 ফুট । এ সরল яая গতির বিস্তার ও পর্যীয় কাল নির্ণয় কর। 


বস্তকণাটির বেগ = о ১/৫২-০৪, 
এখানে 48=0 ২/০৪_দ্ব্র বা, (48) =ш° (a° – 49) 
এবং 40=0 4/0215 বা, (40)? =w? (а? – 295). 
a? –49 _ 48? 36, 
а2 = 995 40% 25 
а= 95 
ДО ста е ад 
о 202-49 952-7: 82x18 


о =9, 


9л Ln 
т যেত 


বিস্তার 25 ফুট এবং পর্যায় কাল л সেকেণ্ড। 
উদাহরণ 2. একটি বস্তকণা 6 সে.মি. দীর্ঘ একটি সরল রেখা বরাবর একপ্রাস্ত 
হইতে আরেকপ্রান্তে সরল সমঞস গতিতে চলাচল করে । এঁ সরল রেখার মধ্যবিন্দ 
অতিক্রমণ কালে বস্তকণাটির বেগ হয় সেকেণ্ডে 19 সে.মি. । বস্তকণাটির দৌলনের 


পর্যায় কাল নির্ণয় কর। 
{ বস্তকণাটির দোলনের বিস্তার =$ =8 সে.মি. 1 
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ХОФ অবস্থানে বস্তকণাটির বেগ ০-০ Jaia 
= ,/3#—0 

= 30. 


12789 оа, 
স্বতরাং, পর্যায় কাল т=з 258М ү сте | 


উদাহরণ 8. সরল সমস গতিতে সঞ্চরমাণ একটি বস্তকণার সর্বাধিক বেগ 
=6 সে.মি./সে. এবং উহার সরল গতিপথের বামপ্রান্তে ত্বরণ-9 সে.মি./সে.*। 
কণাটির গতির বিস্তার ও মধ্যক অবস্থান হইতে 9 সে.মি, দরস্থিত বিন্দুতে বেগ Б 
কর। 
বস্তকণাটির গতির বিস্তার যেন ৫ সে.মি, 
এখন, সরল সমঞ্জন গতির অধীন বস্তকণার সর্বাধিক বেগ = ша বলিয়া, 
এক্ষেত্রে, ০০6 1 ৪770) 
আবার, সরল সমঞ্জস গতির বেলায় গতিপথের বামপ্রান্তেই ত্বরণ সর্বাধিক এবং 
তাহা wta হয় বলিয়া, এখানে, 
০৪৫৪ “ © (2) 
‹ oa 2 1 
а (1) ও (9) হইতে, 2-22 б A 3 


০৫ -$.৫-6 
বা а=18 
*'. নিৰ্ণেয বিস্তার =18 সে.মি. | 


আবার, বেগ-০ аза чура, ৩-3, ৪18 এবং %=9 বদাইলে 
মধ্যক অবস্থান হইতে 9 সে.মি. দূরস্থিত বিন্দুতে বেগ হইবে 
=$ 183-93 =} ,/8798=+9 /8= 8 V3. 
'. МЧ стт /8 সে.মি,/সে. | 


উদাহরণ 4. রন দম গতিতে একটি বস্তুকণা মুলবিন্দু হইতে 1 সে.মি, দুর 
হইতে 1 সে.মি./সে. বেগে যাত্রা শুরু করে। উহার পর্যায় কাল যদি 4% সে হয়, তবে 
тїбї গতির বিস্তার, সর্বাধিক বেগ ও গরিষ্ঠ ত্বরণ নি কর | 

এখানে মূলবিন্দুকে মধ্যক অবস্থান ধরা হইল | 

তাহা হইলে, %=0 cos (৯/৫ t+ a). e = 9) 
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(1) হইতে অবকলন দ্বারা পাওয়া যায়, 
аг авіа (/йт+о. et КГ) 


z 27 9.99 4 
Ni 3377x337 3 ДҮ, ++ (8) 
7 7 


যখন а=1, তখন 1-0 এবং বেগ 10-1 বলিয়া, 


(1) হইতে, 1=a cos (/৪.0+ ০)-৫ cos a w © (4) 
এবং (9) হইতে, 1= –а/ sin (0+ а)= -a Vf sin a 


বা Эа” asina ж», ә, (5) 
(4) ও (5)-এর বর্গের সমষ্টি লইয়া! 
a? соѕ?а+ а віп?а=1% + (95) Ж, 
1)5 8° _16+9_25 
বা, в*=т* + (3) ООДА лб, 26 
"а=. 
নির্ণেয় (i) বিস্তার = $ সে.মি, 
Gi) সর্বাধিক বেগ =৫ /৪=$ 5 সে.মি./সে. 
এবং (3) গরিষ্ঠ ত্বরণ = ॥০= ঠৰ" £ = 2) о/о | 
উদাহরণ 5. সরল রেখায় চলমান একটি বস্তকণার বেগ о ও সরণ % যদি এমন 
AA, ০. -গ*+%+12, তবে দেখাও যে, কণাটি সরল яая গতির অধীন। 
উহার গতির (;) মধ্যক অবস্থান, (ii) বিস্তার ও (iii) পর্যায় কাল নির্ণয় কর। 
৪. -%24+%4+12 হইতে অবকলন দ্বারা পাওয়া যায়, 


= —92+1 


* 0 а?а 
বা 212. -оа+1, |: оид z] 


বা ®=-@-® 
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". (1) হইতে দেখা যায়, 


d? ; 
ЕЕ -y 21 — (2) 


স্পষ্টত, গা £ দ্বারা স্থচিত ত্বরণ = —у. এখানে ত্বরণ সরণ /-এর সমান্গপাঁতিক 
ও বিপরীতমুখী বলিয়া বস্তকণাটি সরল дая গতির অধীন 1 
আবার, @) সরল সমঞ্রস গতির বেলার ত্বরণ মধ্যক অবস্থানে শূন্য হয়। 


এখন ত্বরণ 27 =0 হইলে, %-0 হইবে। 


অর্থাৎ ॥=%-3=0, 
বা লব, অর্থাৎ ৪-$ অবস্থানে কণাটির ত্বরণ শূন্য হইবে। 
‚ কণাটির গতির মধ্যক অবস্থান ৪.২ বিন্দুতে স্থাপিত। 
G) সরল этдал গতির বেলায় গতিপথের ছুইপ্রান্তে বেগ শূন্য হয় বলিয়া, 
4 їч বেগ বিচারে, 
-%+%+19-%৪-0 
বা 2৪-০-19-(০-4)0০+8)-0 
`*. æ=4 7] -৪. 
মূলবিন্দু হইতে দক্ষিণ প্রান্তের দুরত্ব -4 একক, অতএব মধ্যক অবস্থান 
১৮১ =(4-3)=3'5 একক। 
তি হি =3'5. 


উদাহরণ 6. 80 সে.মি. দীর্ঘ একটি সরল দোলক 4 সেমি. বিস্তার-সহ 
দোলায়মান। দৌলকের পিগুটি যখন মধ্যক অবস্থান অতিক্রম করে, তখন উহার বেগ 
কত? 
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সরল দোলকের দোলন কাল T= 2л к 
дл 

5 өтте 
9= 980 সে.মি. প্রতি CTPS? এবং 1= 80 সে.মি. 47121 পাওয়া যায়, ০= g. 

মধ্যক অবস্থানে দোলকের পিণ্ডের সরণ শূন্য । স্থতরাং তখন পিণ্ডের বেগ 

v= Na: -৫০4* ৮14 সে.মি. প্রতি সেকেণ্ড। 

উদাহরণ 7. একটি বস্তকণা সরল সমস গতিসম্পন্ন। যে-অবস্থানে বস্তুকণাটির 
ত্বরণ *]9, সেই অবস্থান হইতে বস্তুকণাটির দূরত্ব যখন а ও ৮, তখন উহার বেগ 
যথাক্রমে % ও о ; 9 সরল সমঞ্দ গতির বিস্তার ও 


সর্বোচ্চ বেগ নির্ণয় কর। 
গতিপথের কেন্দ্র 0 বিন্দুতেই বস্তকণাটির 
ত্বরণ হইবে শূন্ত। ধরা যাক, ০ হইল বিস্তার এবং 
о, কৌণিক বেগ। তাহা হইলে, সরল সমঞ্জস вр О б А 


গতিসম্পন্ন বস্তকণার গতিকে 0 কেন্দ্র এবং 6 
ব্যাসার্ধবিশিষ্ট বৃত্তপথে সমহার কৌণিক বেগ ০ সহ 
গতির লঙ্ব-অভিক্ষেপ হিসাবে মনে করা যাইতে 
পারে এবং যে-কোন বিন্দুতে বেগ এ বিন্দুর এন 
কোটির ০ গুণ হইবে । ধরা গেল, ০4০ এবং 


08=}; তাহা হইলে 4 ও В বিন্দুর কোটি যথাক্রমে & এবং =" সুতরাং, 


EE) 


2 (p? — a?) 
নিলা P A _ „з„%°(ф°—а3) 
с = а + aTa 4903 
02768708908 tbu? atu? 

EJ з 
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প্রশ্নমালা 9 

1. সরল ядат গতিসম্পন্ন একটি «черїї উহার দৌলনকেন্দ্র হইতে 20 ফুট 
দূরত্বে স্থির অবস্থান হইতে যাত্রার করে। উহারপ্রপর্যায় কাল 4% সেকেণ্ডে হইলে, 
প্রথম অবস্থানে উহার ত্বরণ এবং কেন্দ্র হইতে 19 ফুট দূরত্বে উহার বেগ কত? 

9. সরল সমগ্র গতি সম্পাদনকারী 4 পাউণ্ড ভরের একটি বস্তকণা যখন 
দোলনকেন্্র হইতে 3 ফুট ও 4 ফুট দূরে থাকে, তখন উহার গতিবেগ হয় যথাক্রমে 
CTOS 8 ফুট এবং সেকেণ্ডে 6 ফুট | উহার দোলন কাল এবং বিস্তার নির্ণয় কর। 

কেন্দ্ৰ হইতে বস্তকণাটি যখন 1 ফুট দূরে থাকিবে, তখন উহার উপর কত বল 
ক্রিয়া করিবে? 

3. সরল даи গতিতে চলমান একটি বস্তকণার দোলনকেন্দ্র হইতে 3 ফুট 
দুরে বেগ প্রতি সেকেণ্ডে 8 ফুট এবং 4 ফুট দূরত্বে বেগ প্রতি সেকেণ্ডে 6 ফুট। উহার 
সর্বোচ্চ বেগ ও দোলন কাল নির্ণয় কর। 

4. সরল সমস গতিসম্পন্ন একটি বস্তকণার দোলনবেন্দ্র 0. বকস্তণাটি যখন 
0 হইতে 19 সে.মি. দুরে থাকে তখন উহার গতিবেগ হয় প্রতি সেকেণ্ডে 10 সে.মি.। 
আবার যখন О হইতে 5 সে.মি. দুরে থাকে তখন বেগঠুহয় প্রতি সেকেণ্ডে 94 সে.মি. | 
উহার দোলন কাল এবং দোলনের বিস্তার নির্ণর কর। 

5. সরল সমঞ্জস গতি সম্পাদনকারী একটি বস্তকণ! দোলনবেন্দ্র হইতে 14 ফুট 
দূরবর্তী একটি বিন্দু হইতে যাত্রা! শুরু করে। বস্তকণাটির সর্বাধিক বেগ প্রতি সেবেণ্ডে 
92 ফুট হইলে বস্তকণাটির পর্যায় কাল নির্ণয় কর । 

6. সরল яая গতিসম্পন্ন একটি বস্তকণার বিস্তার 19 সে.মি. এবং পর্ধীয়!কাল 
9 সেকেণ্ড। স্থির অবস্থান হইতে 6 সে.মি. যাইতে বস্তুকণাটির কতটা সময় লাগিবে? 

7. 250 গ্রাম ভরবিশিষ্ট সরল уда গতিবিশিষ্ট একটি বস্তকণার অবস্থান যখন 
দোলনবকেন্দ্র হইতে যথাক্রমে 75 সে.মি. এবং 90 সে.মি., তখন উহার বেগ যথাক্রমে 
সেকেণ্ডে 150 সে.মি. এবং সেকেণ্ডে 120 সে.মি. | উহার পর্যায় কাল এবং বিস্তার 
নিৰ্ণয় কর। 

8. সরল সমঞ্জস গতি সম্পাদনকারী একটি বস্তকণার বিস্তার 20 সে.মি. এবং 
পর্যায় কাল 25 সেকেণ্ডে। 30 সেকেণ্ড পরে বস্তকণাটির সরণ এবং বেগ কত হইবে ? 

9. সরল ядая গতিসম্পন্ন 2 কিলোগ্রাম ভরের একটি বস্তুর বিস্তার 10 সে.মি. 
এবং পর্যায় কাল 8'14 সেকেণ্ড । মধ্যক অবস্থানে, চরম অবস্থানে এবং মধ্যক অবস্থান 
হইতে ৪ সে.মি. দুরবর্তা কোন এক অবস্থানে বস্তুটির.ত্বরণ এবং বেগ নির্ণয় কর। 

10. একটি বস্তকণা সরল রেখায় সরল সমঞ্জস গতি সম্পাদন করে। উহার সর্বোচ্চ 
বেগ 7 এবং দোলন কাল Т হইলে উহার দৌলনের বিস্তার এবং সর্বোচ্চ ত্বরণ কত 
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নির্ণয় কর। বস্তকণাটি যখন সর্বোচ্চ ত্বরণের অবস্থানে থাকিবে, তখন উহার বেগ 
কত হইবে? 

11. সরল রেখায় সঞ্চরমাণ একটি বস্তকণার বেগ о ও সরণ %-এর সম্পর্ক যদি 
v? =45- 62—30° হয়, তবে (i) প্রমাণ কর যে, কণাটি সরল яая গতির অধীন 1. 
কথাটির গতির (31) মধ্যক অবস্থান Gii) বিস্তার ও (iv) পর্যায় কাল নির্ণয় কর। 

19. সরল রেখায় সঞ্চরমাণ কোন বগ্তকণার বেগ ও সরণের সম্পর্ক v? = 
72-120- 40° হইলে, (i) দেখাও যে, কণাটি সরল সমঞ্জস গতির অধীন A কণার 
(н) গতিপথের মধ্যক অবস্থান, (11) গতির বিস্তার ও (іу) পর্যায় কাল কত? 

13. সরল яая গতি-সম্পাদনকারী একটি বস্তকণার দোলনকেন্দ্র হইতে 1, ও la 
দূরত্বে বেগ যথাক্রমে ৮, ও оо. দেখাও যে, উহার দোলন কাল Т হইলে, 


Т=9л 1,9-1,3. 


14. সরল রেখায় সরল সমঞ্জস গতি-সম্পাদনকারী একটি বস্তকগার দুইটি অবস্থানে 
বেগ যথাক্রমে ৮, ও ০2 এবং ত্বরণ যথাক্রমে у, ও/2. এ দুই অবস্থানের দুরত্ব d 
হইলে, দেখাও যে, 


2 а 
114 а: 


Л.+% 


গ. (х1)—10 


ш. ғ uy ана анты FORTH : 
мазі ipao RE М т ee 
бшу іде দানি ид ч 


Aa কী «Сул 


বলবিদ্যা! ( Mechanics ) 
দ্বিতীয়াংশ 3 6л (Statics ) 


বল (Force) ধন 


91. SEA] (Statics)? বলবিদ্ধার যে-শাখায় বলাক্রাস্ত বস্তুর স্থির 
অবস্থার আলোচনা! হয়, সেই শাখাকে স্থিতিবিদ্য! বলে। 

912. তেলে EFA (Different kinds of forces)? বল মোটামুটি- 
ভাবে ছুই শ্রেণীর। এক ধরনের বল আছে যাহাদের কাজ হইল গতি সঞ্চার ЧИП | 
উহার! সক্রিয় বল। ২ সচল বস্তুর টান ব! ঠেলা, পতনশীল বস্তুর ভার, চুদ্ধক প্রভৃতির 
আকর্ষণ বা বিকর্ষণ_-এই শ্রেণীর বল। গতিশীল বস্তুর মধ্যেই ইহাদের অস্তিত্ব। 
অথবা ইহারাই স্থিরবস্তুতে গতি সঞ্চার করে বা গতিশীল বস্তুর গতি পরিবর্তন করিয়া 
থাকে। আর এক শ্রেণীর বল আছে যাহার! কখনও এমন প্রত্যক্ষভাবে গতি উৎপাদন 
করে না। তাহারা কেবল গতিকে রোধ বা পরিবর্তন করিতে সমর্থ । বাধা, ঘর্ষণ 
প্রভৃতি এই শ্রেণীর বল। টেবিলের উপর একখান! বই রাখিলে, বইয়ের ভার বইটিকে 
নিচুদিকে গতি দিতে চায়, কিন্তু টেবিলের বাধা তাহাকে রুদ্ধ করিয়া রাখে। তেমনি ছাদ 
হইতে ঝুলানো আলোটির ভার নিচুদিকে গতি উৎপাদন করিতে সচেষ্ট, কিন্ত উপরদিকে 
একটা তারের টান তাহাকে বাধা দিতেছে। তৃতীয়ত, মাটির উপর একটি বস্তু গড়াইয়! 
দিলে মাটির ঘর্ষণ প্রথমে বস্তুটির গতি হ্রাস করিবে, শেষপর্যন্ত ঘর্ষণ-জনিত বাধা সেই গতিকে 
একেবারে রোধ করি দিবে। তাহা হইলে এই ধরনের বাধা, টান বা ঘর্মণ প্রভৃতি 
Гат প্রতিক্রিয়। হিসাবেই দেখ! দেয়। এমনিতে তাহাদের কোন সক্রিয় অস্তিত্ব 
নাই। উহাদিগকে নিক্রিয় শ্রেণীর বলরপে অভিহিত করা যায়। প্রধানত এই 
শ্রেণীর বলের আলোচনাই স্থিতিবিদ্যার বিষয়। 

913. SZA লাল (Measuroment of forces). পৰত Р=у/ 
স্তরের সাহায্যেই বলের মাপ নির্ণয় করা হইয়াছে । এই ущ কেবল গতিশীল বস্তুর 
উপর সক্রিয্ন বলের ক্ষেত্রেই খাটে। যেখানে নির্দিষ্ট একটা ভরে, নির্দিষ্ট একট! ত্বরণ 
উৎপন্ন হইতেছে, সেইখানেই মাত্র এইভাবে কত বল কাজ করিতেছে তাহা বাহির 
করা যায়। কিন্ত ত্বরণই যেখানে নাই সেখানে তো এই উপায়ে বলের মান নির্ণয় 
করা চলিবে না।. অথচ বলাক্রান্ত স্টিরবস্তর বেলায়--বিশেষ করিয়! নিষ্ছিয় বলের 
ক্ষেত্রে-এমন 091 সর্বত্রই রহিয়াছে। সেখানে বল মাপিবার একমাত্র উপায় হইল 
ভার-নির়্্। স্টিতিবিদ্যায় ভারের দ্বারাই বলের পরিমাপ হইর! থাকে। 


স্থিতীয় বা মহাকর্জজ মান (Statical or gravitational measure) 8 
ভাবিয়া দেখ, টেবিলের উপর বইথানিতে কত বলে টেবিলের বাধা রুদ্ধ করিয়! দিতেছে 
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তাহা আমরা বলিতে পারি। কেমন করিয়া? বইখানির ভার দিয়া। এখন ভার 
মাপিবার ব্যবস্থাটাই বিচার কর-না কেন । দাড়িপাল্লার একদিকে জানা একটা ভার 
রাখিয়া অপরদিকে অজান! একটা ভরের ওজন নির্ণয় করা হ্য়। একদিকের ভার যেই 
নিচের দিকে белет করিতে উদ্যত, অন্যদিকের ভার অমনি তাহাকে রুদ্ধ করিয়া] 
দিতেছে। ফলে ভারপাম্য স্থাপিত হইল । দুইটি স্থিরবস্তর একটির ওজন দ্বারা 
অপরটির ওজন জানা গেল। আবার টানের বেলাতেও স্্রিংতুলার উদাহরণটি বিচার 
কর। ইহার নিচেকার কড়াটি ধরিয়া! টানিলেও সুচকটি বলের পরিমাণ নির্দেশ করিবে। 
জানা ভার দিয়াই স্প্রি-তুলার স্কেল তৈয়ারি। তাহা হইলে এক্ষেত্রেও অর্থাৎ টানের 
বেলাতেও ভারের তুলনায় বল মাপা যাইতে পারে । বাকি রহিল ঠেলার বেলায় বল। 
একরকম যন্ত্র আছে যাহার উপর উঠিয়া দাড়াইলে ওজন মাপা যায়। এই ধরনের যন্ত্রে 
চাপ বা ঠেলাও মাপা যাইতে পারে। এখানেও কিন্তু ভারের তুলনাতেই মান 
বাহির হয়। 


সুতরাং ভারের তুলনাতেও বলের মাপ হইতে পারে এবং স্থিতিবিদ্যায়, যেখানে 
ত্বরণের সংস্রব নাই, সেখানে ইহাই মাপের একমাত্র উপায়। সেইজন্য এই পদ্ধতিকে 
স্থিতীয় মাপ (Statica! measure) বলা ® 1 


মহাকর্ষ ও মহাকর্ষজ মান? ভার বস্তুটি আবার মহাকর্ষের সহিত 
সম্পকিত। অভিকৰ্ষ মহাকর্ষের বিশেষ উদাহরণ মহাকর্ষের সাধারণ নিয়মটি হইল 
এই যে, বস্তমাত্রই অপর বস্তকে আকর্ষণ করে। দুইটি বস্তু তাহাদের ভরের গুণফলের 
সমানুপাতে এবং দূরত্বের বর্গের ব্যন্ত-অন্গপাতে পরস্পর পরস্পরকে আকর্ষণ করে। ma 


ও ma উহাদের ভর এবং ৫ যদি উহাদের দূরত্ব হয়, তবে তাহারা Gmm বলে 


পরস্পরকে আকর্ষণ করে; ৫ এখানে FIFI ছোটখাটো TETAI মধ্যে এই বল 
নেহাতই সামান্য, কাজেই তাহা ধর্তব্যের মধ্যে আসে না। উদাহরণস্বরূপ, পাশাপাশি 
রেলগাড়ীর বেশ বড় দুইটি ইঞ্জিনের মধ্যে এই মহাকর্ষজ বলের পরিমাণ হয় এক আউন্দ- 
ভারের কাছাকাছি, কিন্তু পৃথিবী ও ক্ষুদ্র একটি বস্তুর মধ্যে মহাকর্ষজ বল এত ক্ষুদ্র নয়। 
কারণ পৃথিবীর ভর বিপুল। আবার একই বল যদি খুব বড় ও বেশ ছোট-_এই দুইটি 
ভরের উপর স্বতত্তরভাবে কাজ করে, তবে বড় ভরটিতে ত্বরণ হইবে কম, কিন্ত ছোট 
ভরটির ত্বরণ তুলনায় অনেক বেশী হইবে। এই কারণে পৃথিবী ও অন্ত যে-কোন বস্তুর 
মধ্যে মহাকর্ষের বলে বস্তুটি পৃথিবীর দিকেই আকৃষ্ট হ্য় । বস্তুটি যে-বলে এইভাবে 
чїй হয়, তাহাই অভিকর্ষজ ব্ল। স্থতরাং অভিকর্ষজ বল মহাকর্ষজ 
বলের বিশেষ উদাহরণ, আর বস্তুর ভার যেহেতু অভিকর্ষজ অর্থাৎ মহা কর্ষজ 
বলের উপর নির্ভরশীল, সেইহেতু ভারকে ভিত্তি করিয়া! মাপের যে-পদ্ধতি 
তাহাকে অন্তিম বিচারে মহাকর্ষজ পদ্ধতিও বলা! চলে। এই কারণে স্থিতীয় 
মানকে মহাকর্ষজ (Gravitational) মান বলা হয়। এফ২-পি.-এস. পদ্ধতিতে 
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এক পাউণ্ড-ভার এবং সি.-জি.-এস্‌. পদ্ধতিতে এক গ্রাম-ভার স্থিতীয় মানের 
বলের একক । সাধারণত, এই এককগুলির উল্লেখের সময় ‘এক পাউণ্ড ও ‘এক গ্রাম’, 
এইরপই বল! হয়। ভার কথাটির উল্লেখ থাকে না। 


9:4. সমান হল ও AAAS (Equal forces and equilibrium 
of forces)? গতিবিদ্যার বিচারে দুইটি সমান বল বলিতে এমন দুইটি বল বুঝায় 
যাহাদের প্রত্যেকে সমান সমান ভরের উপর সক্রিয় থাকিলে সমান সমান ত্বরণ উৎপন্ন 
হয়। স্থিতিবিদ্ভার বিচারে” বিপরীতমুখী দুইটি বলের ক্রিয়া সত্বেও যদি একটি 
বস্তকণ। স্থির থাকে, তবে এ বল-দুইটিকে সমান বলা হয়। 


বল! বাহুল্য, উল্লিখিত সংজ্ঞা-দুইটির মধ্যে বিরোধ কিছুই নাই। একই বস্তকণার 
উপর বিপরীতমুখে যখন দুইটি বল ক্রিয়া করে, তখন প্রত্যেকে নিজ নিজ দিকে ত্বরণ- 
উৎপাদনের চেষ্টা করিতেছে। কিন্তু এই сові বিপরীতমুখী বলিয়া, একে অন্যকে রোধ 
করিয়া দিতেছে। কাজেই বস্তকণাটির মধ্যে কোন গতির সঞ্চার হইতেছে না। 
বিপরীতমুখী সমান বলের ক্রিয়ায় বস্তকণাটি এইজন্তুই স্থির রহিয়াছে। 


এখন, দুইটি সমান বলের বিপরীতমুখী ক্রিয়ায় তো বটেই, দুইয়ের অধিক বলের 
ক্রিয়াতেও বস্তুবিশেষ স্থির থাকিতে পারে।* এইরপে, 


দুই বা ততোধিক বলের অধীন একটি বস্তু যদি স্থির থাকে, তবে বলসাম্য 
(equilibrium) প্রতিষ্ঠিত হয়। এইরূপ ক্ষেত্রে বলগুলিকে সাম্যাবস্থাপন্স বলা 
হয়। 


দুই বা ততোধিক বলের অধীন বস্তু সমবেগে থাকিলেও বলসাম্য হয়। কারণ, 
এইরপ ক্ষেত্রেও বলগুলি পরস্পরকে রোধ করিয়া রাখে। কিন্তু স্থিতিবিদ্ঠায় এইরূপ 
বলসাম্যের আলোচনা হয় না। 


95. с=2= alf Saita লন (Force ав а vector quan- 
1) (а) বলের প্রকৃতি বা ধর্ম বিশ্লেষণ করিলে দেখা যায় যে, উহার (3) দিক্‌, 
G) মান ও (1) প্রয়োগ-বিন্দু_-এই তিনটি বিশেষত্ব রহিয়াছে । এখন, যে-রাশির 
দিক্‌ ও মান উভয়ই আছে তাহাই ভেক্টর 1 বলেরও দিক্‌ এবং মান আছে, কাজেই 
উহা! একটি ভেক্টর রাশি। 


ক্রিয়ারেখ! (Line of action) 2 অন্যান্য ভেক্টরের তুলনায় ইহার আবার একটা! 
- উল্লেখযোগ্য বিশেষত্বও আছে। বেগ বা ত্বরণের 919 ভেক্টরের কেবল দিক্‌ ও মাঁনই 
আছে, বলের কিন্ত দিক্‌ ও মানের সঙ্গে নির্দিষ্ট একট! ত্রিয়ারেখা আছে | কোন বস্তুর 
উপর একটি বল ক্রিয়া করে বিলে এইটাই বুঝায় যে, এ বস্তুর একটা নির্দিষ্ট কণার উপর 
নির্দিষ্ট রেখায় এ বল প্রযুক্ত হইয়াছে। ওঁ কণা হইতে বলটির ক্রিয়ামুখ যে-নি্দিষ্ট 
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সরল রেখায় বিস্তারিত, তাহাকেই উহার ক্রিয়ারেখা। (line of action) বলে। বেগ 
বা ত্বরণের বেলায় দিক্‌টাই নির্দিষ্ট, কিন্ত রেখাটা এমন নির্দিষ্ট বলিয়া ধরা হয় না। 
একই দিকে অর্থাৎ সমান্তরাল ও সমান মানের যে-কোন রেখা একটা বেগকে সুচিত 
করিতে পারে। বলের বেলায় শুধু নির্দিষ্ট মান ও দিকৃই নয়, নির্দিষ্ট ক্রিয়ারেখাও সুচিত 
করিতে হয়। কাজেই বল শুধু ভেক্টরই নয়, বল নির্দিষ্ট সরল রেখায় একদেশিক 


(localised in a straight line) ভেক্টর | 


(0) বল যেহেতু ভেক্টর রাশি, সেইহেতু ভেক্টরের নিয়ম অনুসারে দুই বা তাহার 
চেয়ে বেশীসংখ্যক বলকে একটিমাত্র বলে পরিণত করা যায়। এইরূপ ক্ষেত্রে প্রথমোক্ত 
বলগুলিকে উপ-বল বা উপাংশ এবং শেষোক্ত বলটিকে লব্ধি বা ফল বলা 
হ্য়। З 


এখন, যদি একই বিন্দুতে এ লক্ধির সমান ও বিপরীতমুখী অপর একটি বল 
প্রয়োগ করা যায়, তবে নিশ্চয় বলসাম্য স্থাপিত হইবে ।- 


স্থতরাং স্থিতিবিগ্যার দৃষ্টিকোণ হইতে দেখিলে, এইরূপ বলা যায় 


G) কতকগুলি বলকে যদি একটিমাত্র বলপ্রর়োগে সাম্যাবস্থাপন্ন করা যায়, তবে 
এ একটিমাত্র বলের সমান ও বিপরীতমুখী একটি বলই প্রথমোক্ত বলগুলির ӨГ | 


Gi) দ্বিতীয়ত, দুইয়ের অধিক কয়েকটি বল সাম্যাবস্থায় থাকিলে উহাদের যে-কোন 
একটি অপর বলগুলির লব্ষির সমান ও বিপরীতমুখী | 


916. বলেৱ সূচন (Representation of a force) 2 গণিতের ভাষায় 
বল বুঝাইতে হইলে একটা উপযুক্ত সুচক বা সংকেত ATAI বলের বিশেষত্ব 
তিনটি, 41—08) দিক্‌, (ii) মান, Gii) প্রয়োগ-বিন্দু। 

একটি সরল রেখা দ্বারা এই তিনটি বিশেষত্বকেই স্থচিত করা যায়। প্রথমত, 
সরল রেখা যে-বিন্দু হইতে আরম্ভ হয় সেই বিন্দু অর্থাৎ উহার প্রারস্ত-বিন্দু দ্বারা বলের . 
প্রর়োগ-বিন্দু বুঝাইতে পারা যায়। দ্বিতীয়ত, উহার দৈর্ঘ্য দ্বারা বলের মান সুচিত 
হইতে পারে। তৃতীয়ত, 9118-9 হইতে যে-অভিমুখে রেখাটি বিস্তারিত সেই নির্দিষ্ট 
অভিমুখ দিয়! বলের দিক্‌ও স্থচিত কর! চলে। কাজেই অন্যান্ত ভেক্টরের 519 বলও 
একই প্রথায় সরল রেখার দ্বারাই সুচিত হইয়া থাকে। 


9'7. প্রক্নোগ-ব্রিনZ (Point of application) (1) কোন বস্তর 
উপর একটি বল প্রয়োগ করিলে উহ! কোথায় ক্রিয়া করে? উহা নিশ্চল বস্তুটির ব্যাপ্ত 
স্থান জুড়িয়া কাজ করে না। কারণ এইরূপ ধারণা বলের স্বরপ-কল্পনার বিরোধী ча 
FA রেখা বরাবর একটি বিন্দু হইতে সক্রিয় হয়। সেইজন্য কোন বস্তুর উপর বলের 
প্রয়োগ-বিন্দু বগিতে এ বস্তুর বিন্দুপরিমাণ একটি বিশেষ কণাকেই বুঝায় | 
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ü) বলের বিচারে এই প্রয়োগ-বিন্দুর গুরুত্ব বিশেষ । একটি উদাহরণ লওয়া 
যাক। চিত্রে оле একটি Чч ঘনকের একপাশে মাঝামাঝি А বিন্দুতে যেন 


45чу চিত্র 


একটি বল 2 প্রয়োগ করা হইল। সহজেই অনুমান কর! যায় যে, ঘনকটি У 
তলে Р বলের মুখের দিকে সরিতে থাকিবে । আবার ঘনকটির মাথার কাছে В বিন্দুতে 
যদি আগেকার দিকে р বলটি প্রয়োগ করা যায়, তবে ঘনকটি উল্টাইয়া যাইতে উদ্যত 
হইবে। REN বলের মান ও দিক্‌ এক থাকিলেও, প্রয়োগ-বিন্দুর নড়চড় হইলে, 
বস্তুর গতি একেবারে বদলাইয়া 
যাইতে পারে। উল্লিখিত উদাহরণে 
প্রথম ক্ষেত্রের গতিকে বলা হয় 
সহজ চলন, দ্বিতীয় ক্ষেত্রের গতিকে 
বলা হয় ঘূৰ্ণন। প্ররোগ-বিন্দুর 
উপর এইভাবে বলের ক্রিয়া বহুল 
পরিমাণে নির্ভর করে। 

918. acma Iz- 
с=зїш শ্রলোগ-জিল্দুলল 
SAZİ (Position of the 
point of application on the 
line of action of a force) 2 
এইমাত্র দেখা গেল বলের প্রয়োগ- 
বিন্দু নড়িলে বলাক্রান্ত বস্তুর গতির 

46(a) নং চিত্র ধরন বদলাইয়া যাইতে পারে। 

কিন্তু সকল সময়ই কি এইরকম হয়? 

আর একটি উদাহরণ লওয়া যাক। 
£9(৫)-চিত্রে প্রদর্শিত একটি ফলকের 4 বিন্দুতে একটি এবং В বিন্দুতে আর-একটি 
স্প্িংতুলা দড়ির সাহায্যে আটকানো রহিয়াছে। এখন ছুই দিক্‌ হইতে তুলা-ছুইটি 
সমান বলে টানিলে ফণকথানি ঘুরিরা যখন 46()-চিত্রের অবস্থান গ্রহণ করিল, তখন 
ছুই দিকের টান সমান হয়। দেখা যাইবে, 4 ও В বিন্দুর সহিত যুক্ত দড়ি-দুইটি একই 


Q 


4609 নং চিত্র 
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সরল রেখায় অবস্থিত। এইবার, 0 তুলার মাথার দড়িটিকে যদি 7 বিন্দুর বদলে 
O বিন্দুতে ফলকটির সঙ্গে আটকানো হয়, তখন দেখা যায়, ছুই দিকের টানের কিছুমাত্র 
পরিবর্তন হয় না। দড়ির ВО অংশ কাটিয়া ফেলিলেও টান দুই দিকে একই থাকিবে। 
এই সহজ পরীক্ষার দ্বারা প্রমাণিত হয় যে, 


0 একই রেখায় এবং বিপরীতমুখে সক্রিয় দুইটি বল সাম্যাবস্থায় 

কলেই মাত্র উহার সমান হইবে। উল্লিখিত পরীক্ষায় Pegal হইতে 

টানের পরিমাণ নির্ণয় করা যাইবে। একই রেখায় বিপরীতমুখে টান পড়িলে বস্তুটি 
স্থির হয় তখনই, যখন ছুই দিকের টান সর্বেব সমান | 

(3) দ্বিতীয়ত, ক্রিয়ারেখায় বলের প্রয়োগ-বিন্দু যে-কোন দিকে ইচ্ছামতো সরানো 
যায়। এই заб বলের স্থানান্তরণ তত্ব (Transmissibility of forces) নামে 
পরিচিত। 

99, বেল 2100294 (Resolution of forces) 2 বল একটি ভেক্টর 
বলিয়া, অন্ান্থ ভেক্টরের ক্ষেত্রে প্রযোজ্য সকল নিয়মই বলের বেলাতেও «ПА! 
সামাস্তরিক সুত্র ভেক্টর-সংগ্লেষের প্রধান উপায় । বলের ক্ষেত্রেও এই эущЇ সত্য। 

গতিবিষ্যায় বল-সামান্তরিক প্রতিজ্ঞা £ গতিবিদ্ধার দৃষ্টিকোণ হইতে দেখিলে 
একই বস্তুর উপর সক্রিয় দুইটি বল উহাদের দ্বারা উৎপন্ন ত্বরণের সমানুপাতিক হইবে । 
উদ্নাহ্রণস্বরূপ, %৮-ভরবিশিষ্ট একটি বস্তুর একই বিন্দুতে সক্রিয় দুইটি বল 2 ও 0 যদি 
যথাক্রমে fa ও fa ত্বরণ উৎপন্ন করে, তবে P= ту, এবং 0 = mfa. 

Р мт Л. $ 
টির Q mfa fe 
এখন P ও 0-4 т নির্ণয় করিতে হইবে। 


0 বস্তুকণার উপর যেন 2 বল 04 বরাবর у, এবং 0 বল ОВ বরাবর 7. 

ত্বরণ উৎপন্ন করে, এখন ОА যদি у এবং 

ОВ যদি fa ত্রণকে দিকে ও মানে সুচিত 

করে, তবে ত্বরণ-দামান্তরিক সুত্র чэч 

/1 ও 9 ত্বরণের NA দিকে ও মানে ОЛОВ 
সামান্তরিকের কর্ণ ОС দ্বারা সুচিত হইবে | 

о 2 ৮ 04 বরাবর / ত্বরণ থাকায়, এ দিকে 

বক বস্তুটির উপর সক্রিয় বল P=, এবং ОВ 
বরাবর 75 ত্বরণ থাকায়, ОВ মুখে সক্রিয় বল 

Q=mfa 0D এবং 0% যেন দিকে ও মানে যথাক্রমে Р ও 0 বল স্বচিত করে। 

ОРЕЕ সামান্তরিক পূর্ণ করা হইল । এখন, 


E ы 
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ODP mhi OE _@ mf: 
f, m এবং RA m. 


তাহা হইলে, A040 ও AODA মধ্যে 40 | D বলিয়া, £040 
Я DD, 
LODE এবং 027 20 


с. бузла সদৃশ, কাজে-কাজেই 44০০ 47১0৮) অর্থাৎ 00 ও ОР 
একই রেখা। 


টটি_ 00. 25 
দ্বিতীয়ত, БО oi Г? অর্থাৎ ОР=т. 00. 


কিন্ত ত0,7 ও )ির লক্ি স্থচিত করে। কাজেই m ভরের উপর যে-বল 00 
ছার! সুচিত ত্বরণ উৎপন্ন করে, তাহার মানই т. 00. 

স্পষ্টতই এই বল О বিন্দুতে সক্রিয় р ও 0 বলের чё এবং উক্ত লক্ধি 
OP দ্বারা দিকে ও মানে স্থচিত। 

অতএব, একটি বস্তকণীর উপর সক্রিয় দুইটি বলকে যদি তাহাদের 
প্রয়োগ-বিন্দু হইতে অঙ্কিত একটি সামান্তরিকের জন্মিহিত দুইটি বা দ্বারা 
দিকে ও মানে সূচিত কর যায়, তবে সামান্তরিকটির এ বিন্দু হইতে অঙ্কিত 
কর্ণ দ্বারা দিকে ও মানে বল-দুইটির লব্ধি সূচিত হইবে। 

9:10. ছিছতিনিক্ঠাজ বল-সামাস্তব্ৰিক 25551: স্থিতিবিদ্যায 
ত্বরণকে ভিত্তি করা চলে না, কেননা ত্বরণ সেখানে রুদ্ধ বগিয়াই কম্পিত। কাজেই 
স্থিতিবিদ্যার ক্ষেত্রে বল-সামান্তরিক 
প্রতিজ্ঞার ভিন্ন প্রমাণ চাই। জ্যামিতিক 
প্রমাণ একটা নিশ্চয় আছে, কিন্ত তাহা 
অত্যন্ত জটিল। প্রথম-শিক্ষার্থীর পক্ষে 
তাহা৷ দুর্বোধ্য বলিয়া পরীক্ষামূলক একটি 
প্রমাণ দেওয়া যাইতেছে। প্রতিজ্ঞাটির 
সত্যতা বিচারের জন্য উহাই যথেষ্ট। 

পরীক্ষা । ABCD একটি ব্যাক- 
বোর্ড। উহার মাথায় 4 এবং В কোণে 
দুইটি মস্থণ কপিকল আটা আছে। P, 
0, R এমন তিনটি ভর যে, উহাদের та 
যে-কোন দুইটির সমষ্টি তৃতীয়টি অপেক্ষা 
বড়। তিনগাছা স্থিতিস্থাপকতা-বিহীন রেশমী ুতাকে একটি বিন্দুতে গিট দিয়া 
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প্রত্যেকটির অপর মাথার এক-একটি ভর ঝুলাইয়া দেওয়া হইল । এইবার র্যাকবোর্ডটি 
উল্্বভাবে স্থাপন করিয়া দুইগাছা 51 А ও B কপিকলের উপর দিয়া এমনভাবে 
গলাইয়| দেওয়া হইল যে, দুইপাশে 2 ও 9 ভর-ছুইটি ঝুলিতে থাকে আর তৃতীয় ভর 


R, ОЁ স্বতায় নিচুদিকে বোর্ডের উপর ঝুলিয়া পড়ে॥ এইভাবে ভর-তিনটি যখন স্থির 


অবস্থায় ঝুলিতে থাকে, তখন বোর্ডের উপর স্ৃতাগুপি বরাবর ОЛ ÒB, ও OR রেখা 
অঙ্কন করা হয়। М 
এখন যে-কোন IRITE] স্কেল ( বা মাপের একক) অনুসারে OB রেখ! হইতে 


2 একক দৈৰ্ঘ্য ОЙ, এবং 04 রেখা হইতে 0 একক দৈর্ঘ্য ОР চিহ্নিত করা হইল । 
তাহার পর 08 ও 0%-কে সন্নিহিত বাহু «911 0৫% সামান্তরিক অঙ্কিত হইল । 


এইবার প্রত্যক্ষ করা যায় যে, RO রেখা বর্ধিত হইলে ৫ বিন্দু দিয়া যায়। দ্বিতীয়ত, 
0 কর্ণের দৈর্ঘ্য মাপিলে দেখা যার, উহা ЮЕ এককের সমান | 

2, 0 ও R বল-তিনটি সাম্যাবস্থায় আছে, কাজেই উহাদের যে-কোন একটি 
অপর দুইটির লব্ষির সমান ও বিপরীতমুখী হইবে । স্কতরাং এক্ষেত্রে 2 ও 0-এর লন্ধি 
নিশ্চয় -এর সমান ও বিপরীতমুখী । যেহেতু OG রেখার মান R একক এবং দিক্‌ 
এর ঠিক বিপরীত, সুতরাং 0 কর্ণ দ্বারা চিত বল দিকে ও মানে 0% ও ОЁ 
দ্বার! সুচিত বলের লক্ধি। 

সপ) Кена ia 

একই বিন্দুতে বলকে তাহাদের প্রয়োগ-বি 
অঙ্কিত একটি সামান্তরিকের দুইটি чэ বাছ ছারা বি দিকে ও মানে 
gfe কর! যায়, ভবে সামান্তরিকটির এ বিন্দু হইতে অঙ্কিত কর্ণ দ্বার! 
দিকে ও মানে বল-ুইটির লন্ধি সূচিত হইবে। 

911. একই বিন্দুতে সালরস্পল্লেলহিভ্ড নিদিষ্ট কোলে 
সতিল্স aae асела = নিৰ্পন্ন (Determination of the resultant 
of two forces acting at a point at a given angle)? ОА এবং ОВ 
যেন যথাক্রমে P 0 বগ-দুইটিকে দিকে ও মানে সুচিত করে। 2 ও  বশের 
অন্তর্বতা কোণ যেন এ. স্থতরাং 44073. 

9409 সামান্তরিক পূর্ণ করা হইল। 
বল-সামান্তরিক প্রতিজ্ঞা অনুসারে 00-ই 04 
এবং ОВ দ্বারা স্তচিত р ও 0 বলের т 
করিবে। 00 দ্বারা সুচিত বলটির মান যেন 


В. 04 রেখাকে বর্ধিত করা হইল এবং С 
হইতে 04-র উপর UD MI NEA করা হইল | 


- ৯ 
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এখন 2ВОр= =й /ОАр=а. 

(3) 00°= 0D + 0D, [ £0D0=90° বলিয়া ] 
=(04+14D)°+ 0D: 
= 04°+1D°+9 01.1D+0D: 
=04°+4D°+0D:+2 01.1D 
= 04% +40%+9 0420, [:." 2*+0- 10°] 
= 04° #20%+202. 59х20 
= ОА + Л0°+9 ОА cos CAD x AG 


атна 
Е 20 cos ОАР cos a | 


= 04° + 40°42 ОА.АС соз а. 
শত В? р? + Q2+2PQ сова. 
(2) দ্বিতীয়ত, Р লব্ধি. বলের সহিত 4007) কোণ উৎপন্ন করে। /007)-9 
ধরিলে, 9 কোণ দ্বারা গান্ধি 7-এর দিক্‌ স্থচিত হইবে। 


ঠা ОША, 
এখন, tan 0 = tan COD 0D HD 


feu OD -2.0 =sin CAD x 40= АО sin a=Q sin a 


এবং б4+4Б5=04+42.Д0=0А+ 10. cos ОАР 
=P+Q соза. 
Q sina 


бап এন @ 
এই সমীকরণ হইতে 9 কোণের মান বাহির করা যায় এবং এই কোণের মান লক্ধি 
ট-এর দিক্‌ সুচিত করে | ; ঠা 
অনুসিদ্ধান্ত 1. 2 ও 0-এর মধ্যে কোণ а=0° হইলে, сов a=cos:0°=1. 
R? =P? +Q°+2PQ cos a= P?°+Q°+2PQ=(P + 0)°. 
R=P+0 এবং Р বলের সহিত 7-এর কোণ 9 হইলে, 


= Qxsin 0° _ 
tan 0 Р+0соз0 0. 


чта 2. 2 ও 0 বলের মধ্যে কোণ а=180° হইলে, 
যেহেতু соз 180° = - 1, 


বলবিদ্যা 


R= Pt +0*+2PQx -1=р%+0*-2РО=(Р- 0)*:; 
নে д @ зїп 180° _ 
R=P- ৫ এবং tan 6 P+ Q сов 180° 0. 


অনুসিদ্ধান্ত ৪. 2 ও 0-র মধ্যে কোণ а= 90° হইলে, 


যেহেতু ০০3 90°=0, 
А R= P:+0°+2PQx0=P? +Q. 
гда এবং __Qsin90° 0. 
R= 4055 এবং tan 0= ро соз 90° P 


অনুসিদ্ধান্ত 4. 7-0 হইলে, 
R? = р? + P? +2P.P cosa 
=92P? +2P° cos а= Р" (1+ сов a)=4P° টা 
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а ЫР sine вїп а 
2848 аши Р +Рсоза 1+сова 


а а 
9 sin 9 ০০৪ 9 


а 
үй а 717 


2 cos? 9 


0= 5 


2 
©. এক্ষেত্রে ল্ষি-বল বল-ছুইটির মধ্যবর্তী কোণকে সমদ্বিখণ্তিত করে। 
উদাহরণ 1. 5 পাউণ্ড এবং 3 পাউগ্ডের দুইটি বল পরস্পরের সহিত 60° কোণে 

একটি বস্তকণার উপর সক্রিয়। তাহাদের লক্ধির মান ও দিক্‌ নির্ণয় কর। 
পরস্পরের সহিত а কোণে সক্রিয় 2 ও 0 বলের লব্ধি R হইলে, 

R? = P? + Q°+2PQ cos а. 
এক্ষেত্রে, P=5, Q=3 এবং а=60° বসাইলে, 
R?=5° +3? +3. 5. 9.4=95+9+15=49; 
R=? 91981 
এই RA 5 পাউণ্ড বলের সহিত ৪ কোণে সক্রিয়, যেখানে, 
3 sin 60° _ 3৬3, 


tan 62 5+ 3008 60° 18 
উদ্দাহরণ 2. একই বিন্দুতে সক্রিয় দুইটি সমান বলের লক্ধি যদি উহাদের 
যে-কোন একটির সমান হয়, তবে উহাদের অন্তর্বর্তী কোণ-পরিমাণ নির্ণয় কর। 
বল-ছুইটির প্রত্যেকটির মান যদি 2 হয়, তবে প্রশ্নাহুসারে উহাদের লব্ধিও 
р হইবে । উহাদের অন্তরর্তী কোণ যেন ৫. 
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аР? = P? +P? +9P.P cos а=9Рр?+9р° воза; 
728 9729 соза; 
— р? 
соз a= এ. $. 


কিন্তু cos 120°= _-$ 7". a=120°, 


প্রশ্নমাল৷ 10 


1. নিম্নলিখিত প্রতিজোড়া বলের লক্ধির মান নির্ণয় т: 
(а) পরস্পরের সহিত 0° কোণে সক্রিয় 8 ও 10 পাউণ্ড বল। 
(0) পরস্পরের সহিত 180° কোণে সক্রিয় 9 ও 8 টন বল। 
[ C. U. Matric. 1911 ] 
(০) পরস্পরের সহিত 0° কোণে সক্রিয় 90 ও 30 পাউণ্ড বল। 
(а) পরস্পরের সহিত 180° কোণে সক্রিয় 10 ও 15 পাউণ্ড বল। 
(6) পরস্পরের সহিত 90° কোণে সক্রিয় 6 ও 8 পাউণ্ড বল। 
[ 0. U. Matric: 1991 ] 

2. 2091, 30 পা. এবং 50 পাউণ্ড বলের অধীন কোন বস্তকণা যদি স্থির 
থাকে, তবে প্রমাণ কর যে, বলগুলি একই সরল রেখায় সক্রিয়। 

[0. U. Matric. 1932 ] 

৪. পরস্পরের সহিত লম্বভাবে সক্রিয় দুইটি বলের অনুপাত 5: 19 এবং লব্ধ 
78 পাউণ্ড হইলে, বল-ছুইটির মান নির্ণয় কর। ГС. U. Matric. 1981 ] 

4, পরস্পরের সহিত লম্বভাবে সক্রিয় হইলে দুইটি বলের লব্ধি হয় ‚/10 পাউণ্ড 
এবং পরস্পরের সহিত 60° কোণে সক্রিয় হইলে তাহাদের লব্ধি হয় „18 পাউণ্ড। 
বল-হুইটির মান নির্ণয় কর। [ U. P. В. 1950] 

5. 30 পা. ও 40 পাউগ্ডের দুইটি বল পরস্পরের সহিত সমকোণে সক্রিয় | 
বল-ছুইটির লক্ধি নির্ণয় কর। তৃতীয় একটি বল যদি প্রথমোক্ত -বল-ছুইটির অন্তর্বর্তী 
কোণের সমদ্বিখণ্ক রেখায় সক্রিয় হয়, তবে এ তিনটি বল তাহাদের প্রয়োগ-বিন্দুস্থিত 
বস্তকণাটিকে স্থির রাখিবে কি? 

6. АВО ত্রিভুজের 47 ও 40 বাহু যথাক্রমে р ও и বিন্দুতে সমদ্বিধস্তিত। 
প্রমাণ কর যে ВЕ ও рб দ্বারা সুচিত বলঘয়ের লন্ধি $ БО দ্বারা দিকে ও মানে 
সুচিত হইবে | [ 0. U. Matric. 1919, 1922; B. Н. U. 1954] 

7. একটি বস্তকণার উপর সক্রিয় দুইটি বল যদি একটি সামাস্তরিকের কর্ণদ্বয় 
দ্বারা স্থচিত হয়, তবে প্রমাণ কর যে, তাহাদের লব্ধি এ সামান্তরিকের একটি ataa fia 
মান দ্বারা স্থচিত হইবে 1 LO. 0. Matric. 1913 ] 
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в. 4, BOO RAD স্থিরবিন্দু এবং Р এমন একটি বিন্দু যে, РАЗ РВ 
বলের লক্ধি সর্বদা 0 বিন্দুগামী হয়। প্রমাণ কর যে, 2 বিন্দুর সঞ্চারপথ একটি 
সরল রেখা 1 

9. ABCD সামান্তরিকের OD বাহু E বিন্দুতে সমদ্বিখণ্ডিত। 4 বিন্দুতে 
সক্রিয় ДВ, 40 এবং 9473 দ্বারা স্থচিত বল-তিনটির লক্ষি নির্ণয় কর। [সংকেত : 
24m =40 ও 2р9 1% এবং АВ ও 77)-র লব্ধি-0, ইত্যাদি । ] 

10. АВО ত্রিভুজের 70, 04 ও ABA মধ্যবিন্দু যথাক্রমে D, ESF. প্রমাণ 
কর যে AD, BE ও দ্বারা সুচিত একটি বস্তকণার উপর সক্রিয় বল-তিনটি সাম্যাবস্থায় 
থাকিবে। | 

[সবকেতঃ মধ্যমাত্ররের ছেদবিন্দু 0; ОВРО সামান্তরিক। ВОР ত্রিভুজের 
BO, ОР এবং РВ বরাবর & ВЕ, $ АР, $ CER 1 শুন্য, ইত্যাদি |] 

11. প্রমাণ কর যে, 47307) সামান্তরিকের AB, 07), 40 ও BD দ্বারা 
সর্বতোভাবে সুচিত বলগুপির লব্ধি 947) দ্বারা দিকে ও মানে সুচিত হইবে | 

19. : АВО ত্রিভুজের 4-কোণ একটি সমকোণ। 70-এর উপর AD =ч টানা 
হইল। প্রমাণ কর যে, 47 বরাবর সক্রিয় 1/47 একক বল এবং ДО বরাবর সক্রিয় 
1/40 একক বলের 7% 47) বরাবর সক্রিয় 1/41) একক বল। 


বীর ВО _ АО. 
[সংকেত ঃ AABO ও Даро সদৃশ বলিয়া, 4 5 


=. /АВ* + д0? 
নির্ণের п@= / দহ +1 „620 
ВО Аб. =i | 


718.46 44р 26: AD 
13.1р 4910 „лр এবং %.7 দ্বারা бе দুইটি বলের অধীন। АӨ 
В বিন্দু যদি নির্দিষ্ট হয়, তবে প্রমাণ কর যে, 2-র অবস্থান যেখানে হউক-না কেন, বল- 
দুইটির өй দিকে ও মানে ঞ্বক। LO. U. Matrie: 1926] 
14. 9৮৩7 মানের দুইটি বল একটি বস্তকণার উপর সক্রিয় প্রথমোক্ত 
বলটিকে গুণ এবং শেযোক্তটির সহিত 19 পা. বল যুক্ত হইলে, "йч দিক্‌ অপরিবর্তিত 
থাকে। এর মান নির্ণয় কর | LO. 0. Matric. 1999] 
"15. 3P Әр মানের দুইটি বলের লন্ধি 7. প্রথমোক্ত বলটিকে দ্বিগুণ করিলে 
ARa মানও দ্বিগুণ হয়। বল-ছুইাটির অন্তর্বতী কোণের মান নির্ণয় কর। 
16. 2P ও 2 পাউণ্ডের দুইটি বল একটি বস্তকণার উপর ছুইদিকে সক্রিয়। 
প্রথমটি দ্বিগুণিত ও দ্বিতীয়টি 10 পাউণ্ড পরিমাণ বর্ধিত হইলে লব্ধির দিক্‌ অপরিবর্তিত 
থাকে। :£-এর মান নির্ণয় কর। [ W. В. Н. 9. 1965 ] 


বল 16]. 


17. একই বিন্দুতে সক্রিয় দুইটি বলের একটি সম্পূর্ণ বিপরীত দিকে সক্রিয় হইলে 
তাহাদের লব্ধি এক সমকোণ ঘুরিয়া যায়। প্রমাণ কর যে বল-ছুইটির মান সমান। 

18. ЛБ ও 40 বলের লব্ষি-রেখায় 2 যে-কোন একটি বিন্দু। প্রমাণ কর যে, 
PB ও ро বলের লক্ধি ВО রেখার মধ্যবিন্দুগামী হইবে 1 

19, P ও 0 বলের লক্ধি /80 এবং এ লান্ধি 2 বলের ক্রিয়ারেখার সহিত 30° 


কোণ উৎপন্ন করিলে, প্রমাণ কর যে, 2 হয় 0-র সমান, নয়তো 0-4 দ্বিগুণ। 
[ W. В. Н. 9. 1971] 


ЁЛ ar ben Da 


গ. (хп)—11 


দশস SANA 


বলের বিশ্লেষ 


( Resolution of forces ) 


j 


101. aaa নিশেষ (Resolution of forces) 2 

ছুই বা ততোধিক বলের সংগ্গেষে যেমন একটিমাত্র বল পাওয়া যায়, তেমনি 
একটি মাত্র বলকে ছুই বা ততোধিক বলে বিভক্ত করা যায়। একটি বলকে ভাঙিয়া ছুই 
বা ততোধিক বলে পরিণত করাকে বলের বিঞ্েব বলে। বলা বাহুল্য, এইভাবে 
বিশিষ্ট বলগুলিকে প্রথমোক্ত একটি বলের উপাংশ ও প্রথমোক্তটিকে এই উপাংশগুলির 
Afà বলে। 


যে-কোন একটি নির্দিষ্ট বলকে একটি রেখা দ্বার! দিকে ও মানে সুচিত করা যায় 

এবং সেই রেখাকে কর্ণ ধরিয়া অসংখ্য সামান্তরিক অঙ্কন করা যায়। বল-সামাস্তরিক 

а অনুদারে এইরূপ কর্ণের সমিহিত ছুইটি বাহু দ্বারা বলের দুইটি উপাংশ দিকে ও মানে 

চিত হইবে । 

Y : পরস্পর লক্ব-অভিমুখী দুইটি উপাংশ-নির্ণযই 

সাধারণতঃ বিশেষ প্রয়োজনীয় । সেইজন্য এখানে 

এ с বল-বিশ্লেষের কাজ' লম্ব-অভিমুখী দুইটি উপাংশেই 
সীমাবদ্ধ রাখা যাইতেছে | 

fazaa (Resolved parts or 

Á Resolutes)? এই প্রসঙ্গে প্রথমেই একটি সংজ্ঞা 

А B xo ঠিক করিয়া леп প্রয়োজন। একটি বলকে, 

1 যে-কোন নির্দিষ্ট একটি দিকে এবং সেই দিকের 

লব্ষ-অভিমুখে_-এই দুইটি উপাংশে বিভক্ত 

কর! যায়। ইহাদের প্রথমটিকে এ নির্দিষ্ট দিকে È বলের Resolved part বা 

Resolute বলা হয়। বাংলায় ইহাকে বিশ্লেষিভাংশ বলা চলে। উদ্দাহরণন্বরূপ, 


40 দ্বারা সুচিত বলের দুইটি উপাংশ যদি АХ বরাবর ИВ এবং AXA লম্ব- 
অভিমুখে АУ বরাবর Др ছারা সুচিত হয়, তবে, 


< A — 
АХ বরাবর Р বলের বিশ্লেষিতাংশ AB দ্বারা এবং ДУ বরাবর R বলের 
বিশ্লেষিতাংশ AD দ্বারা সুচিত হইবে । 
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1012. জিলেনিভাহস্পেল মান (Magnitude of the resolute) $ 
2 বল যেন তি রেখা ছারা দিকে ও মানে স্থচিত। Д0 রেখার সহিত 9 কোণে АХ 


রেখা বিস্তারিত। 0 বিন্দু হইতে Xa উপর ОВ тч অঙ্কিত হইল । 4707 
সামান্তরিক পূর্ণ করা হইল। স্পষ্টতই AB ও AD ছারা সুচিত বল-দুইটি R বলের 
উপাংশ।. ইহাদের মধ্যে প্রথমটি অর্থাৎ ন্ট দ্বারা সুচিত উপাংশ ДХ বরাবর R বলের 
বিশ্সেষিতাংশ ; এবং দ্বিতীয়টি অর্থাৎ 27 দ্বারা সুচিত উপাংশটি ДУ বরাবর 78 বলের 
বিশ্লেষিতাংশ। 


ভ্রিকোণমিতির নিয়মে, AB- 20х28 = ДО cos 0 


এবং ID= -30-70% 29-70 sin 0; 
RI, 
АХ বরাবর বিশ্লেষিতাংশ =R cos Ө 
এবং AY বরাবর বিশ্লেষিতাংশ =R sin ө. 
R sin 0 ДУ বরাবর বিশ্লেষিতাংশ। 
০587 [বরাবর aiee 


103. বিশ্েন্বিভাংশ-সংক্রান্ত একি есейе її 
Sejt (An important theorem related to resolved parts) $ 

যে-কোন বিশেষ দিকে দুইটি সমবিন্দু বলের বিশ্লেষিতাংশের বৈজিক 
সমষ্টি, এদিকে উহাদের লব্ধির বিশ্লেষিতাংশের সমান। 

4 বিন্দুতে সক্রিয় 2 ও 0 বল-দুইটির লক্ষি যেন R; 2, 0 এবং В যেন 
যথাক্রমে AB, AD ও АО দ্বারা দিকে ও মানে সুচিত হয়। 47907) সামাস্তরিক পূর্ণ 
করা হইল । এ বরাবর 2, 0 এবং В বলের বিগ্লেষিতাংশ যেন যথাক্রমে ДГ, AN 
ও ДМ দ্বারা স্ুচিত হ্য়। 

প্রমাণ করিতে হইবে যে, АХ বরাবর 2 ও 0 বলের বিশ্লেষিতাংশের বৈজিক 
সমষ্টি, এ রেখা বরাবর 78 বলের বিশ্লেষিতাংশের দমান। 


В বিন্দু হইতে АХ রেখার সমান্তরালভাবে অঙ্কিত রেখাটি যেন 0 রেখাকে 
প্র বিন্দুতে ছেদ করে। স্পষ্টতই 77717 একটি আয়তঙ্গেত্র। 
ВКМ ШШ © @) 


আবার, {апб= 
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আবার, AAND ও ABKC-র মধ্যে, AD বাহু= ВО বাহু, 
LAND=90°= / ВКО; 


51(9)নং চিত্র 51(0)নং চিত্র 
এবং 47) বাহু ВО বাহুর ও DN বাহু ОК বাহুর সমান্তরাল বলিয়া, 
LADN= L BOK; $ 
ত্রিভুজ দুইটি সর্বসম। 
AN=BK=LM তত y“ (৪) 


এখন ৫)চিত্রে 48 বরাবর. 0 অর্থাৎ ДВ ও নার Бег 
বৈজিক mË =AL + AN = AE + DU, [ এম 711] 
=ДМ; = 
এবং (6)-চিত্রে এ Ë = AL- AN =AL- LU = 1%. 


AX বরাবর 2 ও 9 বলের বিস্েফিতাংশের বৈজিক সমষ্টি দিকে উহাদের 


ШЕ] বলের বিশ্লেষিতাংশের সমান। 


104. একই ATS (тыщ কানন সংখ্যক 
ECAA AIER (Resultant of any number of coplanar 

forces acting at a point)? О বিন্দুতে Р, 0,8 ও ?' প্রভৃতি কয়েকটি বল যেন 
সঙ্রির। 0 বিন্দু দিয়া পরস্পর লশ্বচ্ছেদী XOX ও Уу" এই. রেখা-দুইটি অঙ্কিত হইল । 


ОХ রেখার সহিত 2, Q, SS প্রভৃতি বলের দিক্রেখা যথাক্রমে যেন 


Gi, йа, аз, а, প্রভৃতি কোণ উৎপন্ন করে। তাহা হইলে OX বরাবর P, Q, 8 ও P 
প্রভৃতি বলের বিশ্লেষিতাংশের বৈজিক সমা 


= Р cos 4 +Q соз аа + S сов as + Т соза, +=X (যেন)। 
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Zt 
অনুরূপভাবে ОУ বরাবর Р, 0, 5, 7 প্রভৃতি বলের বিশ্লেষিতাংশের বৈজিক 
সমষ্টি =P sin ау + © sin аз +5 sin аз + T sin a++ = Y ( যেন )। 


E B 
Ү 
о X А 
90)নং চিত্র 52(6)নং চিত্র 


এখন, Ох বরাবর উপরিউক্ত বিশ্লেষিতাংশগুলির বৈজিক সমষ্টি যেন এবং бү 
বরাবর বিশ্লেষিতাংশগুলির বৈজিক সমষ্টি যেন У. (bfa প্রদণিত 04 যদি একে 
এবং DAI উপর লঙ্গ 00 যদি চুকে স্থচিত করে, তবে 040 সামান্তরিকের ОВ 
নিশ্চয় উহাদের লব্ধি ৪-কে স্থচিত করে। ОВ যেন 04 রেখার সহিত 9 কোণ উৎপন্ন 
করে) অর্থাৎ /704-9। 

কিন্ত 0B* = Ол? + АВ*=0А* + 00° ; 

5 R?=X?+Y? অর্থাৎ R= „/Х®+ү?. 

АВ _00_ 


Ү 
দ্বিতীয়ত, tan 6= tan BOA= D1 047 X: 


10'5. একই বিন্দুতে afaa mear সামভল্নিক 
асела ম্যানা S (Conditions of equilibrium of a number of 
coplanar forces meeting at a point) 2 52(a)-চিত্ৰে О বিন্দুতে সক্রিয় কয়েকটি 


বলের =й যেন ВІ পরস্পর লঙ্বচ্ছেদী 0% ও OY বরাবর প্রত্যেকটি বলের 
বিশ্লেধিতাংশ নির্ণয় কর! হইল। ОХ বরাবর বিশ্লেধিতাংশগুলির বৈজিক সমষ্টি যেন এ 
এবং ОЎ বরাবর বিশ্লেষিতাংশগ্তুলির বৈজিক সমষ্টি যেন Y. 

তাহা! হইলে, 2° = X*+ Y*. 

() এখন R=0 হইলে, XHY =O হওয়া প্ৰয়োজন। কিন্তু х? ও y? 


উভয়েই বর্গসংখ্যা। বর্গসংখ্যা মাত্রই ধনাত্মক ; কাজেই তাহাদের সমষ্টি একমাত্র তখনই 
чу, যখন উহারা প্রত্যেকে TETONA YI হয়, অর্থাৎ যখন Х=0 এবং Y=0. 
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"таб লক্ধি শুন্য হওয়ার জন্য, অর্থাৎ উহাদের সাম্যাবস্থার জন্তু প্রয়োজনীয় 
se ক] 


(1) অপরপক্ষে পরস্পর зас ОХ ও ОУ এই দুইদিকে বলগুলির 
বিশ্লেষিতাংশের বৈজিক সমষ্টি যদি স্বতন্ত্রভাবে শুন্য হয়, অর্থাৎ যদি Хе0 এবং У=0 
হয়, তবে 2+ Y*=0; কাজে-কাজেই 7-0. অতএব Х=0 এবং Y=0-ইহাই 
বলগুলির সাম্যাবস্থার পক্ষে যথেষ্ট সর্ত। অতএব (1) ও (i) হইতে আমরা এই সিদ্ধান্তে 
উপনীত হই : 

একই বিন্দুতে সক্রিয় কতকগুলি সামভলিক বলের সাম্যাবদ্হার জন্য 
এ বিন্দু দিয়! পরস্পরের লম্ম-অভিমুখে যে-কোন দুইদিকে উক্ত বলগুলির 
বিশ্লেষিতাংশের- বৈজিক সমষ্টি স্বতন্ত্রভাবে শুন্য হওয়াই প্রয়োজনীয় 
এবং যথেষ্ট শর্ত। 

. প্রশ্নমাল। 11 

1. একই সমতলে P; 82, /3P:ও ২3৮, এই চারিটি বল যথাক্রমে 04, 
03, 08 ও OD মুখে সক্রিয়। যদি LAOB=60°, £B00=90° এবং /00р 

=190° হয়, তবে বলগুলির লক্ধির মান ও দিক্‌ নির্ণয় কর। 

2. একটি чах ষড় утат একটি শীর্কোণ হইতে অপর পাঁচটি শীর্কোণের দিকে 
যথাক্রমে 2, „/3, 5, „/3 ও 2 পাউণ্ড বল সক্রিয়। বল-পাচটির লব্ধির মান ও দিক্‌ 
নির্ণয় কর। 

3. একটি বিন্দুতে P-Q, 2 ও P+ মানের তিনটি বল একটি সমবাহ 
ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত বাহু-তিনটির সমান্তরালভাবে সক্রিয়। বল-তিনটির লক্ধি 
নির্ণয় কর। 

4. একটি সমতলে একটি বস্তকণার উপর তিনটি বল 9 পা., 29/9 পা. ও 
1 পা. সক্রিয়। উহাদের প্রথমটি অনুভূমিক রেখায়, দ্বিতীয়টি অনুভূমিক রেখার সহিত 
46° কোণে এবং তৃতীয়টি উল্লস্বদিকে সক্রিয় হইলে উহাদের লব্দি নির্ণয় কর। 

5. 45807) একটি বর্গক্ষেত্র। 11 পা.) 6 পা. ও 9 পাউণ্ডের বল যথাক্রমে 


АВ, 40 ও 42 বরাবর সক্রিয় হইলে Э বল-তিনটির йч মান নির্ণয় কর। 

6. একটি বস্তকণার উপর 10 পা. ও 6 পাউণ্ডের দুইটি বল পরস্পর সমকোণে 
সক্রিয় এবং ৪ পাউণ্ডের তৃতীয় আরেকটি বল প্রথমোক্ত বল-দুইটির অন্তর্বর্তী কোণের 
সমদ্বিখণ্ডক রেখায় এ বস্তকণার-উপর সক্রিয় বলগুলি বস্তকণাটি হইতে ай হইলে 
উহাদের লক্ধি নির্ণয় কর। 
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тә е, Le “з এবং 3+-5, পাউণ্ডের ছয়টি সমবিনদু বল, একটি 
স্থির সরল রেখার সহিত যথাক্রমে 30°, 45°, 60°, 90°, 180° এবং 270° কোণে 
সক্রিয়। উহাদের লক্ধির মান নির্ণয় কর। 

8. 95 ইঞ্চি эт] একটি হালকা দড়ির সাহায্যে এ পাউণ্ডের একটি ভর একটি 
স্থির-নিবদ্ধ বিন্দুতে ঝুলানো আছে। অনুভূমিক বল এর ক্রিয়ায় ভরটি এ স্থির- 
বিন্দুগামী Samaraa হইতে 20 ইঞ্চি দুরে স্থিত রহিয়াছে। দড়ির টান ও Paa 
মান নির্ণয় কর। [ W. В. Н. S. 1964 1 

9. উত্তরমুখে ৮ একক, পশ্চিমমুখে 0 একক, দক্ষিণ-পশ্চিমে 4 একক এবং পূর্ব- 
মুখে 8 একক__এই চারিটি অনুভূমিক বলের অধীন একটি বস্তু সাম্যাবস্থায় আছে। 
PQA মান নির্ণয় কর। [ W. В. Н. 8. 1967 ] 

10. ABOD সামান্তরিকের অভ্যন্তরে Р একটি বিন্দু। প্রমাণ কর যে, РА, ВР, 
РО ও D2 দ্বারা সুচিত বল-চারিটি সমবেতভাবে সাম্যাবস্থায় রহিয়াছে। 

[ W. B. H. S. 1970] 

11. একটি সমবাহু ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত বাছগুলির সমাস্তরা'লভাবে 
যথাক্রমে 2P, ЗР ও 4р বল একটি বিন্দুতে সক্রিয় | উহাদের লক্ধির মান ও দিক্‌ 
নিৰ্ণয় কর। [ W. В. Н. 8, 1970 ] 

19, একটি সমবাহু ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত বাহুগুলির সমাস্তরালভাবে 
যথাক্রমে 82, TP ও 5р বল এক বিন্দুতে সক্রিয়। উহাদের লন্বির দিক্‌ ও মান 
নির্ণয় কর। ГҮ. В. Н. 9. 1971 ] 


> ২৯৯৯ 
1২১৮: 


একাদশ Sa 
সমান্তরাল বল 


( Parallel forces ) 


1111. সমাস্স্তৱাল্স লন (Parallel forces)? এ-পর্যন্ত বলের সংশ্লেষ 
ও বিশ্লেষ আলোচনায় সমবিন্দু বলের কথাই বিচার করা হইয়াছে। ছুই বা তাহারও 
বেশী সামতলিক বলের ক্রিয়ারেখা যদি একটি বিন্দুতে ছেদ করে, তবে তাহাদের লক্ধি 
বাহির করা যায়। কিন্তু কয়েকটি সামতলিক বলের ক্রিয়ারেখা পরস্পরকে আদ ছেদ 
না করিতেও তো পারে। তখন তাহাদের লব্ষি-নির্ণয়ের উপায় কি? এই অধ্যায়ে 
ইহারই উত্তর সন্ধান কর! হইতেছে। 

এখানে দুইটি সামতলিক বলের ক্রিয়ারেখ! যদি পরস্পরকে ছেদ না করে, তবে 
স্পষ্টতই এ ক্রিয়ারেখা দুইটি সমান্তরাল। যে-সকল বলের ক্রিয়ারেখা পরস্পরের 
সমান্তরাল, তাহাদিগকে সমান্তরাল বল বল! হয়। 

সমান্তরাল বল আবার ছুই রকমের হইতে পারে £ (а) উহারা একই মুখে _ 
সক্রিয় হইতে পারে; অথবা (6) পরস্পরের ঠিক বিপরীতমুখেও সক্রিয় হইতে পারে। 
ইহাদের মধ্যে-_ 

(a) একই মুখে সক্রিয় সমান্তরাল বলসমূহকে সদৃশ বা সমমুখ সমান্তরাল বল 
(Like parallel forces) বলা হয় ; এবং (6) বিপরীতমুখে সক্রিয় সমান্তরাল 
বল! হয় অসদৃশ বা প্রতিমুখ অমান্তরাল বল (Unlike parallel forces) | 


সমান্তরাল বলের অভিমুখ £ দুইটি বল যদি অসদৃশ ও সমান্তরাল হয়, তবে 
তাহাদের প্রত্যেকের অভিমুখ বুঝাইবার প্রয়োজন আছে। .এইরপ ক্ষেত্রে এই বল- 
দুইটির একটিকে যদি যোগ-চিহ্ন ছারা স্থচিত করা যায়, তবে অপরটিকে বিয়োগ-চিহ দার! 
স্থচিত করিতে হয়। উদাহরণস্বরূপ, TAI 25-পাউণ্ড এবং аңга 30 পাউণ্ড_এই 
দুইটি সমান্তরাল বলের মধ্যে 969 বলটিকে যদি +95 পাউণ্ড বলা হয়, তবে БЕГЕ 
বলটিকে - 30 পাউণ্ড বলিতে হইবে | 


112. হুইটি সদ্বশ সমাস্তৱাল লে AER (Resultant of 


two like parallel forces) 2 


একটি чат যথাক্রমে 4 ও в বিন্দুতে সক্রিয় দুইটি সদৃশ ও সমান্তরাল বল 
Рв 0-4% 19 নির্ণয় করিতে হইবে | 


2 ও 0 বল-ছুইটি যথাক্ৰমে АИ ও Вр রেখা দ্বারা যেন দিক্‌, মান ও 
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অভিমুখে স্থচিত। 4 ও в зря যুক্ত করিয়া 2 রেখা বরাবর বিপরীতমুখে দুইটি 
সমান বল 9 ও - 5 যথাক্রমে 4 ও 
В বিন্দুতে প্রয়োগ করা 5291 5 বল 
AL দ্বারা এবং -S বল БР দ্বারা 
সুচিত করিয়া AMKL "ও BDEF 
সামান্তরিক-ছুইটি পূর্ণ করা হইল। ДК 
ও BE কর্ণকে বর্ধিত করিলে উহারা 
যেন 0 বিন্দুতে মিলিত হয়। 0 হইতে 
অঙ্কিত AM বা BDA সমান্তরাল 
রেখাটি АВ রেখাকে যেন 0 বিন্দুতে 
ছেদ করে। 

G) 9ও –5 বলদ্বয় সমান ও 
বিপরীতমুখে একই রেখায় সক্রিয় 
বলিয়া তাহাদের লক্ষি শূন্ভ। কাজেই 
2 ও 0 বলের nfà P, 0, S9 -9 ৪৪নং চিত্র 
বলের লক্ধির সমান। অতএব Р ও 
8 বলের өй যদি Б, এবং:0 ও —8 বলের লক্ধি যদি Ra হয়, তবে 2, ও Ra 
লব্ধিই হইবে 2 ও (-র লক্ধি। 

এখন, স্পষ্টতই P ও 8 বলের লব্ধি Ri, АК দ্বারা এবং 0 ও - 8 বলের লক্ধি 
Ra 77 দ্বার! সুচিত হইবে। কল্পনা করা যায়, В, ও Ra উহাদের আপন আপন 
(бый যে-কোন বিন্দুতে সক্রিয় । উভয়ের ক্রিয়ারেখা О বিন্দুতে ছেদ е l 


অতএব 0 বিন্দুতে উভয়কে সক্রিয় ধরিয়। 47)-এর সমান্তরাল GOH রেখা ও 00 রেখা 


বরাবর 78,-কে 9 ও 2 বলে এবং 75-কে —9 ও 0 বলে বিষ্লিষ্ট কর! হইল। 19 
-8 4 পরস্পর সমান ও একই রেখায় বিপরীতমুখী বলিয়! তাহাদের লক্ধি {91 কিন্ত 


2 ও বল উভয়েই 00 রেখা বরাবর একই মুখে সক্রিয় বলিয়া তাহাদের লব্ধি 2+ 0 
বলের সমান । অতএব 4 বিন্দুতে সক্রিয় Р এবং В বিন্দুতে সক্রিয় 0 বলের яя 


মান 240. উহা 00 অভিমুখে অর্থাৎ P ও 0 বলের সমান্তরালভাবে একই মুখে 
afè l 
Gi) দ্বিতীয়ত, AKAL ও 040-র মধ্যে £040 সাধারণ ; এবং 00 ও 
КЕЧ ЧӨН, LALK=অনুরূপ Z A00. 
ত্রিভুজ-ছুইটি সদৃশ ; কাজেই, 


TE C, অথবা АМ _ 00; অধবা, Дх 20-21‹00 
IE УТ অথবা ; , AM x A0=AL 
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অর্থাৎ Р.АС=8.0С 


"ш 


অনুরূপভাবে, ABE ও ЛВОС- মধ্যে, LOBO সাধারণ ; 
এবং 00 ও ЕР সমান্তরাল বলিয়া, 4. БРВ = অনুরূপ / ООВ. 


ত্রিভুজ-দুইটি সদৃশ । অতএব» 
অথবা, BD.0B= BF. 00, 
অর্থাৎ, 0.СВ=8.0С 


ЕР 00, BD _ O00. 
FB 0B অথবা БЕ ОВ, 


* (9) 


(1) ও (9) হইতে, Р.20=8.00=0.0В, 


ке Р СВ, 
বা, ৮. 8০-৫-ট০বা с=з 


ইহা হইতে P ও (-র লক্ধি ৮+0-র প্রয়োগ-বিন্দু -র অবস্থান পাওয়! গেল। 


অসদৃশ সমান্তরাল বল (Unlike parallel forces) з দুইটি সদৃশ 
সমান্তরাল বল সমান বা অপমান যাহাই হউক না, 1179 অনুচ্ছেদের নিয়মে তাহাদের 


লক্ধি নির্ণয় করা চলে। কিন্তু দুইটি 
অসদৃশ সমান্তরাল বল যখন সমান হয়, 
তখন তাহাদের লক্ধি হিসাবে একটি বল 
পাওয়া যায় না। এইরকম একজোড়া 
বলকে যুগ্ধবল বলে। পরবর্তী 114 
অনুচ্ছেদে যুগ্রবলের সংক্ষিপ্ত আলোচনা 
করা হইয়াছে। 

13. 22 sag 
мз অসম্মান ANEAN 
aAA লজ (Resultant of 
two unlike and unequal 
parallel огсев) 2 কোন 38I 
যথাক্রমে 4 ও B বিন্দুতে সক্রিয় P ও 
Q বল-ছুইটি যেন অসদৃশ ও অসমান 
সমান্তরাল বল। ইহাদের মধ্যে 
PSUR 

৮ বল যেন АГ, দ্বারা এবং 0 
বল যেন BD ছারা দিক্‌, মান ও 
অভিমুখে স্ুচিত। 2 ও Qa লব্ধি 
নির্ণয় করিতে হইবে। 
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4 ও BRF যোগ করা হইল এবং АВ রেখ! বরাবর পরস্পর সমান ও 
বিপরীতমুখী 5 ও -S বলদ্বয় যথাক্রমে 4 ও В বিন্দুতে প্রয়োগ করা হইল। 
АК বারা 8 এবং БЕ দ্বারা =5 বল যেন দিক্‌, মান ও অভিমুখে সুচিত হয়। 
এখন 5% - 5 বল একই রেখায় সমান ও বিপরীতমুখী বলিয়া তাহাদের লক্ধি শৃন্য। 
ЧӨ, P ও 5 এবং 0 ও - 8 বলের লব্ধি 7 ও 0 বলের «Їйї সমান 1 

47771, ও врир সামাস্তরিক পূর্ণ করা হইল। স্পষ্টতই ра 5 বলের লক্ধি 
В. АН কর্ণ দ্বারা, এবং 0 ও - 8 বলের 1 Ra, BE কর্ণ দ্বারা সুচিত হইবে | 
НАЗ BE রেখা বর্ধিত হইলে যেন 0 বিন্দুতে ছেদ করে। তাহা হইলে R, ও 
ঃ-কে নিজ নিজ ক্রিয়ারেখায় 0 বিন্দুতে সক্রিয় বলিয়া কল্পনা করা যায়। 0 RE 
হইতে অঙ্কিত AL বা Вр রেখার সমান্তরাল 00 রেখাটি 7:4-এর বর্ধিতাংশকে 
যেন 0 বিন্দুতে ছেদ করে। 


6) এইবার 0 Өч, Ян дра লাগাল তত রেখা টানা হইল। 
В, বলকে পুনরায় 00 ও OG বরাবর যথাক্রমে Р 8 বলে এবং Ra বলকে 00' ও 
৯ 
ও 017 বরাবর যথাক্রমে 0 ও - 5 বলে বিশ্লিষ্ট করা হইল । 


.. স্পষ্টতই, 0 বিন্দুতে 5 ও - 5 বল একই রেখায় বিপরীতমুখে সক্রিয় এবং সমান 
মানবিশিষ্ট বলিয়া তাহাদের লব্ধি শূন্য । কিন্তু এ বিন্দুতে Р ও 0 বল একই রেখায় 
সক্রিয় হইলেও অসমান ও বিপরীতমুখী। স্থতরাং, তাহাদের লন্ধি P-0(P > 9 
বলিয়া) এবং 2 ও (-র тїй ট7-রেখার বর্ধিতাংশের 0 বিন্দুতে Р বলের অভিমুখে 
সক্রিয়। 

(н) দ্বিতীয়ত, 40 ও ТН সমান্তরাল এবং ОН উহাদের ছেদক বলিয়া 
£040= অনুরূপ / АНІ, 
আবার, 00 ও 47) সমান্তরাল এবং ОН উহাদের ছেদক। 
4০00. HAL; ~. 2১004 ও ЛАГИ সদৃশ । 


অথবা, P.04 = 8.00 at 0) 
অনুরূপভাবে, A0B0 ও A EBF- মধ্যে 

£030 সাধারণ, এবং 00 ও BP সমান্তরাল ও ОВ উহাদের 
ছেদক বলিয়া, £005=অমুরপ LFEB. 
-agb ... 00-25-20, 
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অর্থাৎ 020=5:00 E БЙР) 
@)е(@#г®РДб-@Вб; অথবা, BoBC, 


ইহা হইতে 0 RETI 2 ও 0-র লঙ্িরগ্রয়োগ-বিনদু পাওয়া যায। 

ল্য করিবার বিষয় যে, 0 বিন্দু বৃহত্তর বল PA যে-পাশে 0 বল абан, তাহার { 
বিপরীত দিকে অবস্থিত। 

উদ্লাহল্লণম্ালা | 

উদ্বাহরণ 1. 6 ফুট লঙ্কা একটি হালকা অন্নভূমিক লাঠির যথাক্রমে 4 ও B 
প্রান্তে সক্রিয় ? পা. ও 5 পাউণ্ডের দুইটি সদৃশ সমান্তরাল বলের ат মান ও প্রয়োগ- 
বিন্দু নির্ণয় কর। 

সদৃশ ও সমান্তরাল বল-দুইটির লদ্ধি যেন АВ লাঠিখানির 0 বিন্দুগামী। তাহা! 
হইলে, স্পষ্টতই 7x A0 =5 x BO ; 

অথবা, 720= 528 - A0) = 56-20), [*" 28-63] 

=30-540; অথবা, 1থ30-80. 
-*:40-88-$-98 ফুট। 

বল-ছুইটি সদৃশ সমান্তরাল বলিয়া! তাহাদের লব্ধির মান =7+5=12 #1991 
Р বলের প্রয়োগ-বিন্দু হইতে 98 ফুট দূরে О বিন্দুতে এই fà সক্রিয। i 

উদাহরণ 2, একটি লোহার 20 ইঞ্চি দীর্ঘ এবং 8 পাউণ্ড ভারী সমদণ্ড এক- | 
প্রান্তে বাধা бич দড়ির দ্বারা ঝুলানো রহিয়াছে। দড়ির টান ৪ পাউণ্ড হইলে, দণডটির 
কোথায় একটি খুটি স্থাপন করিলে উহা ЖҮ রেখায় স্থির থাকিবে? খুঁটির উপর 
তখন কত চাপ পড়িবে? 

সমদণ্ডের ভার উহার মধ্যবিন্দুগামী ও নিয্নমুখী। দড়ির টান এখানে SK । 
ЖТ 8 পা. ভার ও ৪ পা. টান অসদৃশ সমান্তরাল বল। সমদণ্ডের মধ্য বিন্দু হইতে 
с ইঞ্চি যেন উহাদের লক্ধি সক্রিয়। স্পষ্টতই иб প্রয়োগ-বিন্দুতেই খুটি 

বে। 
২ দডিবাধা প্রান্ত হইতে এ বিন্দুর দূরত্ব (10 +a) ইঞ্চি। 
এখন, ৪8%=3(10+2)= 30 +392, 
বা ör=30; .". ৫-6 ইঞ্চি। 

С. দড়িবাধা প্রান্ত হইতে 10+6=16 ইঞ্চি দুরে খু'টিটি লাগাইতে হইবে 1 

ভার ও টান অসদৃশ সমান্তরাল বল বলিয়া, তাহাদের লব্ষি-৪-৪-ঠ পাউণ্ড। 

". খুঁটির উপর চাপ-্ঠ পাউণ্ড। 
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উদাহরণ 9. АВ একটি 29 ফুট দীর্ঘ ও 300 পাউণ্ড ভারী বরগ1। যে-বিন্দু 
দিয়া উহার ভার সক্রিয় সেই 0 বিন্দু 
4 বিন্দু হইতে 115 ফুট দূরে অবস্থিত। 
বরগাটি рел বিন্দুতে দুইটি তেপায়ার 
উপর অন্ুভূমিক ভাবে শায়িত। 47 
সদ ফুট এবং ДЕ=15 ফুট হইলে, 


প্রত্যেকটি তেপায়ার উপর চাপ নির্ণয় কর। 
বরগাটিকে ন! উল্টাইয়া এক-একটি প্রান্তে সবচেয়ে ভারী কত ওজনের একটি 
মানুষ বসিতে পারে? [ Oxford & Cambridge Jt. Board ] 


ета, AD = 13 ফুট, 0-11$ ফুট এবং 4 =15 ফুট । 

Тө,  07)-40-47-11-78-4 ফুট 

এবং ক0-377-40-15-118-9% gb | 

স্পষ্টতই, 7) ও ? বিন্দুতে তেপায়া-ছুইটির উপর চাপ সদৃশ ও সমান্তরাল এবং 
বরগাটি যেহেতু স্থির রহিয়াছে, সেইহেতু ওঁ দুইটি চাপের লক্ধি বরগার ভার অর্থাৎ 
300 পাউণ্ডের সমান মানবিশিষ্ট। р ও 7 বিন্দুতে চাপ যথাক্রমে যদি Р ও 0 


হয়, তবে 
4P= 33.0, 


অথবা, Р-{х10=1@ 
আবার, P+ (= 300, 
অথবা, 18+ 9-300, 
অথবা, 159 = 300, 
0= 20048160 পাউণ্ড। 
+, P=160 X= 140 পাউণ্ড। 


আবার, А প্রান্তে সবচেয়ে ভারী মানুষটির ওজন шу এবং В প্রান্তে সবচেয়ে 
ভারী মানুষটির ওজন যদি wa হয়, তবে 
Арл, = 00.800, Г এক্ষেত্রে D তেপায়াটির 
উপর চাপ নাই ] 
অথবা, 74 x wı =4 8800; љ 
о, = 53002.16) পাউণ্ড । 
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দ্বিতীয়ত, 0.300 = BE.ws, [o арта р তেপায়াটির | 
উপর চাপ নাই।] 
অথবা. ভু *300-৭85 ; 


300х7 
Фа xT = 150 পাউণ্ড । 


উদাহরণ 4. একটি লোহার সমদণ্ডের প্রতি ফুট 6 পাউণ্ড ভারী। এই тет 
একটি প্রান্তে 144 পাউণ্ড ভার ঝুলানো থাকিলে, সেই প্রান্ত হইতে 1 ফুট দূরে ঠেকা দিয়া 
чау রেখায় স্থির রাখা যায়। - দণ্ডটির দৈর্ঘ্য কত? 
দণ্টির দৈরধ্য যদি / ফুট হয়, তবে উহার ওজন 67 ACLL এই ওজন মধ্য- 
বিন্দুগামী। যে-বিন্দুতে দণ্ডটি সাম্যাবস্থায় আছে তাহা এই ওজনের প্রয়োগ-বিন্দু М 
হইতে (1—1) ফুট দূরে । | 
= @-1)61=144х1, 
বা, 81-0/-144-0, 
বা, 12-91-48=0, 
বা, (—8)(ї+6)=0. 
7. 1-8=0, যেহেতু 1+6+0, কারণ দৈর্ঘ্য খণাত্মক হইতে পারে. 
না। অর্থাৎ 1=8 ফুট। 7 ; y 
অতএব, toia с দৈর্ঘ্য ৪ ফুট। 
উদ[হরণ 5. একটি কঠোর বস্তুর 4 ও 7 বিন্দুতে সক্রিয় দুইটি সমান্তরাল বল 
ও. যদি পরস্পর স্থান-বিনিময় করে, তবে দেখাও যে, তাহাদের লক্ধি ДЕ বরাবর _ 


১2797 
а দূরত্বে সরিয়া যায়, যেখানে d 5784৪. [ 0. U. 1.Эс. 1950 ] 


প্রথম ক্ষেত্রে 4907 উপর AB রেখার 0 বিন্দুতে এবং দ্বিতীয় ক্ষেত্রে р 0-র _ 
স্থান-বিনিময়ের পর 0' বিন্দুতে যেন বল-দুইটির লক্ধি সক্রিয় হয়। এইভাবে লব্দির 
প্রয়োগ-বিন্দু যদি 0 হইতে B-A দিকে 0' বিন্দুতে সরিয়া যায়, তবে 070-4. 

*. প্রথম ক্ষেত্রে, P.40= 0.50 

এবং দ্বিতীয় ক্ষেত্রে, 7701 0.40, 

অর্থাৎ, — P(B- A0')= QAB- ВО), 

অর্থাৎ, 2.1B-P.40'=0.1B- 0.0, 

অর্থাৎ, (P-Q) 28=р20'-030 

=2(40+00)- 980-00) 
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=Р.40+Р.00'- ©.ВО+0.0О' 
=(Р+0)00, [`` Р.20=09.В01. 


উদ্দাহরণ 6. দুইটি'অসদৃশ সমান্তরাল বলের মান Р ও 0. 2 বল 0 অপেক্ষা 
বৃহত্তর। যদি 2 ও 0 উভয়ের সহিত সমান পরিমাণ বল যুক্ত হয়, তবে দেখাও যে, 
তাহাদের লব্দির ক্রিয়ারেখা Р হইতে আরও দুরে সরিয়া যাইবে। 
2 ও 0 উভয়েরই সহিত যেন ғ বল যুক্ত হয়॥ AB রেখার যথাক্রমে A, В ও 
0 বিন্দুতে যদি Р, 0 ও তাহাদের লক্ধি সক্রিয় হয়, তবে 0 বিন্দু র-এর বর্ধিতাংশের 
উপর অবস্থিত। দ্বিতীয় ক্ষেত্রেও যেহেতু Р+т > +1, সেইহেতু নৃতন লক্ধির 
প্রয়োগ-বিন্দু BAA বধিতাংশের উপরই থাকিবে। এই বিন্দু যেন 0. তাহা হইলে, 
প্রথম ক্ষেত্রে P.40=0.B0=0 (47) +40); 
740-0.40- 0.47, 
অথবা, (P- 0).40= 0.23. © @) 
দ্বিতীয় ক্ষেত্রে, Р-я স্থলে Р+т এবং QA স্থলে Q +r বসাইলে, 
()" হইতে, (P+17- 0-1) 207 (0+) 1B, 
অথবা (2-0) 40'=(Q+7) АВ © (i) 


() কে () দ্বারা ভাগ করিলে, 46-5 


4 
*.৪+% ৯০, iis 402 А0, 
অর্থাৎ, P হইতে йи ক্রিয়ারেখা 0-র চেয়ে আরও দুরে 0' বিন্দুতে সরিয়া 
গিয়াছে। 
প্রশ্নমালা 12 


1.(а) দুইটি সদৃশ সমান্তরাল বল Р ও 0, AB রেখার যথাক্রমে 4 ও B 
বিন্দুতে সক্রিয়। নিক্মলিখিত প্রত্যেক প্রশ্নে P ও 0-4 প্রদত্ত মানের জন্য ল্ধি ও এ 
লৱ্বির প্রয়োগ-বিন্দু নির্ণয় কর :— 

G) P=3 একক, 0=4 একক এবং 77-16 ইঞ্চি। 
(8) Рет » 0=4 » এবং এটি -চ% ফুট। 
Gii) P=4 » 0=19 » এবং AB=3 ফুট। 

(iv) P=5}» Q=12%» এবং AB=1 ফুট ৪ ইঞ্চি 
(у) р=0= 799% এবং এট = 2} ফুট। 
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(9 উপরের (i) হইতে liv) পর্যন্ত প্রশ্নে 2 ও 0 যদি অসদৃশ সমান্তরাল বল 
হয়, তবে উহাদের эй ও প্রয়োগ-বিন্দু নির্ণয় কর। 


এ. (а) দুইটি সদৃশ.সমাস্তরাল বল Р ও এবং তাহাদের লব্ধি R যদি АВ 
রেখায় যথাক্রমে 4, B ও 0 বিন্দুতে সক্রিয় হয়, তবে__ 

G) যখন, 2=2 একক, Q=3 একক এবং 704 ইঞ্চি, তখন বুট =কত 7 

Gi) যখন, 2=5 একক, A0 =8 ইঞ্চি এবং 71 ফুট, তখন ( = কত? 

Gii) যখন, বু0=7 ইঞ্চি, 0 =5 ইঞ্চি এবং 0 = 14 একক, তখন = কত? 

(9 2 ও 9 অসদৃশ সমান্তরাল বল ধরিয়া উপরের প্রশ্নগুলির সমাধান কর। 

з. পরস্পর হইতে 94 ইঞ্চি দূরে অবস্থিত ছুই বিন্দুতে সক্রিয় т ও 5 পাউণ্ডের 
দুইটি সদৃশ সমাস্তরাল বলের লক্ধির মান ও প্রয়োগ-বিন্দু নির্ণয় কর। j 

4. দুই ব্যক্তি 160 পাউণ্ড ভারী এবং 16 ফুট লম্বা একটি সরল সমসত্ব দণ্ড বহন 
করিতেছে । তাহাদের একজন দণ্ডটির এক প্রান্ত হইতে 2 ফুট দুরে এবং অপরজন 
অপর প্রান্ত হইতে ৪ ফুট দূরে দণ্ডটিকে ধারণ করে। প্রত্যেকে কত ভার বহন করে? 

5. একটি সরল সমদণ্ড 3 ফুট লম্বা; উহার এক প্রান্তে একটি 4 পাউণ্ড ভার 
স্থাপন কৰিলে, ও প্রান্ত হইতে 4 ইঞ্চি দূরবর্তী এক বিন্দুতে еВ স্থিত হয়। দুটির 
ভার নির্ণয় কর । j 

6. দুই ব্যক্তি একটি নির্ভার দণ্ডে ঝুলাইয়! 13 মণ ভারী একখণ্ড পাথর বহন 
করে। еб 6 ফুট লগা এবং উহার এর এক প্রান্ত এক এক জনের স্বন্ধে স্থাপিত। 
পাখরখওটি যে-বিন্দু হইতে ঝুলিতেছে সেই বিন্দু যদি একজনের দিকে অপরজন অপেক্ষা 
1 ফুট নিকটবর্তী হয়, তবে প্রত্যেকের স্বন্ধে কত চাপ পড়ে? 

1. নির্ভার ও 6 ফুট mi একটি তক্তার সাহায্যে দুইজন লোক 970 পাউণ্ড 
ভারী чече পাথর সরাইতে চাহে। তাহাদের মধ্যে অধিকতর বলশালী ব্যক্তিটিকে 
180 পাউণ্ড ভার বইন করিতে দিলে পাখরখওটিকে তক্তার কোন্‌ বিন্দুতে স্থাপন করিতে 
হইবে? i 
8. দুই ব্যক্তির মধ্যে একজন অপরজন হইতে অধিকতর বলবান। 6 ফুট লম্বা 
একটি হালকা দণ্ডের সাহায্যে-তাহাদের একটি 800 পাউগ্ডের ভরকে সরাইতে হইবে 
দুর্বলতর ব্যক্তিটিকে তাহার সামর্থ্য অনুযায়ী পূর্ণভার 100 পাউণ্ড বহন করিতে দিলে 
দণ্ডটর কোথায় পাথরখণ্ডটি বাধিতে হইবে? 

9. 10 ছুট লঙ্কা একটি বরগার দুই প্রান্তে দুইটি সদৃশ সমান্তরাল বল সক্রিয়। 
তাহাদের লব্ধি যদি 25 পাউণ্ড হয় এবং Å লক্ধি যদি বরগার এমম এক বিন্দু দিরা যায়, 
যে-বিন্দুতে বরগাটি 9:8 অনুপাতে বিভক্ত হয়, তবে এ বল-দুইটির মান নির্ণয় কর। 

10. একটি ভারী দমদণ্ড একই чире রেখায় পরস্পর হইতে এক ফুট দূরবর্তী 
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দুইটি খোটার উপর স্থাপিত রহিয়াছে। : খোঁটা-দুইটির উপর চাপের অনুপাত যদি 
1:9 হয়, তবে দণ্ডটির মধ্যবিন্দু হইতে খোটা-ছুইটির দূরত্ব নির্ণয় কর। 

11. পরস্পর হইতে অনুভূমিক রেখায় 1 ফুট দুরে অবস্থিত দুইটি খোটার উপর 
2 ফুট লম্বা ও ৪0 পাউণ্ড ভারী একটি সমদণ্ড অন্ুভূমিকভাবে শায়িত। теў কি-ভাবে 
স্থাপিত হইলে খোট।-দুইটির উপর চাপের অন্ুপাত 9:3 হইবে? 

19, দুইটি বস্কণা 3 আউন্স ও 5 আউন্ন ভারী |: উহার যথাক্রমে 4 ও В 
বিন্দুতে স্থাপিত, যেখানে 4 হইতে В বিন্দুর দুরত্ব 80 ইঞ্চি। 4 হইতে ভারবেন্ত, 
অর্থাৎ, বস্তু-দুইটির ভারের а প্রয়োগ-বিন্দুর দূরত্ব নির্ণয় কর । : বপ্তকণা-দুইটিকে যদি 
এখন 80 ইঞ্চি লঙ্কা এবং 12 আউন্স ভারী একটি সরু সমদণ্ড দিয়! যুক্ত কর! যায়, তবে 
D বিন্দুতে উহা সুস্থিত A ADA দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 

18. 20 ফুট লম্বা ও 150.199 ভারী АВ দণ্ডটিকে 4 ও В প্রান্তে ধারণ করিয়! 
ছুই ব্যক্তি উহাকে অন্ুভূমিকভাবে বহন করে 4 প্রান্তস্থিত ব্যক্তি যদি 90 পাউণ্ড 
ভার বহন করে, তবে 4 হইতে দগ্ডটির ভারকেন্দের দূরত্ব নির্ণয় কর। অপর ব্যক্তি 
৪ বিন্দুর বদলে 0 বিন্দুতে যদি দণ্ডটিকে ধারণ করিত, তবে তাহাকে 80 পাউণ্ড ভার 
বহন করিতে হইত। ACA দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। 

14, এক ব্যক্তি একটি হালকা লাঠির এক মাথায় বীধিয়! 6 পাউণ্ড ভারী একটি 
«Уй কাধের উপর বহন করে। লাঠিটির পুঁটলি-বীধা মাথা হইতে কাধের দুরত্ব 
6 ইঞ্চি। লাঠিটির উপর কোন্‌ বিন্দুতে পু'টলির ভারের অর্ধেকের সমান চাপ দিলে 
ভারসাম্য স্থাপিত হইবে? 

15. "10 ইঞ্চি লম্বা ও 19 পাউণ্ড ভারী একটি সমদণ্ড একটি অন্ুভূমিক টেবিলের 
উপর এমনভাবে রহিয়াছে যে, উহার 8 ইঞ্চি পরিমাণ অংশ টেবিলের বাহিরে বাড়িয়! 
আছে।. টেবিলের বাহিরে кеби গান্ত হইতে সবচেয়ে কত বেশী ভার ঝুলাইয়! দিলে 
ভারসাম্য অক্ষুণ্ন থাকিবে? " 

116, একটি লোহার সমদণ্ডের প্রতি ফুটের ওজন 4 পাউগ্ড। ее মাথায় 

5 পাউগ্ডের ভার ঝুলাইয়া দিলে এ মাথা হইতে 2 ফুট দূরে একটি বিন্দুতে উহ্‌ স্থস্থিত 

হয়। দণ্ডটির দৈর্ঘ্য কত ?. [ ©. 0. Matric: 1924 ] 

[সংকেত ঃ দৈর্ঘ্য গ ফুট হইলে দণ্ডটির ভার 81 পাউণ্ড । кеб যে-বিন্দুতে 

জুস্থিত, মধ্যবিন্দু হইতে সেই বিন্দুর দূরত্ব (/-.2) ফুট। ."..0-2)8!1=5 хә, 
ইত্যাদি 11] s 

178 ফুট লম্বা ও 1 পাউণ্ড ভারী একটি সমদণ্ড একই অনুভূমিক রেখায় 
পরস্পর হইতে 9 ইঞ্চি দূরে অবস্থিত দুইটি খোটার উপর স্থাপিত। একটি -খোঁটার 
উপর চাপ যদ্দিংঅপর খেোটার উপর চাপ অপেক্ষা ৪ পাউণ্ড বেশী হয়, তবে хей 
অবস্থান নির্ণর কর। : 

গ. (хп)—12 
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18. দুই ব্যক্তি একটি হালক! তক্তার উপর 311 পাউণ্ড ওজনের একখণ্ড পাথর 
বহন করিতে চাহে। তক্তাখানির কোন্‌ বিন্দুতে পাখরখণ্ড স্থাপন করিলে, 'একজন 
অপরজন অপেক্ষা 205 পাউণ্ড বেশী ভার বহন করিবে? 

19. ৪ ফুট লম্বা একটি সরল বংশদণ্ডের প্রান্তদ্র একই অন্ভূমিক রেখায় স্থাপিত 
দুইটি মহুণ খোঁটা 2 ও (-এর উপর স্থাপিত। দণ্ডটির R বিন্দু হইতে একটি ভার 


ঝুলিতেছে। যদি PR=3RQ হয় এবং 0 বিন্দুতে চাপ যদি Р বিন্দুতে চাপ অপেক্ষা 


395 পাউণ্ড বেশী হয়, তবে ভরটির ওজন নির্ণয় কর। 

20. 6 ফুট লম্বা একটি হালকা দণ্ডের দুইপ্রান্ত দুই ব্যক্তির কাধে স্থাপিত। 
ওঁ দণ্ড হইতে 13} হন্দরের একটি পিপা ঝুলিতেছে। যে-বিন্দু হইতে পিপাটি ঝুলানো, 
সেই বিন্দু এক ব্যক্তি অপেক্ষা অপর ব্যক্তির দিকে 1 ফুট অধিকতর নিকটবর্তী | 

কাধে কত চাপ পড়িতেছে? 

91. 9 ফুট লম্বা হালকা! একখানা বাশের ছুই প্রান্ত ছুই ব্যক্তির কাধে স্থাপিত। 
বাশের যে-বিন্দু হইতে 225 পাউণ্ডের একটি ভার ঝুলিতেছে, সেই বিন্দু এক ব্যক্তি 
অপেক্ষা অপর ব্যক্তির 1 ফুট নিকটতর | উহাদের প্রত্যেকের কীধে কত চাপ পড়ে? 

22. ৪ ফুট 6 ইঞ্চি লম্বা ও 9 পাউণ্ড ভারী একটি অনুভূমিক সমদণ্ডের এক প্রান্ত 
একটি মস্থণ পেরেকের উপর স্থাপিত এবং অপর প্রান্ত হইতে 6 ইঞ্চি দূরে একটি বিন্দুর 
সহিত যুক্ত একগাছি উলম্ব দড়ির সাহায্যে দণ্ডটি ধৃত। দড়ির টান নির্ণয় কর। 

23. পরস্পর হইতে 18 ইঞ্চি দূরে সক্রিয় এমন দুইটি অসদৃশ সমান্তরাল বল নির্ণর 
কর, যাহারা উহাদের বৃহত্তর বলটি হইতে ৪ ইঞ্চি দূরে সক্রিয় 30 পাউণ্ড একটি সমান্তরাল 
বলের সমান। [0. U. ISe. 1989 ] 

24. একটি হালক! দণ্ডের দুই প্রান্তে ঝুলাইলে, 10 পাউণ্ড ও т পাউগ্ডের দুইটি 
‘ভার সাম্যাবস্থায় থাকে। যদি বৃহত্তর ভারটির সহিত 3 পাউণ্ড ভার যুক্ত হয়, তবে 
সাম্যাবস্থা রক্ষার জন্য আলঙ্ব-বিন্দু অর্থাৎ ভার-ছুইটির লব্ধির প্রয়োগ-বিন্দু 1 ইঞ্চি রিয়া 
যায়। দণ্ডটির দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। LO. U. Matric. 1919 ] 

95. 10 পাউণ্ড ও 15 পাউণ্ডের দুইটি সমান্তরাল বলের লক্ধির ক্রিয়ারেখা ক্ষুদ্বতর 
বলটি হইতে 90 ফুট দূরে অবস্থিত। বল-দুইটির ক্রিয়ারেখার মধ্যবর্তী দূরত্ব নির্ণয় 
কর। 


26. 8 পাউণ্ড ভারী ও 4 ফুট লম্বা একটি সমদণ্ড। উহা .এক প্রান্তের দিকে 
একটি পেরেকের উপর স্থাপিত। অপর প্রান্তে প্রযুক্ত উপরের দিকে উল্লম্বভাবে সক্রিয় 
1 পাউণ্ড বল দ্বারা উহা সাম্যাবস্থায় আছে। দণ্ডটির কেন্দ্র হইতে পেরেকের দুরত্ব 
гет ; 

27. পরস্পর হইতে 9 ইঞ্চি দূরে অবস্থিত দুইটি পেরেকের উপর 16 ইঞ্চি লম্বা 
একটি দণ্ড এমনভাবে স্থাপিত রহিয়াছে যে, উহার মধ্যবিন্দু পেরেক-ছুইটির ঠিক মধ্যস্থলে 
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আছে। সাম্যাবস্থা অক্ষ রাখিয়া দণ্ডটির ছুই প্রান্ত হইতে পর পর যে বৃহত্তম ভার 
ঝুলানো! যায়, তাহারা যথাক্রমে 4 ও 5 91991 দণ্ডটির ভার ও 2 ভারের প্রয়োগ- 
বিন্দু নির্ণয় কর। LU. P. B. 1940] 

28. দুইটি অসদৃশ সমান্তরাল বল 2 ও 0 (Р > 0) যথাক্রমে 4 ও В বিন্দুতে 
সক্রিয়। যদি рео উভয়েরই সহিত % বল যুক্ত হয়, তবে প্রমাণ কর যে, উহাদের 


aR а দূরত্বে সরিয়া যাইবে, যেখানে 9- 0:48... СУ. В. H. S. 1968] 


29. একটি বর্গক্ষেত্রের ক্রমানুসারে গৃহীত বাহুগুলি বরাবর P, 2P, 8P ও 4P 
বলগুলি সক্রিয়। উহাদের লক্ধি নির্ণয় কর। 

30. 2P, P8 -P এই তিনটি সমান্তরাল বল একটি ত্রিভুজের 4, 790 
শীর্বিন্দুতে সক্রিয় । প্রমাণ কর যে, তাহাদের Эй ৫ বিন্দুগামী, যেখানে BDAG 
একটি সামান্তরিক এবং 4 বিন্দু হইতে AD একটি মধ্যমা। [U. Р. В. 1951 ] 

81. ও দুইটি সদৃশ সমান্তরাল বল একটি বস্তুর দুইটি প্রদত্ত বিন্দুতে সক্রিয়। 
Q বলকে যদি = বলে পরিবর্তিত করা যায়, তবে প্রমাণ কর যে, লব্দির ক্রিয়ারেখা- 


বল-ছুইটি স্থান বিনিময় করিলে যাহা হইত, ঠিক তাহাই হইবে। 

3. 6 পাউণ্ড ভারী ও 4 ফুট этч] একটি সমদণ্ড, উহার একপ্রান্ত হইতে ঝুলানো 
একটি 2 পাউণ্ড ভর দ্বারা একটি খুঁটির উপর эуе রেখায় ধৃত আছে। দণ্ডটির 
মধ্যবিন্দু হইতে খুঁটির দূরত্ব Afa কর। [ W. B. Н. В. 1964] 

33. 4 পাউণ্ড ও 6 পাউগ্ডের দুইটি অসদৃশ সমান্তরাল বল একটি সরল রেখার 
দুইটি বিন্দুতে সক্রিয় এবং তাহাদের প্রয়োগ-বিন্দুদুইটির ব্যবধান এ ফুট। বল-দুইটির 
সহিত সমান সমান বল যুক্ত হইলে উহাদের লব্দির গ্রয়োগ-বিন্দু 9 ফুট দুরে সরিয়া৷ যায়। 
এই সমান বলের মান নির্ণয় কর। [ W. В. H. 3. 1965 ] 

84. ছুই ব্যক্তি একটি ৪ ফুট লম্বা নির্ভার সমদণ্ডের সাহায্যে 4 হন্দরের একটি 
ওজন বহন করে। দণ্ডটির এক প্রান্ত হইতে 13 ফুট দূরে একজন এবং অপর প্রাস্ত 
হইতে 9 ফুট দুরে আরেকজন থাকিলে এবং উহার মধ্যবিন্দু হইতে ভারটি ঝুলানো 
হইলে, প্রত্যেক ব্যক্তি কত ভার বহন করে? [ W. В. Н. 9. 1966 ] 

35. 4 পাউণ্ড ও 6 পাউণ্ডের দুইটি সদৃশ বল একই সরল রেখায় 5 ফুট ব্যবধানে 
দুইটি বিন্দুতে яң! প্রত্যেকটি বলের 1 পাউণ্ড পরিমাণ বৃদ্ধি হইলে, তাহাদের লব্ধ 
কোন্‌ দিকে কতদূর সরিয়া যাইবে? [ W. В. Н. 8. 1967] 

36. 60 কিলোগ্রামের একটি ওজন 4 মিটার লম্বা নির্ভার একটি দণ্ডের সাহায্যে 
দুই ব্যক্তি দ্বারা বাহিত হয়। ওজনটি দণ্ডটির মধ্যবিন্দুতে এবং উহার এক প্রান্ত হইতে 
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% মিটার দুরে একজন ও অপর প্রান্ত হইতে 1 মিটার দুরে আরেকজন থাকিলে, প্রত্যেক 
ব্যক্তি দ্বারা বাহিত ওজন-পরিমাণ নির্ণয় কর। ГҮ. В. Н. 9. 1970] 


37. 2 ফুট লম্বা নির্ভার একটি দণ্ড অনুভূমিক অবস্থায় দুইটি খোঁটার মধ্যে ধৃত 
আছে। খোটাছুইটির ব্যবধান 8 ইঞ্চি এবং উহাদের একটি খোঁটা দণ্ডটির এক প্রান্তে 
রহিয়াছে। দণ্ডের অপর প্রান্তে 5 পাউণ্ডের একটি ভার ঝুলানো থাকিলে, citt- 

» দুইটির উপর চাপের পরিমাণ নির্ণয় কর । [ W. В. Н. 8. 1971 ] 


Зра! дауа 
বলের ভ্রামক ও [41 


( Moment of a Force and Couples ) 


121. Z2 সমান৷ ও SAPA সমাভ্ডলান বল বা" 
JAAA (Two equal and unlike parallel forces ог a couple) 8 দুইটি 
অসদৃশ সমান্তরাল বল যদি অসমান হয়, তবে তাহাদের লঙ্ধি বাহির করা যায়। কিন্ত 
উহার! যদি সমান হয়, তবে তাহাদের লক্ধি-নির্ণয় সম্ভব নয়। বস্তুত এইরূপ সমান ও 
অসদৃশ সমান্তরাল দুইটি বলের লক্ষি হিদাবে কখনও একটিমাত্র বল কল্পনাও করা যায় 
না। এই ধরনের একজোড়া বল একটা ঘূর্ণন সৃষ্টি 
করে এবং এইরকম একজোড়া সমান ও 
অসদৃশ সমান্তরাল বলকে একটি যুগ্মবল 
(a couple) বলে | 

বড় ঘড়ির চাবিতে দম দিবার সময়, দরজার 
হাতল ঘুরাইবার সময় ও দুই আঙুলে লাট, 
ঘুরাইবার সময় যুগ্বাবল প্রয়োগ করা হয়। 

যুগবল যেহেতু ঘূর্ণন ЭЁ করে, সেইহেতু 
ঘূর্ণনৈর দিক্‌ ও মান দ্বার! যুগ্মবলের দিক্‌-মান নির্ণয় 
করিতে হইবে । সুতরাং এখন ঘূর্ণন সম্পর্কে কিছু আলোচনা করা АТФ! 


122. চলন ও সুৰ্ণন (Translation and rotation)? ইতিপূর্বে 
আলোচিত হইয়াছে যে, গতি ছুই প্রকারের হইতে পারে; IN: (1) চলন ও 
(9) ঘূর্ণন। 

গতিবিছ্ার প্রায় সবটাই এই চলন বা চলন্ত বস্তর আলোচন1। এইবার 
ঘূর্ণনের আলোচনা করা প্রয়োজন І 

ঘূর্ণন £ খূর্ণন-সম্বন্ধে প্রথম প্রশ্ন হইল, উহার কারণ কি? বেশী সোজা করিয়া 
বলিলে, বলকেই ঘূর্ণনের কারণ বলিতে হয়। কিন্ত একটি বস্তুর উপর যেখানে হউক 
বল প্রয়োগ করিলেই ধূর্ণন-সঞ্চার হয় না; ঘূর্ণন-সঞ্চার হয় উহার স্থানবিশেষে বল 
প্রয়োগ করিলে । উদাহরণস্বরূপ, ঘরের একপাটি দরজার কথা ভাবা যাক। উহা 
কর্জার উপর চৌকাঠের সঙ্গে জোড়া। কব্জার দিকে দরজাটির প্রস্থ বরাবর ঠেলিলে 
উহা ঘোরে তো নাই, অনেকসময় নড়েও না। আবার দরজার পাল্লার উপর সামনে 
বা পিছনে যে দিকে {8 ঠেলিলে উহা কর্জার উপর ঘুরিবে। দরজার এই উদ্দাহ্রণটি 
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আমাদের সকলেরই কাছে স্থপরিচিত। ইহা হইতে আমরা এই সিদ্ধান্তে উপনীত হই £ 
কোন বস্তু তাঁহার কোন বিন্দুর চতুদিকে যদি ঘোরে, ভবে উহার উপর 
প্রযুক্ত বলের ক্রিয়ারেখা কখনও সেই বিন্দু দিয়! যায় ন। 
ঘূর্ণন-সম্বন্ধে দ্বিতীয় প্রশ্ন, উহার পরিমাণ কিসের উপর নির্ভর করে এবং তাহা 
মাপিবার উপায়ই বা কি? নিচে বণিত পরীক্ষার মধ্যে এই প্রশ্নের উত্তর পাওয়া 
যাইবে। 
* পরীক্ষা 57নং চিত্রের মতো একটি ধাতুর পাতল! পাত অনুভূমিক একটি 
অক্ষের 0 বিন্দুতে উন্নম্বভাবে স্থাপিত। অক্ষটি 
অত্যন্ত মস্থণ এবং পাতটি প্রায় অবাধে উহার 
চারিদিকে ঘুরিতে পারে। পাতটির 4 ও B বিন্দুতে 
ছুইগাছি হালকা (অস্থিতিস্থাপক) দড়ি বাধা 
আছে। 
এখন, (1) 4 বিন্দুতে বাধা দড়িটির অপর 
মাথায় যদি একটি Paga বাধিয়া টান! যায়, তবে 
পাতটি ঘড়ির কাটার উল্টাদিকে ঘুরিতে শুরু 
пета করিবে। 
আর যদি 4 বিন্দুর দড়িতে কিছু না বাধিয়া, 
(2) B বিন্দুর দড়িটির মাথায় একটি ভার ঝুলানে! যায়, তবে পাতখানি ঘড়ির কাটার 
দিকে ঘুরিতে আরম্ভ করিবে। 
._ (8) তৃতীয়ত, В বিন্দুর দড়ির মাথায় একটি ভার ঝুলাইবার সঙ্গে সঙ্গে 4 বিন্দুর 
দড়িটির মাথায় একটি স্িং-তুল! বীধিয়া যদি উপযুক্ত পরিমাণ টান দেওয়া যায়, তবে 
পাতটি স্থির রাখা যায়। 
উপরের প্রথম দুইটি ঘটনা হইতে প্রত্যক্ষ হয় যে, বলের ক্রিয়ারেখা তথা 
প্রয়োগ-বিন্দু ঘূর্ণন-কেন্দ্রের কোন্‌ দিকে অবস্থিত তাহার উপর ঘূর্ণনের 
গতিমুখ নির্ভর করে। দ্বিতীয়ত, পরীক্ষার তৃতীয় অংশে টানের পরিমাণ Т, 
ভরটির, ওজন W এবং О হইতে টান ও ভারের ক্রিয়ারেখার этең যদি যথাক্রমে 
ON ও ОМ হয়, তবে প্রত্যক্ষ করা যায় যে, 
T.ON = W.OM. 
ইহা হইতে প্রমাণিত হয় যে, ঘূর্ণন-প্রবণতার পরিমাপ শুধু প্রযুক্ত বলের মানের 
উপরই নির্ভর করে না। উহা & বল ও উক্ত বলের ক্রিয়ারেখ। হইতে 
ঘর্ন-কেন্দ্রের লব-দুরত্বের গুণফলের উপরই নির্ভর করে। 
123. (а) রাস (Moment or torque)? এইমাত্র দেখা গেল, একটি 
বস্ত যদি কোন বলের ক্রিয়ায় কোন স্থিরবিন্দুর চারিদিকে ঘোরে, তবে উহার খুর্ণন- 
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প্রবণতার পরিমাপ হয় এ বলের মান ও বলটির ক্রিয়ারেখা হইতে Ә স্থিরবিন্দুর ল্ব- 
দূরত্বের গুণফল দ্বারা । ইহাকেই আমরা সংক্ষেপে ভ্রামক বলি। তাহা হইলে, 

কোন বিন্দুর চারিদিকে কোন বলের ভ্রামক বলিতে, এ বল এবং এ 
বিন্দু হইতে উহার ক্রিয়ারেখার লন্ব-দুরত্বের গুণফলকে বুঝায়। 

(b) SaaS ও ANAS ত্রাস (Positive and negative 
moments) 2 122 অনুচ্ছেদে বণিত পরীক্ষার (1) ও (2) অংশ হইতে দেখ! যায় 
যে, ঘূর্ণন-প্রবণতা পরস্পর বিপরীতমুখী হইতে পারে। ভ্রামক ঘূর্ণন-প্রবণতারই 
পরিমাপ। কাজেই পরস্পর বিপরীতমুখী ভ্রামক বুঝাইতে হইলে ধন- ও খণ- চিহ্ন 
ব্যবহার করিতে হয়। সাধারণ রীতি হইল এই যে, ঘড়ির কাটার গতির উল্টাদিকে মুখ 
হইলে ভ্রামক ধনাত্মক এবং ঘড়ির কাটার গতির দিকে মুখ হইলে উহাকে খণাত্মক ধরা 
হয়। বলা বাহুল্য, ধনাত্মক ভ্রামক যোগ-চিহ্ন ছারা এবং খণাত্মুক ভ্রামক বিয়োগ-চিহ্ন 
দ্বারাই চিত হয়। 

124. ভ্ৰামন্কেব্ জ্ঞ্যামিতিক্ক সূচন (Geometrical representa- 
tion of moment); নির্দিষ্ট দৈর্ঘ্যের একটি রেখ! যদি সল্পুৰ্ণরূপে একটি 
বলকে সূচিত করে, তবে যে-কোন বিন্দুর চারিদিকে উহার ভ্রামক এ রেখা 
ও এঁ বিন্দুটি দ্বার! গঠিত ত্রিভুজের দ্বিগুণ ক্ষেত্রফল দ্বারা সূচিত হইবে। 


0 a 
জু] BA 
т А Р В м 
5৪৫)নং চিত্র 5৪৫)নং চিত্র 


2 বলটি যেন АВ রেখা দ্বারা সম্পূর্ণরূপে সুচিত। 0 বিন্দু হইতে AB-I উপর 
зч যেন ОМ. 

তাহা হইলে 0 বিন্দুর চারিদিকে Р বলের ভ্রামক = P.0M = AB.0M 

=9х+АВ.ОМ=29ЛОАВ. 

125. CPS aanza Sakea একটি লে ত্রাস, 
সেই 91 ও ভক্ত হলে ভালোগ-বিল্দুল্ল ANE 
с=з লক্ম-ভজভ্তিমুষ্েে এ বলের (сәен জ্ঞামক্কেন্র 
সমান ==! 

А বিন্দুতে সক্রিয় р বল যেন ДО দ্বারা স্থচিত। প্রমাণ করিতে হইবে যে, 
0 বিন্দুর চারিদিকে 4 বিন্দুতে প্রযুক্ত এবং ДО রেখা দ্বার সুচিত Р বলের ভ্রামক 
= 0 বিন্দুর চারিদিকে 04 রেখার লম্বা ভিমুখে Р বলের বিশ্লেষিতাংশের ভ্রামক। 


О 


184 বলবিদ্ধা] 


ОА রেখার ল্ঘ-অভিমুখে ДО দ্বারা সুচিত 2 বলের বিশ্লেষিতাংশ যেন ID দ্বারা 
স্থচিত। 4707) সামান্তরিক পূর্ণ করা হইল 
এবং D ও 0 বিন্দু 0-এর সহিত যুক্ত হইল। 
0-এর চারিদিকে 2 বলের ভ্রামক= 
2A040, এবং 0 বিন্দুরই চারিদিকে 47) ছারা 
59নং চিত্র স্থচিত P বলের : বিশ্লেষিতাংশের as 
=2A04D. 
এখন, 4207) সামান্তরিক বলিয়া D0 ও OB পরস্পরের সমান্তরাল | 
АОАО ও ДОАР একই ভূমি ОД এবং একই সমান্তরাল-যুগলল DO 
ও ОВ-Я মধ্যে অবস্থিত। .._ 4১০৫০. ЛОАР; 
2১040 - 9১047). 
9 বিন্দুর চারিদিকে 2 বলের ভ্রামক-এ বিন্দুরই চারিদিকে ОЛ M- 
অভিমুখে Р বলের বিশ্লেষিতাংশের ভ্রামক। 

126. সসনিল্দু ZS তেল ARAI PNIA с=- 
কোন বিন্ছুল চাল্লিদ্ছিন্কে উহাতে ASF সমান ও 
faai (The moments of two concurrent forces about any 
point ôn the line of action of their resultant are equal and opposite) 3 

АВ ও AD রেখ| বরাবর সক্রিয় Р ও 0 বল-ছুইটির লঙ্ধি 7 যেন ДО 
বরাবর সক্রিয়। ACA উপর যে-কোন বিন্দু 0 লওয়া D ৫ 
হইগ এবং 4802 দামাস্তরিক পূর্ণ করা হইল । а 


এখন AD যে-মাপকাঠিতে Q বল zS করে, 
বল-সামান্তরিক প্রতিজ্ঞা অনুসারে সেই মাপকাঠিতে ap A Pe 
ও 40 যথাক্রমে ৮ ও В বগ সুচিত করিবে । ABCD 60নং চিত্র 
সামান্তরিক বগিয়া, A4D0= ДАВО. কিন্ত 9/২/70 ও 2/১47)0, 0 বিন্দুর 
চারিদিকে যথাক্রমে р ও 0 বলের ভ্রামক সুচিত করে। কাজেই ভ্রামক-ঢুইটি সমান 
ও স্পষ্টতই বিপরীতমুখী | 


б 127. 9S3 সমভহুল কান বিল্দুল চাল্িদিতিক 
(IRA == এন) 2212 বলের ভ্রাসহ্কেল হৈজিক সম 
এ লিল্দুল SARE ভাহাদেল Еки ASFA সমান 
(The algebraic sum of the moments of any two forces not forming 
a couple about any point in their plane is equal to the moment of 
their resultant about that point) 2 
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(1) বল-ছুইটি যদি পরস্পরচ্ছেদী হয়, তবে 2 ও 9 বল-ছুইটি যেন 


— — | -> 
যথাক্রমে AX ও AY রেখা বরাবর সক্রিয় এবং 4% ও 4Y-র সমতলে 0 যেন 
যে-কোন একটি বিন্দু। 


` 


\ 
\ 
\ 
А Р: B X 


610)নং চিত্র - 61()নং চিত্র 
Axa সমান্তরাল করিয়া 07 রেখা টানা হইল এবং উহা যেন ЛУ 
রেখাকে D বিন্দুতে ছেদ করে। 


এখন, যে-মাপকাঠিতে AD রেখ। 0 বলকে স্থচিত করে, সেই মাপকাঠিতে 
АВ রেখা যেন Р বলকে (55 করে। 4707) সামাস্তরিক পূর্ণ করিয়া 40 কর্ণ 
যুক্ত কর! হইল। স্পষ্টতই ДО রেখা 2 ও (-র লঙ্ধি 7-বলকে স্থচিত করিবে | 
() о বিন্দু BAD কোণের বাহিরে অবস্থিত হইলে 61(৫)নধ চিত্র wana 
0-র চারিদিকে 2, 0 ও В বলের প্রত্যেকটির ভ্রামক ধনাত্মক | 
о бча চারিদিকে 2 বগের ভ্রামক+& বিন্দুর চারিদিকে 0 বলের 
ভ্রামক=2A04B+2A 04D 
=2A4B0+2A0AD, 0: AOAB ও AABO একই ভূমি AB ও একই 
সমান্তরাল-মুগণের মধ্যে অবস্থিত বলিয়! সমান। ) 
=2A4D0 +2A 04D 
=2A040 
= 0 বিন্দুর চারিদিকে R বলের ভ্রামক। 
(ii) 61(6)নং চিত্রের 919 0 যদি BAD কোণের অন্তঃস্থ হয়, তবে 0 বিন্দুর 
চারিদিকে 2 ও R বলের ভ্রামক ধনাত্মক, Q বলের ভ্রামক খণাত্মক। 
0 বিন্দুর চারিদিকে р «ля ভ্রামক+এ বিন্দুর চারিদিকে 0 বলের 
ভামক =2ЛОАВ +(-2ЛОАР) 
=2A4B0-2A04AD, ['." AABO  ЛОАВ একই ভূমি AB ও একই 
সমান্তরাল-যুগলের মধ্যে অবস্থিত 1 ] 
-9/১47)0-9/১047) 
=2A040 ; 
=0 বিন্দুর চারিদিকে R বলের ভ্রামক। 
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(2) বল-দুইটি যদি সমান্তরাল হয়, তবে যেন উহারা সদৃশ 
0 বিন্দু হইতে Р ও ( বলের ক্রিয়ারেখার উপর লম্বভাবে DAB রেখা টানা 


R=| Pra 


61(0)নং চিত্র 610)নং চিত্র 


হইলে, উহা! যেন 2 বলের ক্রিয়ারেখাকে А বিন্দুতে এবং 0 বলের ক্রিয়ারেখাকে 
В বিন্দুতে ছেদ করে। 7 ও 0-র লন্ধি R যেন 0 বিন্দুগামী। 
". P.40=0.BC. 
G) 0 যদি 6109)নং চিত্রের ন্যায় AB রেখার বাহিরে বামে থাকে, তবে এ 
বিন্দুর চারিদিকে р বলের ভ্রামক + এ বিন্দুর চাক্সিদিকে 0 বলের ভ্রামক 
=Р.0А+0.ОВ 
=Р.(00- 40) + Q.(00 + ВО) 
=Р.00-Р.40+ 9.00+ О©.ВО 
=(P +0).00, [`` Р.д0=9.В0] 
= В.00, [2 R=P+Q] 
»0 বিন্দুর চারিদিকে  লক্ির ভ্রামক। 
Gi) আবার 61()নং চিত্রের ন্যায় 0 বিন্দু যদি 4 ও BA অন্তঃস্থ হয়, তবে 
0 বিন্দুর চারিদিকে Р বলের ভ্রামক+ এ বিন্দুর চারিদিকে 0 বলের ভ্রামক 
= — P.0A + Q.0B 
= — P.(A0 + ОС) + @(В0 - 00) 
= - P.40 - P.00 + Q.BC - 0.00 
=-(P+0)00, [7 240-080] 


Р p 
P-QsR PAR 
57575 5 С А 5 
а а 


61(6)নং চিত্র \ вцуж চিত্র 
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=-R.00, [7 R=P+Q] 
=0 বিন্দুর চারিদিকে # яч ভ্রামক। 

Gii) বল-ছুইটি যদি অসমান, অসদৃশ ও সমাস্তরাল হয়, তবে যেন Р ৯০, 
এখন 0 বিন্দুর মধ্য দিয়া অঙ্কিত OAB অথবা ДОВ রেখাটি যেন ৮ ও 0-র ক্রিয়া- 
রেখাকে যথাক্রমে 4 ও В বিন্দুতে লম্বভাবে ছেদ করে। স্পষ্টত 7 ও 0-র লক্ধি 
R=P-Q. В যেন 047 বা ВОА-Я বর্ধিতাংশের উপর 0 বিন্দুতে সব্রিয়। 

এইবার, 61(6)নং চিত্রে 

0 বিন্দুর চারিদিকে Р বলের ভ্রামক+-0 বলের ভ্রামক 

=Р.20- 0.08 
=Р.00+Р.20- 900+ BO) 

| =Р.00+Р.40- 9.00- 080 
=(P- 0)00= В.00 
=0 বিন্দুর চারিদিকে P ও оч а ভ্রামক। 

61(/)নং চিত্রে 
* 0 বিন্দুর চারিদিকে Р বলের ভ্রামক + ( বলের ভ্রামক 

= -Р.40- 9.08 
= - Р(00- 40)- 0(В0- 00) 
= -Р.00+Р.20- 9.В0+ 9.00 
= -(р- 0)00= - В.00 
= 0 বিন্দুর চারিদিকে 2 0-র লক্ধির ভ্রামক। 

বি. দ্র. 127 অনুচ্ছেদে বর্ণিত প্রতিজ্ঞাটি Varignon’s Theorem নামে 
পরিচিত। 


128. একটি mza ака Феја একই ASTA 
HETI AC সংশ্যক асела দিক একটি fRA 
আলে, ভনে ©} aaea AAC aa লালিদিকন্কে ©} 
aasa азса £বজিল্কি a Baa ечки 
aca সমান (1 апу number of coplanar forces acting оп а 
rigid body have a resultant, the algebraic sum of the moments of 
those forces about any point in their plane is equal to that of their 
resultant about the same point) $ 

একটি কঠোর বস্তুর উপর একই সমতলে সক্রিয় Ру, 7৯, 2৪১... , প্রভৃতি বলের 
প্রথম-দুইটির эй ,, এই লক্ধি ও তৃতীয়টির эй Ra Ra ও চতুর্থটির ч Ra 
ইত্যাদি ক্রমে সবকয়টির লক্ধি যেন R. 


188 বলবিদ্যা 


এখন ভ্যারিগনন-এর প্রতিজ্ঞ! অনুসারে, একটি বিন্দুর চারিদিকে Р, ও Р, 
ভ্রামকের বৈজিক সমষ্টি এ বিন্দুর চারিদিকে #,-এর ভামকের সমান। অনুরূপভাবে একই 
বিন্দুর চারিদিকে Б, ও 7০৪-র ভ্রামকের বৈজিক সমষ্টি এ বিন্দুর চারিদিকে л. 
ভ্রামরের সমান । স্থতরাং একই বিন্দুর চারিদিকে Pa, р, ও Р,-т ভ্রামকের বৈজিক 
সমষ্টি এ বিন্দুর চারিদিকে Бул ভ্রামকের সঁমান। অনুরূপভাবে একই বিন্দুর 
চারিদিকে Ру, Pa, Pa ও P,-এর ভামকের বৈজিক সমষ্টি এ বিন্দুর চারিদিকে В.Я 
ভ্রামকের সমান। এইভাবে শেষপর্যন্ত একই বিন্দুর চারিদিকে সবকয়টি বলের ভ্রামকের 
বৈজিক সমষ্টি এ বিন্দুরই চারিদিকে তাহাদের লব্ধি €-এর ভ্রামকের সমান। 

7. নিৰ্দিষ্ট বিন্দুটি হইতে Pa, Pa, Po, Paro প্রভৃতি বলের ক্রিয়ারেখার 
লঙ্ব-দূরত্ব ЧЇЙ যথাক্রমে %, шә, ৪, ০4১. প্রভৃতি এবং এ বিন্দু হইতে উহাদের লক্ধি 
Б-я লক্গ-দূরত্ব যদি Х হয়, তবে 

12505122209 1725054৮৮৮৮» RX. 


অন্ুসিদ্ধান্ত 1. Pa, Pa, Pa, Payo ইত্যাদি সদৃশ ও সমান্তরাল বল হইলে, 
R=Pi+Pat+ Pst Pit 

Р.т: +Рата+ Pots t+ Pats te 

৮5৮7545454০ 

অনুসিদ্ধান্ত 2. P+ Рат, t Porst =0 হইলে, ВХ=0; সুতরাং 
সেক্ষেত্রে হয় 0) Їй R=0, নয় (ii) X=0, অর্থাৎ যে-বিন্দুর চারিদিকে ভ্রামক গ্রহণ 
করা৷ হইয়াছে, লক্ধির ক্রিয়ারেখা সেই বিন্দু দিয়া যায়। 

উদাহরণ 1. ভারহীন একটি সমদণ্ডের এক প্রান্ত হইতে ফুট ও 4 ফুট দূরে 
যথাক্রমে 10 ও 2 এককের দুইটি সদৃশ সমান্তরাল বল лї! উহাদের লব্দির মান ও 
প্রয়োগ-বিন্দু নির্ণয় কর। 


4 রেখা যেন দণডটিকে সুচিত করে। উহার 4 প্রান্ত হইতে 9 ফুট দুরে 


এবং X 


Й 0 р 3 0 বিন্দুতে 10 একক বল, 4 ফুট ттр বিন্দুতে 
E এ একক বল এবং ফুট দূরে এ বিন্দুতে যেন এ 
69নং চিত্র 10 ও. একক বলের 1 সক্রিয়। 4 বিন্দুর 


চারিদিকে ভ্রামক লইলে, উপাংশ 10 ও একক বলের ভ্রামকের বৈজিক সমষ্টি অবশ্যই 
এ বিন্দুর চারিদিকে эйт ভ্রামকের সমান হইবে। বল-দুইটি সদৃশ ও সমান্তরাল বলিয়া 
তাহাদের লব্ধির মান 

=10+2=12 একক। 


ў 7 

রর কি 

`+ 2082+4% ৮0227 7. e=% oo б-а ফুট £ ইঞ্চি। 
3 
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অতএব, প্রদত্ত বল-ছুইটির লক্ধির মান 19 একক এবং 4 বিন্দু হইতে ৪ ফুট 
4 ইঞ্চি দূরে এ দণ্ডের উপরিস্থ বিন্দুটিই উহার প্রয়োগ-বিন্দু। 

উদ্দাহুরণ 2. একটি টেবিলের কিনারায় লম্ব-অভিমুখী একটি লাইন বরাবর এ 
কিনারা হইতে যথাক্রমে 4, 8, এ ও ] ফুট দুরে 9, 4,8 ও 16 পাউণ্ডের ভর পর পর 
স্থাপিত হইলে, টেবিলের কিনার! হইতে লন্ধিবলের প্রয়োগ-বিন্দু ও উহার মান নির্ণয় 
কর। [ 0. U. Matric. 1917 ] 


টেবিলের কিনার! হইতে উল্লিখিত লঙ্বরেখাটি যেন ИВ. 4 বিন্দু হইতে নির্ণেয় 
«їйї প্রয়োগ-বিন্দু যেন এ রেখায় ৫ ফুট দূরে অবস্থিত। ভরগুলির ভারসমূহ একশ্রেণীর 
সদৃশ ও সমান্তরাল বল বলিয়া, উহাদের লব্ধি-(০+4+8+16)-90 71961 4-র 
চারিদিকে ভামক লইলে, 

9х4+4х3+8х9+16х1= 302; 
অথবা, 8+19+16+16= 802; 
অথবা, 52= 302. 
з= ফুট । 

< নির্ণের লঙ্ধিবলের মান 80 পাউণ্ড এবং উহার প্রয়োগ-বিন্দু ভরগুলির 
রেখায় ( অর্থাৎ, ДВ রেখায় ) টেবিলের কিনার! হইতে 134 ফুট দূরে। 

উদাহরণ 8. 20 ফুট লম্বা ও 40 পাউণ্ড ভারী একখানি সমসত্ব তক্তা АВ 
দ্বার! রচিত sea-saw নামক দোলনার А প্রান্ত হইতে ৪ ফুট দূরে একটি আলম্ব-বিন্দুতে 
সাম্যাবস্থায় ধৃত থাকে। দুইটি বালক Jack ও Тош যখন এ তক্তার যথাক্রমে 4.ও 
В বিন্দুতে বসে, তখন তক্তাখানি সাম্যাবস্থায় থাকে। Jacka ওজন যদি 100 পাউণ্ড 
হয়, তবে Топ-1 ওজন কত? দ্বিতীয়ত, Тош যদি 4 বিন্দুতে বসে, তবে В প্রান্ত 
হইতে কতদুরে Jack বসিলে তক্তাখানি সাম্যাবস্থায় থাকিবে? 

উল্লিখিত АВ তক্তাখানি সমসত্ব বলিয়া উহার মধ্যবিন্দুতে ভার সক্রিয়।, অর্থাৎ 
4 হইতে 10 ফুট দুরে, 0 বিন্দুতে যেন 
তক্তাখানির ভার সক্রিয়। 4 হইতে ৪ ফুট 4 4৮ В 
দুরে আলম্ব-বিন্দুটি যদি 0 হয়, তবে 0 বিন্দুর бат ба 
এক পাশে £0-এর ওজন 100 পাউণ্ড এবং অপর পাশে তক্তার ওজন 40 পাউণ্ড ও 
Топ-49 ওজন, W পাউণ্ড, যেন সক্রিয় | তাহা হইলে О বিন্দুর চারিদিকে ভামক 
লইলে, 100х8=40х9+197:. 

[...0০-10-8-9 ফুট, এবং БО=ВО+00=10+2=19 ফুট ] 


৪০০-৪0..720. 0) দাউ 
হত ONR 
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দ্বিতীয় ক্ষেত্রে আলঙ্ব-বিন্দু 0-র এক পাশে Топ-47 ওজন 60 পাউণ্ড এবং অপর 
পাশে তক্তার ভার 40 পাউণ্ড ও Jaca ওজন 100 MESI Jack যেন В প্রান্ত 
হইতে এ ফুট দুরে, অর্থাৎ 0 হইতে 19-৫ ফুট দূরে বসিয়াছে। তাহা হইলে 0 বিন্দুর 
চারিদিকে ভ্রামক লইয়া, 
60х8=40х 2+ 100(12 - 2), 
অথবা, 480 - 80 — 1200 = — 100, অথবা, 100% = 800 - 
ily ০৪ ফুট | 
c দ্বিতীয় ক্ষেত্রে Jack যদি В প্রান্ত হইতে ৪ ফুট দূরে বসে, তবেই 
তক্তাখানি সাম্যাবস্থায় থাকিবে । 
উদ্দাহরণ 4. তিনটি বল 2, 2P ও зр যথাক্রমে АБО সমবাহু ত্রিভুজের ИВ, 
ВО ও ОА বাহু বরাবর সক্রিয়। বল-তিনটির afa মান, দিক্‌ ও ВО বাহুর যে-বিন্দুতে 
উহার ক্রিয়ারেখা মিলিত হয়, সেই বিন্দু নির্ণয় কর। [ С. U. Т.Эс. 1953 ] 
A ВО 9 50-এর লশ্ব-অভিমুখে বলগুপির বিশ্লেষিতাংশের 
বৈজিক সমষ্টি যথাক্রমে Э ছুই রেখ! বরাবর উহাদের লক্ির 
> ap п বিশ্লেষিতাংশের সমান। এই লক্ধি বদি 78 হয় এবং БО 
ও BOA লম্ব-অভিমুখে উহার বিশ্লেষিতাংশ যদি যথাক্রমে 
XS ү হয়, তবে 
X=2P -3P соз 60°— Р cos 60° 


бр Уер—орыб: 
৪৮ ৮- 2 =2р-9р-0; 


> 2P с 


64নং চিত্র 


এবং Y=3P sin 60°— Р sin 60° 
=3P 3-238 38243. ЗР. 


R= JX +Y 
= /0+С3Р)# = 4৪৮, 
স্পইতই এই я BOA লঙগ-অভিমুখে সক্রিয়। 
এইবার АВО ত্রিভুজের বাহুগুলির প্রত্যেকটির দৈর্ঘ্য যদি ৫ হয় এবং БО বাহুর 
ংশের D বিন্দুতে যদি এ লব্দির ক্রিয়ারেখা ছেদ করে, তবে р বিন্দুর চারিদিকে 
বলগুলির 37 রেখার লম্ব-অভিমুখী বিশ্লেধিতাধশের ভ্রামক-সমষ্টি чэ হইবে, কারণ এ 
aR р বিন্দুগামী । 
ЗР sin 60° x CD- P sin 60° x BD=0, [195 অহচ্ছেদ অনুসারে ] 
অথবা, ৪৮ 07-৫+ 07) ; 


রা 
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বা. 30D=a+0D; 
বা, 907) =a. 
77- &. 
01) 9 


বলগুলির লক্দির ক্রিয়ারেখা 0 বিন্দু হইতে BOA বর্ধিতাংশের উপর সমবাহু 
| ত্রিভূজটির একটি বাহুর অর্ধেক পরিমাণ দূরে ছেদ করিবে। 


উদাহরণ 5. . АВО সমকোণী ত্রিভুজের 4 বিন্দুতে সমকোণ এবং ДО বাহু 4 ফুট 
দীর্ঘ। 4, ও 0 বিন্দুর চারিদিকে কোন একটি বলের с 
ভ্রামক যথাক্রমে একই মুখে 8, 8 ও 16 একক হইলে, এ 
বলের মান ও ক্রিয়ারেখা নির্ণয় কর! [P. U. 1941 ] 

fef বলটির মান যেন একক деве ^ в 
হইতে এ বলের ক্রিয়ারেখার উপর TILTA দৈর্ঘ্য যথাক্রমে 
যেন 2: ও т. 4, B ও 03 চারিদিকে এ বলের 
ভ্রামকত্রয় একমুখী বলিয়া এ বলের ক্রিয়ারেখা АВО 
fazaa বাহিরে সক্রিয় । অতএব, প্রশ্নান্থপারে боя চিত্র 


Рг =8 } 
এবং 
4978 


D 


еа. 
ee Dig, 
অর্থাৎ, р বলের ক্রিয়ারেখা হইতে 4 ও В বিন্দুর লম্ব-দুরত্ব সমান | 
с. Р বলের ক্রিয়ারেখা АВ রেখার. সমাস্তরাল। 04 রেখাকে বর্ধিত 
করিলে, এ ক্রিয়ারেখাকে যেন р বিন্দুতে ছেদ করে। তাহা হইলে 0D, Р বলের 
ক্রিয়ারেখার উপর 2191 
7. POD=16=2Pr,, [`` Рту=8] 
< 00=924. 
কিন্তু о, স্পষ্টতই ДВ ও Р বলের ক্রিয়ারেখার: মধ্যে লঙব-দূরত্ব। সেইজন্য 
25747), রত CD 7 947). 
অথবা, 04-+47) 947); 
04-47-4 ফুট; 
00 =2.4=8 ফুট। 
P.0D=P.8=16; ৮০ P=2 একক। 
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Сия বলের মান 2 একক এবং উহার ক্রিয়ারেখা AB হইতে 4 ফুট 

দূরে ও 4-র সমান্তরাল | 
উদাহরণ 6. একটি бач টেলিগ্রাফের থামে একটি বিন্দুতে ! ফুট লম্বা একগাছি 
দড়ির এক মাথা আটকানো আছে এবং অপর মাথা ধরিয়া এক ব্যক্তি নির্দিষ্ট বল- 


সহকারে টানিতেছে। প্রমাণ কর যে, দড়িটি যদি থাঁমের 2. ফুট উর্ধে আটকানো 


থাকে, তবেই লোকটির পক্ষে থামটি উল্টাইয়া ফেলার সবচেয়ে বেশী সম্ভাবন]। 
ГС. U. I.8c. 1938 ] 
থামটি যেন Ох. উহার 4 বিন্দুতে দড়িগাছি আটকাইয়া 
ОВ чуу রেখায় в বিন্দু হইতে Р বলে টানিলেই যেন 
থামটি উল্টানো সবচেয়ে স্থবিধা। /.480-এর মান যেন a; 


0 হইতে 27-এর উপর 00 991 AB=1; 60- 08х06 


=0B sina এবং 05-35 Z= aB сова; 


ОО = ОВ sin а= АВ cos а sin а, | `.` ОВ= АВ соза] 
=. Bin a соза 


-4 віп да, [ `.` 2 sin а cos a =sin 2a ] 


=i sin 2a. 
0 বিন্দুর চারিদিকে 2 বলের ভামক৮.60-:% тїп 20. 


এখন এই ভ্রামকের মান যখন বৃহত্তম, তখন থামটি উল্টাইয়! পড়িবার সম্ভাবন! 
সবচেয়ে বেশী। এখন 2 ও (এর মান АВ কেবল sin дат মানই 
পরিবর্তনশীল। স্থতরাং, віп дч মান যখন বৃহত্তম, তখন 7 ভ্রামকের মান 
বৃহত্তম হইবে | 

আমরা জানি, sin 90-7 বৃহত্তম মান =1 = вій п 90°, 
= "কাজেই, 2a =90° হইলে, 


০4১০, 


= 64. g ০১১: / ১ 
Од 4B* 55 АВ sin а=} sin 45 Ja 


4 বিন্দু যখন ভূমি হইতে М ন ইট উচ্চ তখনই থামটি টাই ফেলা 
সবচেয়ে স্থবিধা। 
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উদাহরণ 7. অনুভূমিক রেখার সহিত 30° কোণসম্পন্ন একটি অমস্থণ তলে, 
600 পাউণ্ড ভারী সমসত্ব একটি গোলক কেন্দ্রের মধ্য দিয়া অনুভূমিক একটি বলপ্রয়োগে 
স্থির অবস্থায় রহিয়াছে । বলটির মান নির্ণয় কর। 

АВО নততলের А কোণ 30°, AB অনুভূমিক 
aai উহার р বিন্দুতে 0-কেন্দ্রিক গোলকটি 


р অন্ভূমিক বলের ক্রিয়ায় সাম্যাবস্থায় ধৃত। 
স্পষ্টত р বিন্দুতে একটি অজ্ঞাত প্রতিক্রিয়াও ° eoo m 
সক্তিয়। D বিন্দুর চারিদিকে এই প্রতিক্রিয়ার ভ্রামক [91 €ানং চিত্র 


0 হইতে ачса 40 তলকে যেন এ বিন্দুতে ছেদ করে। DF ও DM 
যথাক্রমে 09 ও р বলের ক্রিয়ারেখার উপর 191 এখন গোলকটি সাম্যাবস্থায় 
থাকায় р বিন্দুর চারিদিকে উহার 600 পাউণ্ড ভারের ও উহার উপর প্রযুক্ত Р বলের 
ভ্রামকের বৈজিক সমষ্টি শূন্য হইবে। 

<. PxDM-600xDF=0; 
<. рхрм=600 x DF. 
কিন্তু LFED=60°= /71)17-র পুরক- / ЕРО; 
©. ДОрМ=30°; 
7:77 ৮3270 ৮507 
БЁ=0®Фх 07-00 оо ০০*- 5 


44 ООВ 
এবং MD=0D* oD OD cos 30 টি 


৮৯০08১০৪০০৮ 2; 


600 _ 600 V3 _ 
ВТ УЕ FS 900 „/8 পাউণ্ড 1 


Satza 8. 19 ফুট দীর্ঘ ও 20 পাউণ্ড ভারী একটি সমদ্ণ্ডের এক প্রান্ত একটি 
бич প্রাচীরের এক বিন্দুতে 9491 দিয়া আটকানো আছে।  দণ্ডটি উহার মধ্য বিন্দুর 
সহিত প্রাচীরের গায়ে যুক্ত 6 ফুট দীর্ঘ একটি দড়ির সাহায্যে অনুভূমিক রেখার সহিত 
30° কোণে ধৃত রহিয়াছে। Э দণ্ডের মুক্তপ্রান্ত হইতে 64 পাউণ্ডের একটি ভার 
ঝুলানো থাকিলে, দড়িগাছি দণ্ডটির সহিত 60° কোণ 


উৎপন্ন করে। দড়ির টান নির্ণয় FRI 

এ 12 ফুট দণ্ডটি যেন АВ. উহার মধ্যবিন্দু 0 প্রাচীর 
É £ AKA বিন্দুর সহিত যুক্ত। 6 ফুট দীর্ঘ ОК দড়ি 
оь leam АВ সহিত 4 ДОК = 60° কোণ উৎপন্ন করিয়াছে। 


68নং চিত্র ДЕ অন্ুভূমিক রেখার উপর! যথাক্রমে 0 ও В হইতে 
গ. (х11)—13 
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0D ও ВЕ 991 4 হইতে ОК ДУ লঙ্ব। স্পষ্টতই OD রেখায় দণ্ডের 
20 পাউণ্ড ভার, ВЕ রেখায় 64 পাউণ্ড ভার এবং OF রেখায় দড়ির টান গা'সক্রিয়। 
ইহা ছাড়া 4 বিন্দুতে অজ্ঞাত একটা প্রতিক্রিয়াও কাজ করিতেছে এবং এই চারিটি 
বলের ক্রিয়ায় দণ্ড সাম্যাবস্থায় আছে। 4 বিন্দুর চারিদিকে অজ্ঞাত বলটির ভ্রামক 
শুন্ত। বিন্দুর চারিদিকে অপর-তিনটি বলের ভ্রামকের বৈজিক সমষ্টিও ч, কেননা 
উহাদের লব শূন্য | 


Tx AF- 20x AD- 64x এন্টি 0. 


27=20х LE а 60-28, УЗ дв 
কিন্ত АР=Д0х 45-10 60 В [740 В| 


19, м8. 
9 х5 3 „/8. 


NE) 


Ар=А40х 40-120 cos 80° =6-%5 =з 1/8; 


Ай =АВх $E = АВ cos 0° =1а.ә/8—6 43. 

T.AF=20.4D + 64.4%. 

Т.З /8=20 x 3 ,/8+64 x 6 „/8 =444 ‚/3. 

2-448-149 পাউণ্ড । 
উদ্দাহুরণ 9. 1 ফুট ব্যাসযুক্ত 09০৪৭৷-নামক দড়ি প্যাচাইবার একটি যন্ত্রের 

অক্ষ হইতে 4 ফুট দীর্ঘ কয়েকটি দণ্ড বর্ধিত 

ব্যাসার্ধের মতো! বাহির হইয়া আছে। 
চারিজন লোকে এইরূপ এক-একটি দণ্ডের 
লম্ব-অভিমুখে সমান বলে ঠেলিয়া! যন্ত্রটিকে 
ঘুরাইয়া 1 টন ভারী একটি নোঙরকে 
তুলিতে সচেষ্ট। নোউরটি ঠিক নড়িবার 
মুহূর্তে প্রত্যেক ব্যক্তি কত বল প্রয়োগ 
করে? 

প্রত্যেক দণ্ডের উপর р পরিমাণ 
বল প্রযুক্ত হইলে, T টানে যেন নোঙরটি 
নড়িবার উপক্রম করে। Capstan-টির 


69নং চিত্র з 
ব্যাস 1 ফুট, কাজেই ব্যাসার্ধ ছুট। উহার অক্ষের চারিদিকে ভ্রামক লইলে, 
4০৮ 4ুল T4: 
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বা, 4рх4=9940х%, [*০ T=1 টন _ 240 পাউণ্ড ] 


79940 _ 
টন 70 পাউগড। 


*. প্রত্যেক ব্যক্তি 70 পাউণ্ড বল প্রয়োগ করিবে 1 


প্রশ্নমালা 13 


1. একটি 9 পাউগ্-ভার সমদণ্ডের ভারকেন্দ্র হইতে 11 ইঞ্চি দুরে একটি 
এ পাউণ্ড বল Saroia নিক্সদিকে সক্রিয় দণ্ডটির উপর লক্ষিবল ও এ লক্ধির প্রয়োগ- 
বিন্দু নির্ণয় কর । 

9. একটি ভারহীন সমদগ্ডের এক প্রান্ত হইতে যথাক্রমে 9, 4 ও 6 ফুট দূরে 
10, а ও 5 একক সদৃশ সমান্তরাল বল সক্কিয়। দণ্ডটি যদি ৪ ফুট দীর্ঘ হয়, তবে লব্দির 
মান ও ете নির্ণয় কর | У [ ©. U. I.Sc. 1917] 

8. двор সমদণ্ডটি অন্ুভূমিকভাবে উহার 4 ও р প্রান্তে 991 উহার 
যথাক্রমে B ও 0 বিন্দু হইতে ৪ পাউণ্ড ও 19 পাউণ্ডের ভার ঝুলানো রহিয়াছে। 
кеб নিজের ওজন 15 পাউণ্ড এবং АБ= 6 ইঞ্চি, 010 ইঞ্চি ও 0) =4 ইঞ্চি 
দণ্ডটির 4 ও р প্রান্তে উরধ্ধচাপ নির্ণর“কর। 

4. একটি чуй [ভারহীন] সমদণ্ডের উপর তিনটি সমান্তরাল বল 
яб প্রত্যেকটি বলের মান 1 পাউণ্ড একটি ডানদিকের এক প্রান্তে 999104 
обира এবং অপর-ছুইটি প্রথমটি হইতে যথাক্রমে 2 ও 3 ফুট দূরে PRTA থাকিলে 
বলগুলির аба মান ও অবস্থান নির্ণয় কর। [ ©. U. Matric. 1912 ] 

5, 9095 711 ও 16 পাউণ্ড ভারী АВ সমদগুটি উহার দুই প্রান্তের সহিত 
যুক্ত দুইটি Зач স্রিংতুলার সাহায্যে অনুভূমিক রেখায় ধৃত। দণ্ডটি উহার 4 প্রান্ত 
হইতে যথাক্রমে 5 ও 15.ফুট দূরে ঝুলানো 10 ও 20 পাউণ্ডের ভার বহন করিলে 
প্রত্যেক তুলায় কত টান পড়িবে? স্পিং-তুলায় ন! ঝুলাইয়! দণ্ডটির কোথায় একটি 
э কীলক স্থাপন করিলে উহা অন্ুভূমিক থাকিবে? 

6. 6 ফুট ল্ব। ও 9 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি সমদণ্ডের দুই প্রান্ত হইতে 6 ও 
19 পাউণ্ড ভার ঝুলানো রহিয়াছে। দণ্ডটির কোন্‌ বিন্দু হইতে ঝুলাইলে উহা 
অন্ভূমিক রেখায় অবস্থিত হইবে? 

7. 4 ফুট লম্বা ও 90 পাউণ্ড ভারী একটি সমদণ্ডের ছুই প্রান্তে 4 ও ৪ পাউণ্ড 
ভার ঝুলানো আছে।  দণ্ডটি যে-বিন্দুতে ধৃত হইলে সাম্যাবস্থায় থাকিবে সেই বিন্দুর 
অবস্থান নির্ণয় কর। LOU. Matric. 1996 ] 

‚8. হুই প্রান্ত হইতে 6 ও10 পাউণ্ড ভার ঝুলিতে থাকিলে একটি 16 পাউণ্ড 
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ভারী সরল ҷи উহার মধ্যবিন্দু হইতে এক ফুট দূরে একটি বিন্দুতে সাম্যাবস্থায় ধৃত 
হইতে পারে। দণ্ডটির দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। [0. U. Matric. 1916 ] 
9. 10 ফুট লম্বা একটি বরগার দুই প্রান্ত হইতে 10 পাউণ্ড ও 100 পাউণ্ড-ভার 
ঝুলিতে থাকিলে উহা 10 পাউগ্ড-ভার হইতে 7 ফুট 3 ইঞ্চি দূরে একটি বিন্দুতে аре 
হর। বরগাটির ভার কত? [0. U. Matric. 1929 ] 
10. 4$ ফুট লম্ব। একখানি বরগা উহার ছুই প্রান্তে দুইটি খুঁটির উপর স্থাপিত। 
প্রত্যেকটি খুঁটির উপর চাপ যদি 5 পাউণ্ড হয়, তবে বরগার কোন্‌ বিন্দু হইতে 
54 পাউগ-ভার ঝুলাইলে একটি খুটির উপর মোট 12 পাউণ্ড চাপ পড়িবে ? 
[ ©. U. Matric. 1930 ] 
11. 20 পাউণ্ড ভারী ও 10 ফুট э] একটি দণ্ডের এক প্রান্ত হইতে 9 ফুট দূরে 
7 পাউণ্ড ভার এব তাহার আরও এক ফুট দূরে 6 পাউগ্ডের দ্বিতীয় একটি ভার 
ঝুলানো আছে। দণ্ডটিকে কোন্‌ বিন্দুতে সাম্যাবস্থায় ধারণ করা যাইবে? 
[ С. U. Matric. 1923 ] 
12. 10 ফুট 791910999 ভরবিশিষ্ট একটি বরগা! উহার এক প্রান্ত হইতে 
£ ফুট দুরে এক বিন্দুতে ধৃত। প্রান্তে 6 পাউণ্ডের একটি ভার স্থাপিত হইয়াছে। 
অপর প্রান্তে কত পাউণ্ড-ভার স্থাপিত হইলে বরগাটি সাম্যাবস্থায় থাকিবে ? 
[0. U. Matric. 1925 ] 
18. 190 গ্রাম ভারী ও 1 মিটার লঙ্কা একটি সমদণ্ড উহার 4 ও B, এই ছুই 
প্রান্তের সহিত যুক্ত দুইটি баң স্পিং-তুলার সাহায্যে অনুভূমিক রহিয়াছে। দণ্ডটির 
0 বিন্দুতে 800 গ্রাম একটি ভার ঝুলাইয়া দিলে, 4 ্রান্তস্থিত তুলায় 270 গ্রাম ভার 
স্থচিত হয়। এ প্রান্তস্থিত তুলায় তখন কত ভার চিত হইবে এবং 40-র দৈর্ঘ্য কত 
তাহা নিৰ্ণয় কর | [W. В. S. F. 1954] 
14. 80 ফুট লম্বা ও 6 টন ভারী একটি সেতুর অনুভূমিক পথ উহার দুই- 
প্রান্তস্থিত দুইটি আশ্রয়-স্তস্তের উপর স্থাপিত। সেতুর উপর দিয়! দুই-তৃতীয়াংশ পথ 
দূরে যখন 9 টন ভারী একটি গাড়ী অবস্থিত হয়, তখন সেতুর প্রত্যেকটি আশ্রয়-সতের 
উপর কত চাপ পড়ে? ГО. U: Matric. 1998] 
15. 86 ফুট লম্বা ও ঠ টন ভারী AB সেতুটি উহার ছুই প্রান্তে দুইটি স্তম্ভের 
উপর স্থাপিত। 3 টন ওজনের একটি গাড়ী যখন A হইতে উহার $ অংশ পথ অতিক্রম 
করে, তখন স্তম্ভ-দুইটির কোন্টির উপর কত চাপ পড়ে? TW. B. H. S. 1966 1 
16. 16 ফুট ল্বা একখানি ৪6-৪৪% দৌলনার তক্তা 1 হন্দর ЫЙ 44 ও 
68 পাউণ্ড ভারী দুইটি বালক" যখন উহার ছুই প্রান্তে বসে, তখন কোন্‌ বিন্দুতে 
তক্তাখানি সাম্যাবস্থায় আশ্রিত হইতে পারে? [ P. U. 1945 ] 
বধ; ঠঠফুট লম্বা ও 20 পাউণ্ড ভারী একটি সমদণ্ডের সাহায্যে একটি লোক ও 
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একটি বালক দুইজনের মাঝে ঝুলাইয়! 55 পাউগ্ডের একটি ভার বহন করে। ভারটিকে 
কোথায় স্থাপন করিলে এ লোকটি বালকের দ্বিগুণ পরিমাণ ওজন বহুন করিবে? 
LO. U. Matric. 1913 ] 
18. 11 ফুট লম্বা ও 40 পাউণ্ড ভারী একটি хуту দণ্ডের ছুই প্রান্ত ধারণ 
করিয়া দুই ব্যক্তি তাহাদের মধ্যে এ দণ্ডে ঝুলানো 110 পাউণ্ডের একটি ভার বহন 
করে। ভারটিকে কোথায় ঝুলাইলে এক ব্যক্তি অপর ব্যক্তি অপেক্ষা দ্বিগুণ ভার বহন 
করিবে? . [ ©. U. Matric. 1930 ] 
19. 10 ফুট লম্বা ও 20 পাউণ্ড ভারী একটি সমসত্ব দণ্ডের দুই প্রান্ত দুইটি খুঁটির 
উপর স্থাপিত। উহার একপ্রান্ত হইতে 4 ফুট দূরে একটি ৪0 পাউণ্ডের ভার ঝুলানো! 
হইলে, খুঁটি-দুইটির উপর চাপ নির্ণয় কর। [ W. В. Н. 8.1968] ` 
20. 19 ফুট লম্বা ও 90 পাউণ্ড ভারী সমসত্ব একটি দণ্ডকে পরস্পর হইতে ৪ ফুট 
দূরে অবস্থিত দুইটি খুঁটির উপর স্থাপন করা হইল। দণ্ডটির এক প্রান্তে 19 পাউণ্ড 
এবং অপর প্রান্তে 4 পাউণ্ড ভার যুক্ত আছে। যে-প্রান্তে 4 পাউণ্ড ভার যুক্ত আছে 
সেই প্রান্ত হইতে 1 ফুট দূরে একটি খুঁটি এবং 4 ফুট দূরে 8 পাউণ্ডের একটি ভার যুক্ত 
হইলে, খুঁটি-দুইটির উপর চাপের পরিমাণ কত হয়? [ W. В. Н. S. 1969 ] 
21. 10 কিলোগ্রাম ওজনের একটি সমসত্ব দণ্ডের একটি প্রান্ত একটি মস্থণ কব্জার 
সহিত আটকানো আছে । অপর প্রান্তে একটি অনুভূমিক বল 2, দণ্ডটকে CAT অবস্থান 
হইতে 45° কোণে অপসারিত করিয়া স্থির রাখিয়াছে। 2-এর মান নির্ণয় কর। 
[ W: В. Н. 8. 1970] 
2. 9 ফুট 91 হালকা 47307) দণ্ডের মধ্যবিন্দুতে নিচুদিকে 15 পাউণ্ডের একটি 
Фая বল সক্রিয়। পরস্পর হইতে 10 ইঞ্চি দূরে অবস্থিত দুইটি পেরেক B ও 0-র 
উপর теб স্থাপিত। О বিন্দুতে চাপ В বিন্দুতে চাপের 509 হইলে, দণ্ডটিকে না 
উল্টাইয়া 7) বিন্দুতে সর্বাধিক কত পর্যন্ত Зач বল নিচুদিকে প্রয়োগ করা যায়? 
[ 0. U. 7.8০. 1954] 
23. এক ব্যক্তি একটি সাধারণ দাড়িপাললার একটি পাল্লায় বসিয়া তাহার পাগড়িটি 
দ্বাড়িপাল্ার আলম্ব-বিন্দু ও এ পালার মধ্যবর্তী কোন বিন্দুতে ঝুলাইয়া রাখে 1 লোকটির 
মাথায় পাগড়ি থাকিলে,সে কি আগের চেয়ে বেশী বা কম ভারী হইত? 
[ В. Н. U. 1.8. 1951 ] 
24. ABCD আয়তক্ষেত্রের ВО বাহু=4 ফুট ; উহার AB, ВО ও 0D বাছু 
বরাবর যথাক্রমে 30 পা., 40 পা. ও 50 পাউণ্ডের বল সক্রিয়। উহাদের লব্ধির 
মান, ВО রেখা বা উহার বর্ধিতাংশের উপর উহার প্রয়োগ-বিন্দু এবং 70-এর সহিত 
উহার কোণ নির্ণয় কর। [ W. В. Н. 8. 1964] 
25. এট কোন বৃত্তের ব্যাস এবং BP ও 80 З বৃত্তের দুইটি পরস্পর-লমচ্ছেদী 
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জ্যা। প্রমাণ কর যে, 4-র চারিদিকে BP এবং ВО দ্বার! স্থচিত বলের ভ্রামক সমান | 
[ 0. U. Matric. 1914 ] 

96. АВО সমকোণী ত্রিভুজের БО, СА ও AB বাহুত্রয় যথাক্রমে 5,4 ও 3 
একক দীর্ঘ। এই বাহ্ত্রয়ের একটির উপর লম্বভাবে কোন বল 2 সক্রির। A, 7 ও 
0 বিন্দুর চারিদিকে 2-র ভ্রামক যথাক্রমে 0, 9 ও 16 একক হইলে, PA মান নির্ণয় 
কর। 

27. একটি আলোর থামের এক বিন্দুতে 20/2 ফুট লম্বা একখণ্ড শক্ত দড়ির 
এক মাথা আটকানো আছে। অপর মাথা ধরিয়া এক ব্যক্তি মাটি হইতে একটি নির্দিষ্ট 
বলে দড়িটি টানিতেছে। থামের কত উচ্চে দড়িটি আটকানে! থাকিলে, 2 ব্যক্তির পক্ষে 

" থামটি উল্টাইয়! ফেলার সম্ভাবনা সবচেয়ে বেশী? 

28. কোন অমস্থণ নততলের উপর 100 পাউণ্ড ওজনের একটি ধাতুগোলক 
উহার কেন্্রগামী ও উহার ওজনের সমান একটি অনুভূমিক বল দ্বারা ধৃত রহিয়াছে। 
নততলটির নতি-কোণ ও প্রতিক্রিয়া নির্ণয় কর। 

29. 5 ছুট от] АВ হালকা দণ্ডটি উহার উপর 4 হইতে 3 ফুট দূরে অবস্থিত 
0 বিন্দুর চারিদিকে অবাধে ঘুরিতে পারে । 10 ,/3 পাউণ্ড বলসহ এবং ABI সহিত 
60° কোণে একটি বালক একটি দড়ির সাহায্যে 4 বিন্দু ধরিয়া төгө টানে | BAA 
সহিত 30° কোণে কত বল-সহকারে অপর এক বালক тес B বিন্দু ধরিয়া টানিলে 
উহা সাম্যাবস্থায় থাকিবে? [ W. В. S. F. 1959 ] 

30. 10 ফুট ет] ও 80 পাউণ্ড ভারী একটি সমসত্ব বরগা AB, 4 বিন্দুস্থিত একটি 
মক্ছণ কর্জার চারিদিকে অবাধে ঘুরিতে পারে । B বিন্দুতে কত পরিমাণ অম্নভূমিক 
বল প্রয়োগ করিলে, বরগাটি 4 হইতে 4 ফুট নিচে আপন কেন্দ্রদহ সাম্যাবস্থায় থাকিতে 
পারে? [0. 0. І.8е, 19571] 

31. 10 পাউণ্ড ভারী একটি সমদগ্ড এক প্রান্তে কব্জার সাহায্যে আটকানো! 
আছে। অন্ত প্রান্তে প্রযুক্ত একটি অনুভূমিক বল 2 উল্লম্বরেখার সহিত 45° কোণে 
হেলাইয়া দণ্ডটিকে স্থির রাখিয়াছে। P-A মান নির্ণয় কর। [ P. U. 1944 ] 

32. একটি সমসত্ব দণ্ড উহার এক প্রান্তের চারিদিকে অবাধে ঘুরিতে পারে। এ 
দণ্ডের অপর প্রান্তে প্রযুক্ত উহারই অর্ধেক ওজন পরিমাণ একটি অনুভূমিক বলের ক্রিয়ায় 
тз উল্লঘরেখার সহিত কত ডিগ্রী কোণে নত হইবে? [ 6. 0. Matric. 1912 ] 

33. 19 ইঞ্চি ея] ও 10 পাউণ্ড ভারী একটি সমদণ্ড АВ উহার 4 বিন্দুতে 
এমনভাবে কব্জা দিয়া আটকানো যে, উল্লম্বতলে দণ্ডটি অবাধে ঘুরিতে পারে । 4 বিন্দু 
হইতে উ্্ভাবে 10 ইঞ্চি উপরে О বিন্দুতে এবং ABA 4 হইতে 9 ইঞ্চি দূরে 
D বিন্দুতে একগাছা দড়ি বাধা আছে। দড়িটি যখন টান হয়, তখন দণ্ডটি অনুভূমিক 
অবস্থায় থাকে। দড়ির টান নির্ণয় কর । 
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34. কোন জাহাজে Capstan 4807 ব্যাস 1 ফুট 6 ইঞ্চি। উহার অক্ষ হইতে 
4 ফুট 6 ইঞ্চি করিয়া 6টি দণ্ড অক্ষের সহিত সমকোণে বাহির হইয়াছে। 6 জন লোক 
প্রত্যেকে এক-একটি দণ্ডের উপর লম্বভাবে 40 পাউণ্ডের সমান বলপ্রয়োগে W ভারযুক্ত 
নোঙর নাড়িতে পারে । Wa মান নির্ণয় কর। 

35. 4 বিন্দুতে কব্জা দ্বারা বদ্ধ 90 ইঞ্চি этч] হালকা! АВ দণ্ডটি উল্লম্বভাবে 
ঝুলিতেছে। এ দণ্ডের সহিত যুক্ত দড়ির সাহায্যে যুগপৎ কয়েকটি বল প্রয়োগ করা 
হইল। 4 হইতে 16 ইঞ্চি নিচে 0 বিন্দুতে দণ্ডটির উপর 4 পাউণ্ড পরিমাণ অন্গভূমিক 
বল 07) প্রয়োগ করা হইল। D বিন্দু দণ্ডের বামদিকে অবস্থিত। B বিন্দুতে দণ্ডটির 
ডানদিকে 3 পাউণ্ড পরিমাণ আর-একটি অনুভূমিক বল BE প্রয়োগ করা হইলে, দণ্ডটর 
লক্ধি-ভ্রামক В কর। দণ্ডটির কোথায় 2 পাউণ্ড পরিমাণ তৃতীয় একটি অন্ুুভূমিক 
বল প্রয়োগ করিলে উহার ঘূর্ণন রুদ্ধ করা যায়? [ W. В. 5. F. 1959] 

36. 10 ফুট লম্বা ও 95 পাউণ্ড ভারী একটি সমসত্ব দণ্ডের একপ্রান্ত একটি 194 
কবৃজায় আটকানো এবং উহার অপর প্রান্ত 16 ফুট লম্বা দড়ি দিয়া কব্জাটির Сеч се 
10 ফুট উপরে বাধা রহিয়াছে । কব্জার প্রতিক্রিয়া ও দড়ির টান নির্ণয় কর। 

[ W. В. H. 9. 1967 ] 

37. 7 ও 0 দুইটি সদৃশ সমান্তরাল বল। উহাদেরই তলে পরস্পর হইতে 
& একক দুরে ও-এর সমান দুইটি যে-কোন দিকে সমান্তরাল অসদৃশ বল প্রযুক্ত হইলে 
এবং 2 ও 0-এর সহিত তাহাদের লব্ধি লইলে, দেখাও যে, 2 ও 0-41 লব্ধি হইতে 


bS 
এই নূতন লক্ধি pgg একক দুরে অপসারিত হয়। [ W. В. Н. 8. 1971 ] 


129. =}1=Сё+& ভ্ৰামক্ক (Moment of а couple) 3 একটিমাত্র 
বল-প্রয়োগে একটি বস্তুর মধ্যে চলন বাঁ ঘূর্ণন সঞ্চার করা যায়। কিন্ত যুগবলের ছারা 
কেবল ঘূর্ণনই সঞ্চারিত হয়। দ্বিতীয়ত, যেহেতু ভ্রামক মানে ঘূর্ণন-প্রবণতার পরিমাপ, 
সেইহেতু যুগ্মবলের ঘূর্ণন মাপিতে গেলে উহার ভ্রামক নির্ণয় করা প্রয়োজন। সেইজন্ত 
আবার নিচের সংজ্ঞাগুলি জানা দরকার £ 

0) যুগ্মবলের বাহু যুগরবঙের ক্রিয়ারেখাদ্বয়ের মধ্যে লঙ্গ-দূরত্বকে উহার 
বাহু বলা হয়। 

(2) যুগ্মবলের ভামক বলিতে এ বলয়ের যে-কোন একটি এবং উহাদের 
বাহুর গুণফলকে বুঝার 1 

(8) ঘড়ির কাটার গতির বিপরীতমুখী হইলে এই ভ্রামক ধনাত্মক, আর ঘড়ির 
কীটার গতির মুখে হইলে উহা খণাত্মক। 

(4) একটি যুগ্রবলের যে-কোন একটি বলের পরিমাণ 2 এবং বাহু? হইলে, 
উহাকে প্রায়ই (Р, р) লিখিয়া স্থচিত করা হয়। 
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1210. একি সল্ট RISNES C-C বিন্দুত 
Бесе ল-ভুইটিল ল্রামক্কের বৈজ্তিক A নিত্য ও 
গল জ্ঞামক্কেত্ সমান (The algebraic sum of the moments 


of the two forces forming a couple about 
Р 


А а point іп their plane is a constant and 

5 М B ів equal to the moment о? the couple) 3 

একটি যুগ্বলের প্রত্যেক বল যেন Р এবং 0 যেন 

গণনংচিত্র =, এ যুগ্মবলের সমতলস্থিত যে-কোন একটি বিন্দু। 0 

হইতে বল-দুইটির ক্রিয়ারেখার উপর লক্বাভিমুখে 048 রেখা টানা হইল । উহা যেন 
4 ও B বিন্দুতে বল-দুইটির ক্রিয়ারেখাকে ছেদ করে। 

স্পষ্টতই, বল-ছুইটির ভ্রামক বিপরীতমুখী। ате চিত্র অনুসারে, 0 বিন্দুর 

চারিদিকে ভ্রামক-দুইটির বৈজিক ла 


=P.0B- P.0A = P(04 + 4B) - 2.01 
=P.0A + P.AB- P.0A = P.B 
=#4%, [.'. P ও 4 4%] 
সযুখাবলটির ভ্রামকের সমান | 
1211. একই কলোৱ বস্তুত ভপর একই AIA 
Afaa ভুইটি সুন বলের ভ্রাস্মক হচ্ছি সমান ও Бае 
হুল, ভনে ভাহান্লা সাম্যাবস্থান্স থাকিবে (If the moments of two 
couples acting in a plane on a rigid body be equal but opposite in 
Sense, then they will be in equilibrium) 8 যুগবল-দুইটি যেন (P, p) 
ও (0, 01 191 সমান ও বিপরীতমুখী বলিয়া Pp- 00-0 ৮51) 
(0 গখমত,যুগ্মবল-দুইটির বলগুলি যদি সমান্তরাল না হয়, তবে একটির 
একটি বল 2-র ক্রিয়ারেখা অপরটির একটি বল 0-র 
ক্রিয়ারেখার সহিত 4 বিন্দুতে এবং বাকী ও 9 
বল-দুইটির ক্রিয়ারেখাদ্ধয় যেন В বিন্দুতে ছেদ করে। 
4 বিন্দুর চারিদিকে B বিন্দুতে মিলিত р 0 
বলের ভ্রামকের বৈজিক সমষ্টি (চিত্র অনুসারে ) 
Рр- 0৫. 
কিন্ত () অঙ্গসারে, Рр—- 00=0. স্থতরাং 
В RARS 2 ও 0 বলের Ra ক্রিয়ারেখা নিশ্চয়ই 
4 ВПІ কাজেই এই эй ৪ হইতে 4-র 


অভিমুখে ВА বরাবর সক্রিয়। 
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эу দেখানো যায় যে, 4 বিন্দুতে মিলিত 2 ও 0 বলের লক্ষি 4 হইতে 


вя অভিমুখে АВ রেখা বরাবর সক্রিয়। 

এখন 4 বিন্দুতে সক্রিয় ও 0 বল-ছুইটি В বিন্দুতে সক্রিয় যথাক্রমে Р ও 0 
বল-ছুইটির মানে সমান, কিন্তু দিকে বিপরীত। দ্বিতীয়ত 4 বিন্দুতে বল-দুইটির 
মধ্যবর্তী কোণ В বিন্দুতে সক্রিয় বল-দুইটির মধ্যবর্তী কোণের সমান। কাজেই এ 
ছুইজোড়া বলের লব্দিছুইটি নিশ্চয়ই সমান ও বিপরীতমুখী । যেহেতু তাহাদের 
ক্রিরাপথ একই রেখায় B হইতে 4-র মুখে বা! 4 হইতে BA মুখে বিস্তারিত, সেইহেতু 
উক্ত লঙ্ধি-দুইটির ফল җә অতএব উল্লিখিত যুগ্মবল-ছুইটির জব্দ শূন্য অর্থাৎ উহার! 
সাম্যাবস্থায় রহিয়াছে। 

‚ (9) দ্বিতীয়ত, যুগ্মবল-দুইটির বলগুলি যদি সমান্তরাল হয়, তবে ও 
বলগুগির ক্রিয়ারেখার উপর লম্বভাবে 
একটি রেখা টানা হইল। রেখাটি যেন 
(Р, р) যুগ্মবলের বল-ছুইটির ক্রিয়া- 
রেখাকে যথাক্রমে A ও В বিন্দুতে এবং 
(0, 9) যুগ্মবলের বল-দুইটির ক্রিয়া- 
রেখাকে যথাক্রমে О ও р বিন্দুতে 
বিন্দুতে ছেদ করে। 

যেহেতু যুগ্মবল-দুইটির ভ্রামক 
দুইটি সমান ও বিপরীতমুখী, অর্থাৎ 
যেহেতু Pp- 09=0; 
সেইহেতু P.4B=0.0D ১14) 
вв 0 বিন্দুতে সক্রিয় 2 ও.0 বল-ছুইটি সদৃশ ও সমান্তরাল। তাহাদের লক্ধি 
(р+0) যেন 0 বিন্দুতে সক্রিয়। তাহা হইলে, 
РВ0=000 * © (ii) 
Gi) হইতে (ш) বিয়োগ করিলে, 
Р.АВ-Р.В0=0@.02- 9.00; 
অথবা P.40=P.D0 
4 বিন্দুতে সক্রিয় 2 D বিন্দুতে সক্রিয় 0 বল-ছুইটি সদৃশ ও সমান্তরাল | 
7 Р.20= 9.০. 
সেইহেতু এই 2 ও 0 বল-দুইটির লক্ধিও 0 বিন্দুগামী এবং তাহার মানও 
(р+9)1 
কিন্তু প্রথমৌক্ত AÀ (Р + 0) এবং শেষোক্ত লক্ধি (০+-0) পরস্পর বিপরীতমুখী 


тоқ চিত্র 
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ও একই বিন্দুতে ян কাজেই তাহাদের ফল শূন্ত। অতএব যুগ্নাবল-ছুইটির মোট 
চারিটি বলের লি শৃন্ট, অর্থাৎ তাহারা সাম্যাবস্থাপন্ন। 

অন্ুসিদ্ধান্ত। 1211 четат হইতে অনুসিদ্ধান্ত এই হয় যে, দুইটি qa- 
বলের ভ্রামক বদি সমান ও একমুখী (অর্থাৎ এক-চিহযুক্ত ) হয়, ভবে একটি 
আর একটির তুল্য (equivaleni) | 

উদাহরণস্বরূপ, (Р, р) যুগ্মবলটির ভ্রামক= 2. উক্ত PREA স্থলে অপর 
একটি যুগ্যবল (r, ze) লিখিলেওভামক একই হয়, অর্থাৎ এক্ষেত্রেও ভ্রামক = n= Рр. 
স্থতরাং উল্লিখিত দুইটি যুগ্রবলের যে-কোন একটিকে অপরটির বিকল্প হিসাবে গ্রহণ করা 
যায়। অর্থাৎ একটি আর একটির তুল্য (equivalent) | 

উদ্দীহরণ। একটি যুগ্বলের বাহু 9 ফুট এবং এক-একটি বল ৪ পাউণড। ইহার 
পরিবর্তে বসিতে পারে এমন একটি їч বাহির কর-_() যাহার বাহু 3 ফুট হইবে, 
(3) যাহার এক-একটি বল 6 পাউণ্ড। 

প্রদত্ত যুগাবলটির ভ্রামক = 3 x 2=6 ч | 

() প্রথম ক্ষেত্রে, 
Гс যুগ্যবলটি (т, 8) ধরিলে, উহার ভ্রামক = 8৫ একক ৷ * 
প্রশ্নানুসারে, 32=6; 
7. 2=9 পাউণ্ড । 
*. ৪ ফুট বাহুযুক্ত যুগ্াবলের প্রতিটি বল =9 পাউণ্ড । 
* উক্ত যুগবল = (9, 8). 
(ii) দ্বিতীয় ক্ষেত্রে, ' 
FATTE যুগ্রবল (6, %) ধরিলে, উহার ভ্রামক = бу. 
প্রশ্নান্থসারে, бу=6; 
Де у^1. 
о. দ্বিতীয় ক্ষেত্রে йат = (6, 1), অৰ্থাৎ উহার প্রত্যেকটি বল 6 পাউণ্ড এবং 
বাহু 1 ফুট। 

1212. একই সসতুলছ্িভ цоса ল্ধি (Resultant 
of coplanar couples)? একটি বস্তর উপর একই সমতলে সক্রিয় একাধিক 
Уча এমন একটি যুগ্মবলের তুল্য (eouivaleni) যাহার জ্রামক, প্রথমোক্ত 
যুগ্ঘবলগুলির ভ্রীমকসমূহের বৈজিক সমষ্টির সমান। 

ধরা যাক, একটি чє উপর একই সমতলে (Р, р), (Q, q), (В, у), প্রভৃতি 
কতকগুলি {Т সক্রিয় রহিয়াছে। 
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(2, р) যুগবলটির বাহু p যেন 77 দ্বারা সুচিত এবং উহার বল-ছুইটি যেন 


-> > 


AX ও BY রেখায় সক্রিয়। 

এখন, (Q, a), (R, т) প্রভৃতি 
অপর чат  প্রত্যেকটিকে 
р বাহুযুক্ত তুল্য Чачот রূপান্তরিত 
করিলে, 


(0, 9) чач (99, p) лт, 


17 

(В, ?) ? চা 2) » 
ইত্যাদি, ইত্যাদি । тёя চিত 

এইরূপে (0, а) TIA বদলে (@ 2) {її লইলে, শেষোক্তটির 419 


IBA উপর সমাপতিত ও উহার বয় AX ও ВУ বরাবর সক্রিয় বলিয়া কল্পনা করা 
যায়। অমুরপে (R, +) যুগ্মবলের বিকল্প (৮ p) түти বাছ aBa উপর সমা- 
পতিত ও উহার বলদ АХ е BY বরাবর সক্রিয় বলিয়া ধর! যায়। এইরপে NDI 
সকল їр স্থাপন করিলে, এমন একটিমাত্র чт পাওয়া যায়, যাহার বান্ধ 
এ এবং প্রত্যেকটি বল = Р + 2047+ তি 


Rr 
এই шєт ভ্রাক- (p184 еи | 
= Рр+ фа+ Rr+ eee 
স্যুগবলগুলির ভ্রামকসমূহের বৈজিক সমটি। 
1213. a= শুহ্যাবল ও একটি azra fR 
(Resultant of a force and а couple) 2 একটি যুগ্মবল ও একটি বলের 
am শেষোক্ত বলটির সমান ও সমান্তরাল একটিমাত্র বলের তুল্য 


А (ewivalent) 3 
শী ও F F 0 বিন্দুতে 04 বরাবর সক্রিয় Р একটি 
te ОГ» а, (P, p) একটি যুগবল। ইহাদের লক্ 
নির্ণয় করিতে হইবে । 
74(0)নং চিত্র Taoa চিত্র (Р, у) যুগ্মবলটিকে অপর এমন একটি 


তুল্য যুগ্বলে পরিবর্তিত করা হইল, যাহার প্রত্যেকটি বলের মান 27 এবং বাহু ৫. 
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তাহা হইলে, Рр= Fa. এ а= 522. 
এই (r, টু?) যুগ্ধবলটিকে এমনভাবে স্থাপন করা হইল যে, উহার একটি বল 


Роя 0 বিন্দুতে 40-04 ОВ রেখায় সক্রিয় হয়। যুগ্মবলটির অপর P বলটি যেন 
O чре 04-মুখে йн হয যেখানে D0 =a = E2. 

04 বরাবর р বল ও বিপরীত মুখে ОВ বরাবর Р বলের লব ҹә 
কাজেই (r, 22) ফুগবল ও  বলটির লি কেবল 0 বিন্দুতে зач ঢ হল। অর্থাৎ 
(P, р) ЇЧ ও 7 বলের লক্ধি 0 বিন্দুতে সক্রিয় РІ স্পষ্টতই, লক্ধি 7 বল ও 
উপাংশ "বল পরস্পর সমান্তরাল ও সমান। দ্বিতীয়ত, এই эй প্রয়োগ-বিন্দু 0, 
“в 2 বলের ক্রিয়ারেখা হইতে 22 একক аре অবস্থিত | 


অন্ুুমিদ্ধান্ত। একই সমতলে সক্রিয় একটি বল ও যুগ্মবল কখনও সাম্যাবস্থা 
RR করিতে পারে না। 


1214. একটি কলোৱ аша B-a ব্রে-ক্ষোন বিন্দুতে 
afa একা বল, এ тел অন্ত С=с লিল্দুভে সভ্য 


একটি বস্তুর 4 বিন্দুতে সক্রিয় 2 একটি বল। উহার অপর যে-কোন একটি 
Р p বিন্দু | বিন্দুতে 4 বিন্দুস্থিত 2 বলের সমান্তরাল 
—} রেখায় Р ও -P বল প্রয়োগ করা হইল। B বিন্দুস্থিত 
Р এই ৮ ও - বলের লক্ষি শৃষ্য বলিয়া, 4 বিন্দুস্থিত 

TR চিত্র Р বলের উপর উহাদের কোন ক্রিয়া নাই। 
অতএব, 4 বিন্দুতে সক্রিয় এই р বল ও বিন্দুতে সক্রিয় р ও -P বল 
প্রথমোক্ত বলের (বা৷ 4 বিন্দুস্থিত р বলের ) তুল্য। কিন্তু 4 বিন্দুস্থিত 2 বল 

ও? বিনুস্থিত - বল দ্বার! একটি যুগাবল স্থচিত হয়। 


СЫ 4 বিন্দুতে সক্রিয় 2 বল এইভাবে B বিন্দুতে সক্রিয় উহার সমান ও 
"Ат Р বল ও উক্ত (Р, AB) যুগ্ধবলের লবির তুল্য | 
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1215. একটি কল্টোৱ aga Baa সত্রিল্প ভিনি 
ব্লকে f একটি জিস্ুজেল্প PRATA প্রহীভ শালত 
aa দিক্-সান-ভজভ্িমুখ ও তরিল্লাল্রেম্া্স সূচিত কর আজ, 
ভনে এ বল-ভিনডি মিলির উল্লিখিত fagra ছিল 
আাত্মভন-পল্রিমাণ৷ ভ্রানক-লিম্পিউ একটি শগ্যবৰল্ের gA 
(equivalent) == (If three forces acting upon a rigid body be ге- 
presented in magnitude, direction, sense and line of action by the 
sides of a triangle, taken in order, they are equivalent to a couple 
whose moment is equal to twice the area of the triangle) $ 

একটি কঠোর বস্তুর উপর সক্রিয় 2, фл এই তিনটি বলকে АВО 
ত্রিভুজের যথাক্রমে AB, ВО ও 04 বাহু দ্বারা যেন দিক্‌-মান-অভিমুখ ও ক্রিয়ারেখায় 
স্থচিত করা যায়| 0 বিন্দুতে 77 রেখায় সমান্তরাল- ০১৭ 


ভাবে অঙ্কিত EOD রেখা বরাবর Р বলের সমান পট 
দুইটি বল পরস্পরের বিপরীত মুখে প্রযুক্ত হইল। 3 

এই দুইটি 2 বলের লক্ধি শুন্য বলিয়া উহাদের ১১715 
প্রয়োগে P, 0 ও в বলের লক্ষি প্রভাবিত হইবে না। тот চিন্ত 


এখন, 0 বিন্দুতে Ор, ВО ও 07 রেখা বরাবর সক্রিয় P, 0 ও R বল- 
তিনটিকে АВО ত্রিভুজের AB, ВО ও 04 বাছ দ্বারা দিকে ও মানে স্থচিত করা যায় ; 


কাজেই তাহাদের জকি শূন্য | বাকী থাকে 0% বরাবর 2 বল АВ বরাবর Р বল। 
স্পষ্টতই ইহার! একটি যুগ্মবল গঠন করে| 0 হইতে AB-I উপর OP чч অদ্ধিত 
হইলে, উহাই উক্ত যুগ্মবলের বাহু হইবে । qea 47, 70 ও ОД দ্বারা দিক্‌-মান- 
অভিমুখ ও ক্রিয়ারেখায় স্থচিত যথাক্রমে Р, 0 ও ? বল একটি যুগবলের তুল্য | 
এই যুগ্মবলের ভ্রামক = Р.ОР 
i =- AB.0F = 2.}AB.UF' 
=9ЛАВО 1 - 
বিশেষ দ্রষ্টব্য 8 arfaa প্রতিজ্ঞার সহিত এই প্রতিজ্ঞার পার্থক্য লক্ষণীয়। 
বগ-ত্রিভূজের বাহুগুলি এক বিন্দুতে সক্রিয় তিনটি বকে দিকে мева স্থচিত 
করে মাত্র| কাজেই উক্ত বলগুলির ক্রিয়ারেখ! কখনও এ বাহগুলি বরাবর কত 
হইতে পারে না। * 7, 
"1216: এটি কুলোল্ল বস্তুর BAA AFE সম্মভল্লে 
Абът কতকগুলি aE হদি৷ একটি aegra 
ক্রমান্ুসান্রে গ্রহীভ aeea, aa kesas 
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чз бєв=їс=геїї সূচিত লা ін, чс উল্ভিিহ্িতু ярост 
fea sasara ভ্রাস্মক-লিম্পিউ, এটি সুবল 
এ amoa Şa হেলে (11 а system of coplanar forces acting 
‘upon а rigid body be represented in magnitude, direction, sense 
and line of action by the sides of a polygon taken in order, they are 
equivalent to a couple whose moment is represented by twice the 
area of the polygon) $ 
একটি কঠোর বস্তুর উপর সক্রিয় কতকগুলি বল যেন ABODE বহুভুজের 
D АВ, ВО, OD, DE ও ВА বাহু ছারা সম্পূর্ণরূপে 
স্থচিত হয়। 70 ও AD রেখা বরাবর যথাক্রমে 
z с 20 ও 04 এবং 47 ও DA ছারা সুচিত সমান ও 
বিপরীতমুখী দুইজোড়া বল প্রযুক্ত হইল। স্পষ্টতই 
А в ইহাদের দ্বারা আলোচ্য বলাত্রেণী কিছুমাত্র প্রভাবিত 
nhia হইবে না। এখন, 
. (ü) 77, B0 ও 04 দ্বার! সম্পূর্ণরপে সুচিত বলত্রয় -%4১47)0 পরিমাণ 
ভ্রমিকবিশিষ্ট একটি їл | 
Gi) Аб, 05 ও DA দ্বারা সম্পূর্ণরূপে সুচিত বলত্রয় 4১407) পরিমাণ 
ভ্রামক-বিশিষ্ট একটি যুখাবল | 
Gii) 47, DE ও HA ছারা সম্পূর্ণরূপে স্থচিত বলত্রয় ৪/২41217 পরিমাণ 
ভ্রামক-বিশিষ্ট একটি л | এ 
*.. 1B, ВО, CD, DE ও 74 দ্বারা সম্পূর্ণরূপে সুচিত বলসমূহ 
=2A4B0 পরিমাণ ভ্রামক-বিশিষ্ট ча + 9১:01) পরিমাণ 
ভ্রামক-বিশিষ্ট যুগ্মবল +2১40 পরিমাণ ভ্রামক-বিশিষ্টযুগ্মবঙলগ 
=X AABO + AACD + ЛАРЕ) বা ৪ х বহুভুজ ABODE 
পরিমাণ ভ্রামক-বিশিষ্ট একটি যুগ্মবল | 


Ореше 


.উদ্দাহরণ 1, двор আয়তক্ষেত্রের. 27 এবং 0D বাহু বরাবর প্রত্যেকটি 
4 পাউগ্ু-ভারের সমান দুইটি বল সক্রিয় | যদি 27 ও БО বাহু যথাক্রমে 6 ও 4 ফুট 
দীর্ঘ হয়, তবে AD ও ঢিট বরাবর কত বল কাজ করিলে বলগুলি সাম্যাবস্থায় থাকিবে? 


двор আয়তক্ষেত্রের AB ও 07 বরাবর সক্রিয় 4 পাউগ্ু-ভার বল-দুইটি 
একটি যুগ্মাবল উৎপন্ন করে। 704 ফুট বলিয়া, 
এ флот ভ্রামক-4 х4 বা 16 একক | 
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এই যুগবলের সমান ও বিপরীত бете ভ্রামক-সম্পন্ অপর একটি যুগবলই 
মাত্র বলগুলির সাম্যাবস্থা ЭЎ করিতে পারে। স্পষ্টতই আয়তক্ষেত্রটর 77 
ও бВлй ITT, АВ ও брзй хисла বিপরীত। স্থৃতরাৎ দ্বিতীয় যুগাবঙ্গটির 
প্রত্যেকটি বলের সমান যদি 2 হয়, তবে উহাদের লম্ব-দুরত্ব বা! বাহু 
4B=6 ফুট; 
+ +. Рхб=16; 
বা, 2=+:= 28 996-9171 


:'. 40 ও ОВ বরাবর প্রত্যেকটি 98 "799-911 পরিমাণ দুইটি বল কাজ 
করিলে উল্লিখিত বলগুলি সাম্যাবস্থায় থাকিবে। 


উদাহরণ 2. ABO সমবাহু ত্রিভুজের БО, 04 е IB বাছ যথাক্রমে D, E 
ও £ বিন্দুতে 5:1 অন্থপাতে বিভক্ত হইযাছে। ত্রিভুজটির প্রত্যেক বাহু а একক এবং 
D, E вр বিন্দুতে বাহুগুলির উপর লম্বভাবে ত্রিভুজের বাহিরের দিকে প্রত্যেকটি 
2 মানের সমান বল সক্রিঘন। প্রমাণ কর যে, এ বল-তিনটির লক্ধি এমন একটি যুগ্যবল, 
যাহার ভ্রামকের মান Pa. [0. U. 7.9০. 1949 ] 
DOE ро+ BD 1+5 730 
টা চস? 1০447 BD 


Вр 2৫ এ চা 
+. 827৭6 এবং ро 6% 


অনুরূপভাবে, 0% = 5а এবং Bia 1а. 


H বিন্দুতে সক্রিয় р বলের ক্রিয়ারেখ! যেন BO 
বাহুকে M বিন্দুতে ছেদ করে। এখন, / M0 = 90°, 
4০6০” বলিয়া, 47710--90” В হইতে Ру 
রেখার উপর BN ল্-পাত করা হইলে, BN = БМ 


sin 80°= ВИ, 


08-0 sin 30° = М0; .. HO 208-354. 


208 বলবিদ্যা 


বিন্দুর চারিদিকে বল-তিনটির ভ্রামক লইলে, উহাদের বৈজিক সমষ্টি 
= P.BD+ P.BN - P.BF 
2 1 
=P. arp 27 Р. 6% (2 + + 5)Ра= Ра. 
অনুরূপভাবে, 4 ও 0 বিন্দুর চারিদিকে ভ্রামক লইলে, প্রত্যেক ক্ষেত্রে ভ্রীমকগুলির 
বৈজিক সমষ্টি Ра হইবে। TAR বলগুলির লক্ধি 29 ভ্রামক-সম্পন্ন একটি TA | 


্রশ্নমালা 14 

1. যে যুগ্মবলের প্রত্যেকটি বল 6 পাউগ্ু-ভার এবং বাহু 4 ফুট এ ইঞ্চি, সেই 
যুগখাবলের তুল্য 5 ফুট বাহুযুক্ত অপর একটি যুগ্মবলের প্রত্যেকটি বলের মান নির্ণয় কর। 

এ. যে যুগ্রবলের প্রত্যেকটি বল 10 পাউণ্ড-ভার এবং বাহু 4 ফুট, সেই যুগ্রবলের 
তুল্য অপর যে-যুগ্মবলের প্রত্যেকটি বল ৪ পাউণ্ড-ভার, তাহার বাহু কত? 

з. একটি বরগক্ষেত্রের ক্রমানুসারে গৃহীত বাহুগুলি বরাবর যথাক্রমে 3, 5, 3 
এবং 5 পাউণ্ড-ভার বল সক্রিয়। উহাদের লক্ধি নির্ণয় কর। 

এ বর্গক্ষেত্রের একটি বাহুর দৈর্ঘ্য 10 ফুট হইলে, এ тач মান কত হইবে? 

[ W. В. H. 8.1970 ] 

4. ABOD সামান্তরিকের AB, ОВ, 0D ও 47) বরাবর যথাক্রমে P, Q, P, 
--এই চারিটি বল সক্রিয়। AB ও BO যথাক্রমে 4 3 ফুট এবং বলগুলির লক্ধি শূন্য 
হইলে, 2 ও 0-4 অনুপাত নির্ণর কর। 

5. 4707) ব্গক্ষেত্রের АВ, ВО, 00, D4 বাহু এবং 40 কর্ণ বরাবর 
যথাক্রমে 1, 2, 8, 4 ও 2/2 একক বল সক্রিয়। প্রমাণ কর যে, এই বলগুলির লক্ধি 
একটি т এবং এই যুগ্মবলের ভ্রামক নির্ণয় FA । 

[ С. 0.1.50. 1947 ; W. В. Н. S. 65, '66, 68, 71.1] 

6. АВОр বর্গক্ষেত্রের АВ, БО, Ор বাহু এবং 7)7 ও СА কর্ণ বরাবর 
যথাক্রমে 1, 2, 1, „/9 ও /9-এর আম্গপাতিক-বলসমূহ সক্রিয় | প্রমাণ কর যে, 
উহাদের লব্ধি একটি যুগ্মবলগ এবং এ যুগাবলের ভ্রামক নির্ণয় কর। 

LO. U. 1.8е. 199] 

7. 4707) বর্গক্ষেত্রের АВ ও Ор বরারর 3 পাউও-ভারের সমান করিয়া 
এবং AD ও ОВ বরাবর 75 পাউগ্ু-ভারের সমান করিয়া এক-একটি বল সক্রিয়; 
বর্গটির প্রতি বাহু যদি 10 ইঞ্চি হয়, তবে যে-যুগ্মবল প্রয়োগ করিলে উল্লিখিত বলগুলির 
সাম্যাবস্থার RÈ হয়, সেই যুগ্মবলের ভ্রামক নির্ণয় কর। ‘ 

8. একটি 4 ফুট বাহযুক্ত Чачот প্রত্যেকটি বল Бө! EEG ও 
একই সমতলে সক্রিয় 10 পাউণ্ড বলের লক্ধি নির্ণয় কর। f 


বলের ভ্রামক ও 5749 909 
9. 4BCD বরগক্ষেত্রের AB, ОВ, AD ও DO প্রত্যেক বাহু বরাবর 2 বল 
সন্তিয়। বলগুলির লব্দি নির্ণয় কর। 


10. একটি {її ও একটি বলের লব্ধি 12 পাউও। যুগ্গবলটির ভ্রামক যদি 
24 পাউণ্ড-ফুট একক হয়, তবে প্রদত্ত বলটি হইতে কত দূরে এ লক্ধি সক্রিয় ? 


11. 40 সে.মি. বাহুযুক্ত একটি যুগাবলের প্রত্যেকটি বল 5 কি.গ্রা.। এ যুগাবল 
ও একই সমতলে একটি নির্দিষ্ট অভিমুখে সক্রিয় 10 কি.গ্রা. বলের লক্ধি নির্ণয় কর । 


গ. (х1)—14 এ 


একই সমতলে সক্রিয় তিন 41 ততোধিক বলের লক্ধি ও সাম্যাবস্থা 
( Resultant and Equilibrium of three ог 
more forces in a Plane ) 


131.. লল-ভিভ্হভ্ক প্রতিভা! (Triangle of forces) $ একটি 
বস্তকণার উপর সক্রিয় তিনটি বলকে যদি কোন একটি ত্রিভুজের ক্রমানুসারে 
গৃহীত বাহু-তিনটি দ্বারা, অবস্থানে না! হইলেও দিকে ও মানে সূচিত করা! 
যায়, তবে এ তিনটি বল অবশ্যই জাম্যাবস্থাপন্ন হইবে। 

0 বিন্দুতে সক্রিয় P, 0 ও R এই তিনটি বলকে যেন АВО ত্রিভুজের ক্রমানুসারে 
গৃহীত, যথাক্ৰমে AB, ВО এবং Ол বাহু ছার! দিকে ও মানে 005 করা যায়। 

প্রমাণ করিতে হইবে যে, P, 0 ও R বলত্রয় সাম্যাবস্থায় রহিয়াছে। 


9৫)নং চিত্র 9৫)নং চিত্র 


4701) সামাস্তরিক পূর্ণ করা হইল। যেহেতু AD বাহু БО বাহুর সমান 
ও সমান্তরাল, সেইহেতু БО বাহু দ্বারা স্থচিত 0 বল AD বাহু দ্বারাও দিকে ও মানে 
সুচিত হইতে পারে | 


`. ABOD সামান্তরিকের AB ও AD বাহু যথাক্রমে P ও 0 বলকে দিকে 
ও মানে স্থচিত করিবে | কাজেই ДО কর্ণ দিকে ও মানে উহাদের লক্ধি সুচিত করিবে | 
কিন্ত ДО দ্বারা সুচিত বল ОЛ ছারা স্থচিত R বলের সমান ও বিপরীতমুখী এবং সেই | 
কারণে তাহাদের লব শল্। 


একই সমতলে সক্রিয় তিন বা ততোধিক বলের লব্ধি ও সাম্যাবস্থা 911 
স্বতরাং 2, Q ও В বলের লক্ধি শূন্য অর্থাৎ এ বল-তিনটি সাম্যাবস্থাপন্ন। 
অনুসিদ্ধান্ত। ABC ত্রিভুজের АВ ও ВС বাহু যদি ৮ ও এ বলকে 


ИЕТ Тас s 
T 


Я 

© с^. 
1 
R A в 


80(9)নং চিত্র ৪0(৮)নং চিত্র 
132. amaga оус=а Чә 15 শভিভত্ত৷ (Converse 


of triangle of forces) 3 

(о একই বিন্দুতে সক্রিয় তিনটি বল যদি সাম্যাবস্থায় থাকে, তবে 
একটি ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত বাহু-তিনটির чїй উহাদিগকে দিকে 
ও মানে সূচিত কর! যায়। 

0 বিন্দুতে সক্রিয় Р, 0 এবং 7--এই তিনটি বল যেন সাম্যাবস্থায় রহিয়াছে। 


প্রমাণ করিতে হইবে যে, এই বল-তিনটিকে একটি, ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত 
বাহুগুলির দ্বারা দিকে ও মানে স্থচিত করা যাইবে 1 

2 ও 0 বলের অভিমুখের সহিত সমান্তরাল দিকে যথাক্রমে 47) ও БО খণ্ডরেখা- 
ছুইটি পর পর এমনভাবে আঁকা হইল, যেন 47 যে-মাপে Р বলকে সুচিত করে, БО 
সেই মাপে 0 বলকে স্থচিত করে। двор সামাস্তরিক পূর্ণ করা হইল এবং 40 কর্ণ 
অঙ্কিত হইল। 

এখন, AD বাহু ВО বাহুর সমান ও সমান্তরাল বলিয়া উহা দিকে ও মানে 
0 বলকে স্থচিত করিবে । অতএব 47307) সামান্তরিকের সন্নিহিত বাহ AB ও 47) 
দিকে ও মানে যথাক্রমে 2 ও 0 বল সুচিত করে ; কাজেই এ সামান্তরিকের 40 কর্ণ 
fasa ра 0 বলের লন্ধিকে দিকে ও মানে 5 করে । কল্পনা অনুসারে P, 0 ও R 
বল সাম্যাবস্থায় আছে। স্বতরাং 2 ও 0 বলের লন্ধি В বলের সমান ও বিপরীতমুখী 


Н 


212 বলবিদ্ধা 


হইবে।: কাজে-কাজেই ОД রেখা R বলকে দিকে ও মানে সুচিত করিবে। এইরূপে 
АВО ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত AB, BO ও ОА বাহু যথাক্রমে P, 0 Б বলকে _ 
দিকে ও মানে afs করে। স্বতরাং সাম্যাবস্থাপন্ন সমবিন্দু তিনটি বলকে দিকে ও 
মানে একটি ত্রিভুজের арды গৃহীত বাহু-ভিনটি দ্বার! সুচিত কর! যায়। 


0 বিকল্প সূত্র ও প্রমাণ £ একই বিন্দুতে সক্রিয় তিনটি বল যদি 
সাম্যাবস্থায় থাকে, তবে উহাদের দিক্সূচক রেখার সমান্তরাল বাহুযুক্ত 
যে-কোন ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত বাছগুলি এ তিনটি বলকে দিকে ও 
মানে সূচিত করিবে। 


0বিন্দুতে সক্রিয় P,Q ও 8 বল-তিনটি যেন সাম্যাবস্থাপন্ন এবং АВО 
с ত্রিভুজের AB, ВО ও 04 বাহু যেন 
যথাক্রমে Р, 0 ও 2 বলের দিকৃন্ছচক রেখার 
K সমান্তরাল। 

প্রমাণ করিতে হুইবে যে, 47, BO 
ও 04 বাহু দিকে ও মানে 2, 0 ও 78 বলকে . 

রী 8. সুচিত করিবে। 
вія চিত্র এখন, AB রেখার দৈর্ঘ্য যেন 


Ро বলের লব্ষি 40 রেখা ছারা স্থচিত হইবে। যেহেতু Р, 0 ও R সাম্যাবস্থাপন্ন, 
দেইহেতু এত রেখার সমান ও বিপরীতমুখী ОД নিশ্চয় R বলকে সুচিত. করিবে। 
অতএব АВО ত্রিভুজের AB, БО ОЛ বাহু যথাক্রমে P, 0 ও R বলকে দিকে ও 
মানে স্থচিত করিবে 1 


1313. =т= হবলন-ভিভূতভক ебә ғ (Perpendicular tri- 
angle of forces)? একটি ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত বাহুগুলির 


সমানুপাতী সমবিন্দু তিনটি বল যদি বখাক্রমে.এ বাহুগুলির লম্ব-অভিমুখে 
সক্রিয় হয়, তবে এ বল-তিনটি সমযাবন্থাপকন হইবে। 2 


O বিন্দুতে 2, Q ও В এই তিনটি বল যেন АВО ত্রিভুজের যথাক্রমে BO, ОД 


একই সমতলে সক্রিয় তিন বা ততোধিক বলের Эй ও সাম্যাবস্থা 918 


ও АВ বাহুর সমান্থপাতী এবং 2 বল BOA, 0 বল CAA এবং 7 বল 77-র উপর 
লম্ব-অভিমুখে সক্রিয় । 


__ প্রমাণ করিতে হইবে যে, 2, 0 এবং В সাম্যাবস্থাপন্ন। ত্রিভুজটির 0 শীর্ষকে 
ВО রেখাতেই О' বিন্দুতে রাখিয়া ডানদিকে এক সমকোণ পরিমাণ ঘুরাইলে উহার 


oo 


82(৫)নং চিত্র 8200)9 চিত্র 


অবস্থান যেন 4/710' হয়। P, 0 এবং В, যথাক্রমে 70, СА ও 47-এর সমান্গপাতী। 

কাজেই উহার] যথাক্রমে 70, CA এবং Д9 সমাঙ্গপাতী। সুতরাং 70 
যদি 2 বলকে সুচিত করে, তবে একই মাপকাঠিতে СЛ বাহু 0 বলকে এবং ДБ 
বাহু R বলকে স্থচিত করিবে। দ্বিতীয়ত, БО, CA ও AB যথাক্রমে Р, Q 
ও এক্রিয়ারেখার সমান্তরাল। অতএব P, 0 ও д যথাক্রমে 7101, СА এবং 
Jp বাহু দ্বার! দিকে ও মানে স্থচিত। অতএব, বল-্রিতুজ প্রতিজ্ঞা অমুসারে Р, 
Q ও R নিশ্চয় সাম্যাবস্থাপন্ন। 


বি.দ্র.। বল-ত্রিহূজের বিপরীত প্রতিজ্ঞা чист উপরে বর্ণিত লঙ্গ বল- 
ত্রিভুজের বিপরীত প্রতিজ্ঞা সহজেই প্রমাণ করা যায়। 

এই বিপরীত গ্রতিজ্ঞাটি এইরূপ £ একটি ত্রিভুজের বাহু-তিনটির উপর 
লম্বভাবে সক্রিয় তিনটি বলের অদ্দীন একটি বন্তকণ! যদি স্থির থাকে, 
তবে বল-তিনটি এ ত্রিভুজের বাছ্-তিনটির সমানুপাতী হুইবে। 


134. বল-লজ্ছভূতভক 2165951 (Polygon of forces)? দুইয়ের 


অধিক যে-কোন-সংখ্যক সমবিন্দু বলকে যদ্দি একটি পূর্ণ বহুভুজের 
ক্রমানুসারে গৃহীত বাহুগুলি দ্বারা দিকে ও মানে সূচিত করা যায় তবে এ 
বলগুলি সাম্যাবস্থাপন্ন হইবে। 


P, 0, 78,9 ও 7—3 কয়টি বল 0 বিন্দুতে সক্রিয় ABODE IERTA 
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ক্রমান্থসারে গৃহীত АВ, ВО, ОР, CE ও БА বাহু যেন INTA Р, Q, R,8S T 
বলকে দিকে ও মানে স্থচিত FTA | | 
প্রমাণ করিতে হইবে যে, বলগুলি সাম্যাবস্থায় রহিয়াছে | 


88৫) নং চিত্র 89৫) নং চিত্র 


41-99 প্রতিজ্ঞার অনুসিদ্ধান্ত অনুসারে АВО ত্রিভুজের AB ও 730 বাহু 
দ্বারা স্থচিত р ও 0 বলের эй 40 দ্বারা দিকে ও মানে 005 হইবে । আবার 
40D ত্রিভুজের 40 দ্বার! zS বল ও 05 দ্বার! সুচিত 78 বলের লক্ধি 47) দ্বারা 
সুচিত হইবে অর্থাৎ, 0 ও 78 বলের ч 47 দ্বারা সুচিত হইবে। তৃতীয়ত, 
ADE ত্রিভুজের AD দ্বারা সুচিত বল ও DE দ্বারা স্থচিত 8 বলের লক্ধি 477 দ্বার! 
সুচিত হইবে। অর্থাৎ P, 0 ও R বলের ARS 5 বলের সমবেত ফল বা লক্ধি AE 
দার! সুচিত হইবে। ইহা ИД দ্বারা স্থচিত ?' বলের সমান ও বিপরীতমুখী । অতএব 
P, Q, 2, 9 ও £' বলের а Ҹә অর্থাৎ ইহারা সাম্যাবস্থাপন্ন। 

অনুসিদ্ধান্ত। দুইয়ের অধিক সমবিন্দু কতকগুলি বলকে যদি একটি পূর্ণ বহ- 
ভুজের ক্রমান্থসারে গৃহীত বাহুগুলির সর্বশেষটি ভিন্ন অন্তগুলি দ্বার যথাক্রমে দিকে ও 
মানে সুচিত করা যায়, তবে এ সর্বশেষ বাহুটি বিপরীতক্রমে দিকে ও মানে বলগুলির 
Т স্থচিত করিবে । 


উপরের বহুতুজ প্রতিজ্ঞার ক্ষেত্রে দেখা গেল, P, 0, Е ও 9 বলের nfa ДЕ 
দ্বার! স্থচিত বল হয়। 784 দ্বারা স্থচিত ?' বল যদি না থাকিত, তবে বলগুলির লক্ষি 
স্পষ্টতই শূন্য হইত না, T বলের সমান ও বিপরীতমুখী হইত এবং 374 দ্বারাই চিত 
হইত। এইভাবে আমরা উল্লিখিত অনুসিদ্ধান্তে উপনীত হুই। 

135. aaaeeeaa জিস্পলীভভ Afs (Converse of 
polygon of forces) 2 দুইয়ের অধিক সমবিন্দু কতকগুলি বল যদি 
সাম্যাবস্থায় থাকে, তবে একটি পুর্ণ বহুভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত 
বাহুগুলি দ্বার! উহাদিগকে দিকে ও মানে সূচিত কর! বাইবে। 


একই সমতলে সক্রিয় তিন বা ততোধিক বলের লব্ধি ও সাম্যাবস্থা 215 


৪৪ () চিত্রে প্রদশিত P, 0, R, 5 ও т বলগুলি যেন 0 বিন্দুতে সক্রিয় ও 
সাম্যাবস্থাপন্ন। 

প্রমাণ করিতে হইবে যে, এ বলগুলিকে একটি পূর্ণ বহুভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত 
বাছগুপি ছার! দিকে ও মানে সুচিত করা যাইবে 1 


83 (а) চিত্রে “যথাক্রমে P, 0, R ও 8 বলের ক্রিয়ারেখার সমান্তরাল করিয়া 
পরপর АВ, ВО, 0D ও DE রেখাগুলি এমনভাবে অঙ্কিত যে, উহার! যথাক্রমে এ 
বলগুলির মান স্থচিত করে। স্পষ্টত, যথাক্রমে AB ও БО রেখা ছার] সুচিত 7 ও 0 
বলের эй ДО দ্বার! স্থচিত হইবে, 40 দ্বারা স্থুচিত বল ও 07) দ্বার! স্থচিত R বলের 
з হইবে Др; সর্বশেষে Лр দ্বারা চিত বল ও DE দ্বারা সুচিত 8 বলের লক্ধি 
হইবে ДЕ. স্থতরাং 2, 0, В е8 বলের লক্ধিই AE দ্বারা সুচিত হইবে। যেহেতু 
বলগুলি সাম্যাবস্থায় রহিয়াছে, সেইহেতু 4% দ্বার! সুচিত বল নিশ্চয় অবশিষ্ট T বলের 
সমান ও বিপরীতমুখী । স্কতরাং ЕД নিশ্চয় Т বলকে সুচিত করিবে । এইভাবে 
প্রমাণ হয় যে, সাম্যাবস্থাপন্ন ও সমবিদ্দু 2, 0, R, 5 ও ?' এই বল-কয়টিকে ABODE 
বহুতুজের ক্রমানুসারে গৃহীত বাছগুলি দ্বারা দিকে ও মানে সুচিত করা যায়। 


136. =гъаефог-еа ও aaezan farr 
Әәә: সাম্যাবস্থাপন্ন সমবিন্দু তিনটি বলকে উহাদের দিকের সহিত সমান্তরাল 
বাহুযুক্ত যে-কোন ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত বাহগুলি ছারা দিকে ও মানে সুচিত 
করা যায়। 


F E 

a 9 с 

Р 
R е; 

О в 
А 

5 

84(0)নং চিত্ৰ 84(0)নং চিত্ৰ 


বল-বহুতুজের বিপরীত প্রতিজ্ঞা কিন্ত এত ব্যাপক নয়, অর্থাৎ তিনের অধিক 
সমবিন্দু ও সাম্যাবস্থাপন্ন বলকে এ বলগুলির দিক্রেখার সমান্তরাল বাহযুক্ত যে-কোন 
বভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত বাহু সুচিত করিবে না। বিশেষ একটি বছভুজেরই 
বাহুগুলি ক্রমানুসারে এরূপ বলগুলিকে সুচিত করিবে । 
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উদাহরণস্বরূপ, চিত্রে প্রদর্শিত 47307) ও ABAF দুইটি বহুভুজেরই ক্রমান্ণুদারে 
গৃহীত বাহুগুলি যথাক্ৰমে (সাম্যাবস্থাপন্ন ও 0 বিন্দুতে সক্রিয় ) Р, Q, 8 ও 5 বলের 
দিক্রেখার সহিত সমান্তরাল AB, ВС, CD ও DA যদি P, Q, R ও S বলকে 
দিকে ও মানে স্বচিত করে, তবে নিশ্চয় AB, BE, EF ও РА উহাদের স্থচিত করিতে 
পারে না। কারণ যে-মাপকাঠিতে ВО, 0 বলকে স্থচিত করে, ঠিক সেই মাপকাঠিতে 
ВЕ কিছুতেই Q বলকে সুচিত করিতে পারে না। 

স্পষ্টতই, বল-ত্রিতুজের বিপরীত প্রতিজ্ঞার তুলনায় বল-বহুতুজের বিপরীত 
প্রতিজ্ঞা সংকীর্ণ। 


137. একটি arataa Afs: যথাক্রমে 47 ও 46 


বরাবর mAB একক এবং %.40 
একক-_ছুইটি বল যদি সক্রিয় হয়, 


তবে তাহাদের লব্ধি Др বরাবর 
(m+n) AD দ্বারা সুচিত হইবে, 
যেখানে 70-এর উপর р এমন একটি 
বিন্দু যে m.DB=n.DC. 

বল-ত্রিতুজ প্রতিজ্ঞা অনুসারে 


эў ер, — 
АВ বরাবর m.AB বলকে, AD বরাবর m. AD এবং DB বরাবর m.DB বলের লক্ধি 


বলা যায়। অনুরূপভাবে, ДО বরাবর n. А0 বলকে 47) বরাবর n.AD এবং DÒ 
বরাবর %.D0 বলের লক্ধি বলা DTT | 

তাহা হইলে, m. АВ বল ও %.40 বলের লক্ধি 

=т.Ар বল, m.DB বল, %.47) বল ও %.7)0 বলের লব্ধি 
=(m+1).4D বল এবং 7797 বল ও %.7)0 বলের লক্ধি। 

কিন্তু কল্পনা অনুসারে, m.DB=n.D0 বলিয়া, mDB ও „ро দ্বারা সুচিত 
বল-দুইটি সমান ও বিপরীতমুখী এবং সেই কারণে তাহাদের লি শৃত্। 

TOTI mAB ও %.40 বলের লব্ধি -(%৮+%).47) বল। 

138. АВС EJA А বিন্দুতে AITA АВ ও АС বাছ 
atal দি чэ মানে সূভিত gae чоет নন্দি бароат 
তুভী বান ৪0-ল সনদ্ৰিএওুক JAA ASA ছাল Бес=Б 
ও NEN xS ZX (The resultant of two forces acting at A and 
represented in magnitude and direction by AB and AC of a triangle 


АВС is represented in magnitude and direction by twice the median 
that bisects the third side BC? · 


A 


৪ эн.08 D ADO ০ 


৪ঠনং চিত্র 


একই সমতলে সক্রিয় তিন বা ততোধিক বলের А ও সাম্যাবস্থা 917 


উপরের (137) প্রতিজ্ঞা m=n=1 বসাইলে, ж.АВ=АВ; п.40= 40 
এবং (,+%)47)- 941) হয়। দ্বিতীয়ত, т.РВ=п.рРО-4 স্থলে рРВ=1 О হয় । 

অর্থাৎ AD রেখা ВО বাহুর মধ্যমা হয়। 

অতএব 77 ও АО দ্বারা দিকে ও মানে স্থচিত বলদ্বয়ের 9% 70-র সমদ্বিখণ্ডক 
др মধ্যমার দ্বিগুণ বা 987 দ্বারা দিকে ও মানে স্থচিত হইবে। 

বি. দ্র.। বল-সামান্তরিক প্রতিজ্ঞার প্রয়োগেও উপপাছাটি অতি সহজেই প্রমাণ 
করা я! 


উদ্লাহল্রশমালা। 


উদ্দাহরণ 1. 0, АВО ত্রিভুজের অন্তঃস্থ একটি বিন্দু। 04, ОВ ও 00 
সরল রেখা-তিনটি দ্বারা দিকে ও মানে 0055 বল-তিনটি 
সাম্যাবস্থায় থাকিলে, দেখাও যে, 0 বিন্দু অবশ্যই মধ্যমা- 
ত্রয়ের ছেদবিন্দু হইবে 1 

‚_ АВО ত্রিভুজে 04, OB ও 00 যেন দিকে ও মানে 
তিনটি বলকে স্থচিত করে। 0770 সামাস্তরিক পূর্ণ করা 
হইলে, স্পষ্টতই ОК কর্ণ দিকে ও মানে 07 ও 00 বলের 
т স্থচিত করিবে। ОК ও БО কর্ণ р বিন্দুতে 


পরস্পরকে সমদ্বিখণ্ডিত করে | 86(9)নং চিত্র 
Ок দ্বারা স্থচিত বল =205 দ্বার! সুচিত বল। 
যেহেতু বল-তিনটি সাম্যাবস্থায় রহিয়াছে, 
সেইহেতু, 200 নিশ্চয় 04 বলের সমান, বিপরীত ও সমরেখ। 
*. OA=20D; “. OA+0D=80D; ~. AD = 30D. 


0 বিন্দু Ар মধ্যমার ত্রিখণ্ড-বিন্দু বা মধ্যমাত্রয়ের ছেদবিন্দু। 
বি.দ্র.। 030 ত্রিভুজের ОВ ও 06 ছার! সূচিত বলদ্বয়ের nfà 0 
হইতে Бот উপর মধ্যমার দ্বিগুণ দ্বার! দিকে ও মানে সূচিত হয়। 


двор একটি চতুর্ভুজ। প্রমাণ কর যে, বলসমূহ 
সাম্যাবস্থায় থাকিবে । 

ABCD একটি চতুর্ভুজ। উহার АВ, ВО, 
TD ও D4 বাহু এবং 04 ও DB কর্ণ বরাবর যথাক্রমে 
24B, 80, 20D, DA, 04 ও DB বল সন্রির। 


918 Ral 


ভেক্টর সুত্র অনুসারে উহাদের লব্ধি 
=2AB+3B0 + 20D + DA + 0A+DB 
=(DA + AB) + (CA + AB) + (980 + 20D) + BO + DB 
=DB+0B+ 2BD + BO + DB 
=(2DB + 2BD) + (UB + ВО) 
=0+0, [.'. DB ও врч 08 ও BO পরস্পরের বিপরীত ও 
=0. সমান] 

প্রদত্ত বলগুলি সাম্যাবস্থায় রহিয়াছে | 
উদ্দাহরণ 8. 2 ও 0 বল-দুইটি এরূপ একটি কোণে সক্রিয় যে, উহাদের ল্বির 
মানও Р; দেখাও যে, Р মান দ্বিগুণ করিলে নৃতন т-а 0-4 সহিত সমকোণে 
নত হইবে। 


о x — ABCD সামাসন্তরিকের AB ও Др বাহু এবং 
১ 2С কৰ্ণ ШЕ 
a 20 কর্ণ যথাক্রমে যেন ৮ ও 0 বল এবং তাহাদের লব্ধি 
৫ s p~e Р বলকে সুচিত করে। ABF E পর্যন্ত АБ=БЕ 
করিয়া বাড়াইয়া 4771) সামান্তরিক পূর্ণ করা হইলে, 
HONEY ДЕ কর্ণ সম্পূর্ণরূপে 22 ও 0 বলের ч কুচিত করিবে। 
* স্পষ্টতই, 40, ОР ও OE প্রত্যেকের দৈর্ঘ্য Р একক। 
40-07-0587; 
LODA= ZDAC 20) 
এবং 40774. 40477 ৪) 
G) ও (1) যোগ করিয়া, LCDA + 4 07747 /РАЕ; 
£D4F=এক সমকোণ। অতএব 22 ও 0-এর NA ДУ বল 0 বলের 


সহিত সমকোণে রহিযাছে। 


প্রশ্নমাল। 15 

1. “АВО ত্রিতুজের АВ ও 40 বাহু যথাক্রমে ре % বিন্দুতে সমদ্বিখণ্ডিত। 
প্রমাণ কর যে, ВЕ ও 00-4191 সুচিত বলছয়ের লক্ধি $7)0 দ্বারা দিকে ও মানে уе 
হইবে। 

9. একটি বস্তকণার উপর সক্রিয় দুইটি বল যদি একটি সামাস্তরিকের কর্ণছয় দ্বারা 
স্থচিত হয়, তবে প্রমাণ কর যে, ও বল-ছুইটির লক্ধি ও সামান্তরিকের একটি বাহুর দ্বিগুণ 
মান দ্বারা সচিত হইবে | { 

3. А,В, ও 0 তিনটি স্থির বিন্দু এবং Р এমন একটি বিন্দু যে рле РВ 


একই সমতলে সক্রিয় তিন বা ততোধিক বলের 9108 ও সাম্যাবস্থা 219 


বলের লক্ধি সর্বদা 0 বিন্দুগামী হয়। প্রমাণ কর যে, 2 বিন্দুর সঞ্চারপথ একটি 
সরল রেখা। 

4. двор সামাস্তরিকের Ср বাহু E বিন্দুতে সমদ্বিখণ্ডিত। A বিন্দুতে 
সক্রিয় АВ, 40 ও 24% বলের লক্ধি নির্ণয় কর। 

5. АВО ত্রিভুজের BO, 04 ও AB বাহুর зч যথাক্রমে D, пер 
হইলে, প্রমাণ কর যে, একই বিন্দুতে সক্রিয় AB, 777 ОУ দ্বার! স্থচিত বল-তিনটি 
সাম্যাবস্থায় থাকিবে। 

[সংকেত £ মধ্যমাত্রয়ের ছেদবিন্দু 0 হইলে, 0820 একটি সামান্তরিক হইবে । 
вор ত্রিভুজের BO, ОР ও РВ বরাবর সক্রিয় যথাক্রমে ABE, 847) ও 8047-এর 
ЭТ শূন্য, ইত্যাদি।] 

6. প্রমাণ কর যে, 47301) সামান্তরিকের AB, 0D, 40 ও 77)-এর দ্বারা 
সর্বতোভাবে সুচিত বলগুলির লব্ধি 245 দ্বার! দিকে ও মানে সুচিত হইবে। 

139. === সমভলসহু ভিন্টি সমাজ্তবাাল a 
জসমাজ্তত্ৰাল асела সাম্যান্বস্থাত্ৰ শত (Conditions of equilibrium 
of three coplanar forces, intersecting or parallel) $ একই সমতলে 
একটি কঠোর qaa উপর সক্রিয় তিনটি বল 
বদি সাম্যাবস্থায় থাকে, তবে তাহার! হয় 
(i) সমবিন্দু, নয় (1) সমান্তরাল [ 17 three coplanar 
forces acting on a rigid body be in equilibrium, 
then they are either (i) concurrent or (ii) parallel. ] 

একটি কঠোর বস্তুর উপর একই সমতলে সক্রিয় 
P, 0 ও 7 এই তিনটি বল যেন সাম্যাবস্থায় রহিয়াছে। 

() এই বল-তিনটি যদি সমান্তরাল না হয়, তবে উহাদের যে-কোন দুইটি 2 ও 0-র 
ক্রিয়ারেখা যেন 0 বিন্দুতে ছেদ করে। 2 ও 0 বলের লক্ধি, তাহা হইলে, নিশ্চয়ই 
0 বিন্দু দিয়া যাইবে। বল-তিনটি যেহেতু সাম্যাবস্থাপন্ন, REN এই লক্ষি ও তৃতীয় 
বল R নিশ্চয়ই সমান ও বিপরীতমুখী, অর্থাৎ তাহাদের 
লক্ধি শূন্য কিন্তু সমান দুইটি বল একই রেখায় বিপরীত- 
মুখী হইলেই মাত্র পরস্পরকে রুদ্ধ করিতে পারে এবং ফলে 
তাহাদের эй а হর । কাজেই 2 ও 0 বলের эй 
যদি 0 বিন্দুগামী হয়, R বলের ক্রিয়ারেখাও 0 বিন্দুগামী। 
অতএব, P, 0 ও 7 এই তিনটি সাম্যাবস্থাপন্ন বল সমবিন্দু। 

৪৪নং চিত্র (н) দ্বিতীয়ত, 2, 0 ও 78 বল যদি সমবিন্দু ন! হয়, 
তবে উহাদের অস্তত দুইটি সমান্তরাল। ধর, 2 ও 0 সমান্তরাল। উহারা সদৃশ বা 


879 চিত্র 


290 বলবিদ্যা 


অসদৃশই হউক, উহাদের эй যেন ORTDI এখন, যেহেতু р, 0 ও 7 
সাম্যাবস্থাপন্ন, সেইহেতু P ও QA লক্ধি নিশ্চয়ই তৃতীয় বল 7-এর 
R a সমান, বিপরীতমুখী ও সমরেখ। কিন্ত 2 ও бл লক্ধি 
ка Te তাহাদের সমান্তরাল। কাজেই R বলও 2 ও Q-A সমাস্তরাল। 
৫ অতএব, সমবিন্দু না হইলে, সাম্যাবস্থায় Р, 0 ও R বল-তিনটি 

Ў সমান্তরাল | 


1310. S3 সমাজ্তব্ৰাল তেল সাম্যাবস্থা স্পর্ভ 
(Condition of equilibrium of three parallel forces) 2 

() একটি কঠোর বস্তুর উপর একই সমতলে P, 0 ও 7 
এই তিনটি সমান্তরাল বল যেন যথাক্রমে 4, B ও 0 বিন্দুতে 
সক্রিয়। ইহাদের যে-কোন দুইটি, ধর 2 ও 0 বলের লন্ধি (P+O), 
তৃতীয় বল Ra সমান, বিপরীতমুখী ও সমরেখ হইলেই 
সাম্যাবস্থার R হইবে। তাহা হইলে, 2 ও (-এর লক্ধি 
নিশ্চয়ই 0 বিন্দুতে R বলের ক্রিয়ারেখায় উহার বিপরীতমুখী 


ও সমান ; অর্থাৎ 7+0- В. টির 
এখন, 7.4০-0.70 বা Bb ০0) 
‚ Р ВО. 
SUGEA 
P+Q_AC+ BC, 
OE Sd (যোগ абат) 
Р 
অর্থাৎ 220-48, অথবা, 20.0, [() হইতে] 
21197721574 
- 80-40-37 17 Р+0-В] 
ইহাই তিনটি সমাস্তরাল বলের সাম্যাবস্থার শর্ত। 


(4) দ্বিতীয়ত, পূর্বেই আলোচিত হইয়াছে যে, কয়েকটি বল যদি সাম্যাবস্থায় 
থাকে, তবে তাহাদের সমতলে যে-কোন বিন্দুর চারিদিকে তাহাদের ভ্রামকের বৈজিক 

শুন্য হইবে | সুতরাং তিনটি সমাস্তরাল বলের সাম্যাবস্থার জন্য ইহাও একটি শর্ত। 

1311. ভিডি জসমাসজ্তরাল লেস সাম্যাবস্থা শর্ভ 
(Conditions of equilibrium of three non-parallel forces) 3 

তিনটি বল যদি সমাস্তরাল না হয়, অথচ সাম্যাবস্থায় থাকে, তবে 


0) তাহারা এক বিন্দুতে মিলিত হুইবে এবং বল-ত্রিভুজের বিপরীত 


একই সমতলে সক্রিয় তিন বা ততোধিক বলের লক্ধি ও সাম্যাবস্থা 221 


প্রতিজ্ঞা অনুসারে এ বল-তিনটিকে একটি ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত 
বাহু-তিনটি দ্বার! দিকে ও মানে সূচিত করা যাইবে। 

ইহা অসমান্তরাঁল তিনটি বলের সাম্যাবস্থার জন্য প্রয়োজনীয় ও যথেষ্ট শর্ত। 

(н) দ্বিতীয়ত, সাম্যাবস্থাপন্ন অসমান্তরাল বল জমবিন্দু বলিয়! লম্ঘচ্ছেদী 
যে-কোন দুইটি রেখা বরাবর তাহাদের বিশ্লেষিতাংশের সমষ্টি ব্বতন্তরভাবে 
শুন্য হইবে। অর্থাৎ উক্ত রেখা-ছুইটির একটি বরাবর বিশ্লেষিতাংশের সমষ্টি যদি 
х এবং অপরটি বরাবর বিশ্লেষিতাংশের সমষ্টি যদি Y হয়, তবে Х=0 এবং Ү=0 
হইবে। পূর্বেই বলা হইয়াছে, ইহাও তিনটি সমবিন্দু বলের সাম্যাবস্থার জন্য প্রয়োজনীয় 
ও যথেষ্ট শর্ত। 

(н) তৃতীয়ত, সাম্যাবস্থাপন্ন যে-কোন তিনটি বলের সমতলে যে-কোন 
বিন্দুর চারিদিকে এ বল-তিনটির ভ্রামকের সমষ্টি শুন্তা। এবিষয়ে পূর্বেই 
আলোচনা করা হইয়াছে। 

সমবিন্দু তিনটি বলের ক্ষেত্রে উল্লিখিত তিনটি ছাড়া আর একটি শর্তও আছে। 
উহা! ‘লামি’র za (Lami’s theorem) নামে পরিচিত। আপাতত উপরি-উক্ত 
তিনটির যে-কোন একটি শর্তকে ভিত্তি করিয়া তিনটি সমবিন্দু বলের সাম্যাবস্থা-সংক্রান্ত 
প্রশ্নের সমাধান করা যায়। 

তিনটির মধ্যে যে-কোন একটি বল যদি নির্ণের হয়, তবে ()-শর্তের প্রয়োগই 
স্থবিধাজনক | নিচের উদ্দাহরণগুলি দেখ £--. 

উদাহরণ 1. একটি সমদণ্ডের দুই মাথায় ও একটি পেরেকের সহিত দুইগাছি 
দড়ি বাধিয়া দণ্টিকে ঝুলাইয়া রাখা হুইয়াছে। প্রমাণ কর যে, দড়ির টান উহাদের 


দৈর্ঘ্যের আনুপাতিক 1 [ W. В. Н. 8. 1970 ] 
47 দণ্ডটিকে 0 বিন্দুস্থিত একটি পেরেকের সহিত 40 о 
ও 70 দড়ির সাহায্যে যেন ঝুলানো হুইয়াছে। теб З p 


মধ্যবিন্দু ৫ দিয়া উহার woa and 0887) 
করিয়া, 0G রেখাকে D বিন্দু পর্যন্ত বৰ্ধিত কর হইল। A м 
2р যুক্ত করিলে, স্পষ্টত 4৫D ও ЛО@В সমান 
হয় এবং সেই কারণে DA= ВО এবং তাহারা সমান্তরাল। 919: চিত্র 
এখন, A0 ও ВО বরাবর দুইটি টান Т, ও Ta এবং দণ্ডের 77-ভার এই তিনটি বলের 
ক্রিয়ায় দণ্ডটি সাম্যাবস্থায় রহিয়াছে। তাহ হইলে 047) ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত 
DA, 0 এবং Ор বাহু-তিনটি এ বল-তিনটিকে সুচিত করিবে 1 

Tah Ту. И 


` AD 40 ОР 
*. দড়ির টান তাহাদের দৈর্ঘ্যের আনুপাতিক। 
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" ийат: দড়ির দুইটি খণ্ড না লইয়া, একটি দড়ি লইলে, দড়ির টান 
দুই অংশেই জমান হইবে। 


Bajza 2. 19 পাউণ্ড ভারী একটি সমদণ্ড একটি মহুণ পেরেকের উপর দিয়া 
} গলানো ও দণ্ডটির ছুই মাথায় বাধা একখণ্ড দড়ির সাহায্যে 
ঝুলানো রহিয়াছে । যদি ছুই অংশের অন্তর্বর্তী কোণটি 60° 

т হয়, তবে দড়ির উপর টান নির্ণয় কর । 


т 0 বিন্দু পেরেকের এবং АВ দণ্ডটির অবস্থান সুচিত 
2 করে। 40 এবং. 80 যেন একই দড়ির দুই অংশ। 
АЛ) „ЧУ 91% 40 ও ВО বরাবর টান সমান। এই টান ?'এবং 
2 40В= 60°, 
99নং চিত্র 
7 оге এই দুইটি টানের লক্ধি 


= „Ма + тат, соз 60° 
© = /9Т7#+9,Т®% 
= ‚/8Т# = Т J3: 
দণ্ডট যেহেতু সাম্যাবস্থায় রহিয়াছে, সেইহেতু এই লন্ধি দণ্ডটির ভারের সমান। 
TNV8=19; у. হা - 9.3 =4 4৪ 9798 | 
এইভাবে দড়ির উপর টান 4 /8 পাউণ্ড। 


উদাহরণ з. 4 ফুট লম্বা ও ৪ পাউণ্ড ভারী AB সমদওটি এ প্রান্তে কব্জা দিয়া 
1 উহার В প্রান্তে প্রযুক্ত 7" পাউণ্ড অনুভূমিক বল দণ্ডটিকে অনুভূমিক 
রেখার সহিত 60° হেলাইয়া স্থির রাখিয়াছে। 4 প্রান্তের 
প্রতিক্রিয়া #-এর দিক্‌ ও মান এবং P বলের মান নির্ণয় কর। Л 
AB দণ্ডের মধ্যবিন্দু 0 হইতে GE ©ач রেখা, DB 
অনুভূমিক রেখাকে п বিন্দুতে এবং 4 হইতে ID উল্লস্ব রেখা 
р বিন্দুতে ВЕ রেখাকে ছেদ করিয়াছে। ОЕ বরাবর দণ্ডটির 
ভার 8 পাউণ্ড এবং 77 বরাবর অনুভূমিক বল P সক্রিয় এবং 
LABD = 60°. i 
т. সাম্যাবস্থার শর্তানুসারে দণ্ডটির ভার, অন্ুভূমিক বল ЖЫРЫН 
Еч প্রতিক্রিয়া л সমবিন্দু হইবে । যেহেতু ভার ও অন্ুভূমিক * 


বল Faaa ক্রিয়ারেখা এ বিন্দুতে মিলিত, সেইহেতু ИД বরাবর 4 প্রান্তের প্রতিক্রিয়া 
Ra | 


স্পষ্টতই, тебя ভার 8 পা. বল, অনুভূমিক чеге R প্রতিক্রিয়া_-এই তিনটি 


টির সি ЕЕН 


একই সমতলে সক্রিয় তিন বা ততোধিক বলের লব্ধি ও সাম্যাবস্থা 993 
4DE ত্রিভুজের ক্রমানুসারে গৃহীত AD, DE ও BA বাহু-তিনটির সমান্তরাল । 


TAR: 
হুতরাং বল-তিনটি সাম্যাবস্থাপন্ন বলিয়া, 25 = না 
 AD=4B sin 60°=4 £৯-48-98,. Т 7 এট ফুট ] 


'DE=}BD=44B соз 60°=}x4x}=1; 
এবং A= VAD: + DE:= /(@,/3)#+1#= VI3=3'6. 


4 
০.8 ৬ E ৫৮19 এ 
‚ F- D= 9 х1 93 পাউণ্ড। 
টির ৫8: 
В-х ZA- pg * 36588 11981 
প্ৰতিক্ৰিয়া чау রেখার সহিত DEA কোণ উৎপন্ন করে, যেখানে 


AD _ V3 

tan ОВА тв" Et =2 V8. 

উদাহরণ 4. 4 ফুট লঙ্কা ও 10 /8 পাউণ্ড ভারী АВ সমদণ্ডটির 4 প্রান্ত একটি 
মস্থণ দেওয়ালে ঠেস দিয়া এবং 4 হইতে в 
1 ফুট দুরে 0 বিন্দু হইতে দেওয়ালের р 
বিন্দুর সহিত বীধা হালকা একগাছি দড়িতে 
ঝুলানো আছে। দণ্ডটি যদি бач রেখার 
সহিত 190 কোণ উৎপন্ন করিয়া থাকে, 
তবে বিন্দুর অবস্থান, দড়ির টান ও 4 
বিন্দুতে দেওয়ালের প্রতিক্রিয়া নির্ণয় কর। 

দেওয়ালটি মস্থণ বলিয়া উহার 
প্রতিক্রিয়া 8 দেওয়ালের উপর 191 এই 
প্রতিক্রিয়া R ও দড়ির টান ТЩ fè- 9নং চিত্র 
রেখা যেন 0 বিন্দুতে মিলিত হয়। সাম্যাবস্থার শর্তান্ুদারে দণ্ডটির ভার 10 ২৪ পাউণ্ড 
ও 0 বিন্দুগামী হইবে । কাজেই দণ্ডটির মধ্যবিন্দু G হইতে GO CEI রেখা । 

স্পষ্টতই, / ОА@ =190°—90°=30° এবং / 40. 90° বলিয়া, ZAGO 
=60°. 

আবার 0G=(2-1)=!1 ফুট। অর্থাৎ 0 বিন্দু 40 অতিতুজের মধ্যবিন্ু 
কাজেই 00=09=1 ফুট এবং A00৫ সমবাহু। 2. L00G= ACD = 60° 
এবং /.400 = 30°. 
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* 2. LADO=90°— LA0D=90°- 30° =60°. 
2. 40 ত্রিভুজ সমবাহু এবং সেই কারণে ॥0= 0D = 4D =! F | 
অর্থাৎ р বিন্দু 4 বিন্দুর 1 ফুট উপরে অবস্থিত। 


দ্বিতীয়ত, 40D гәт ক্রমানুসারে গৃহীত ДО, 0D ও DA যথাক্রমে 
R, ও 10/8 পাউণ্ড বলের দিক্‌ সুচিত করে। বল-তিনটি সাম্যাবস্থাপন্ন বলিয়া, 
ЗАИТОВ | 


В=10,/8 x% =10 V8 tan 60°=10 „/3. /3= 380 পাউণ্ড । 


10 8 | 
вїп 80° 


-10149 о ув পাউওড। 


উদ্দাহরণ 5. 100 পাউণ্ড ভারী একটি মই 6 ফুট উচু একটি দেওয়ালের উপর 
এক মাথা এবং ভূমিতলে অপর মাথা অন্ুভূমিক রেখার সহিত 30° কোণে রাখিয়া স্থির 
আছে। দেওয়ালের প্রতিক্রিয়া মই-এর লঙ্গদিকে ও ভূমির প্রতিক্রিয়ার সমান। 
মইটির нете হইতে ভারকেন্দ্র কতদূর? ভূমির প্রতিক্রিয়া এবং এ প্রতিক্রিয়ার 

А + দিক্‌ নির্ণয় কর। 

АВ মইটি 6 ছুট উচু ОВ দেওয়ালের মাথায় 
এমনভাবে রহিয়াছে যে, অন্ভূমিক রেখা TA- সহিত 
LEAB=30. AB মইয়ের В বিন্দুতে লম্বভাবে 
সক্রিয় প্রতিক্রিয়ার BD ক্রিয়ারেখা Ар উল্লস্ব রেখার 
সহিত D বিন্দুতে এবং ПА অনুভূমিক রেখার সহিত 
E বিন্দুতে মিলিত হইয়াছে। স্পষ্টতই, /. 48D = 90°, 
£BAD=90°-80°=60°. ©. /врд=30°. 
যেহেতু BD বরাবর দেওয়ালের প্রতিক্রিয়া ও 4 বিন্দুতে 
ভূমির প্রতিক্রিয়া সমান, সেইহেতু AD Зач রেখার 
সহিত 30° কোণে ভূমির প্রতিক্রিয়া ДО রেখায় সক্রিয় হইবে। দুইটি প্রতিক্রিয়ার 
ক্রিয়ারেখা 0 বিন্দুতে ছেদ করায়, মইয়ের ভারও 00 রেখায় সক্রিয় হইবে। 
n. 09= 99 রেখা। 

দেওয়ালের প্রতিক্রিয়া R- ক্রিয়ারেখা অনুভূমিক রেখার সহিত 60° কোণ 
উৎপন্ন করিয়াছে । সেইরূপ ভূমির প্রতিক্রিয়াও অনুভূমিক রেখার সহিত 042 
= 90° – 30° = 60° কোণ উৎপন্ন করিয়াছে। я 

এখন দেওয়ালের প্রতিক্রিয়া 78 এবং ভূমির প্রতিক্রিয় 7 বলের ДЮ বরাবর 


oD ৮ 
Т=10 V8 хд 10 N83 созев 30 


9চনং চিত্র 


একই সমতলে সক্রিয় তিন বা ততোধিক বলের লক্ধি ও সাম্যাবস্থা 225 


বিশ্লেষিতাংশের সম = R sin 60° + R sin 60°= 978 Sor „3. উহা 
মইয়ের ভারের সমান 1 
100 _ 100 ১৪ 
R ২৪ =100 অথবা R NEE পা.। 


.. эт প্রতিক্রিয়ার মান = 200৪ পা. 


আবার А বিন্দুর চারিদিকে ভ্রামক লইয়া, 8.4 B= 100.47 ИА) 
АВО সমকোণী ত্রিভুজের 30° কোণের বিপরীত БО বাহু 6 ফুট বলিয়া, অতিভুজ 
4719 ফুট এবং AF = AG cos go- 44 v3. 
1717 100 J3. 
+ (৫) হইতে, 798 х12—100.40 5°: 


4 
অথবা ৫89 -৪ফুট। 
অর্থাৎ মইয়ের নিচ হইতে ৪ ফুট উপরে উহার ভারকেন্দ্র অবস্থিত এবং биҹ 


রেখার সহিত 30° কোণে ভূমির প্রতিক্রিয়া 2008 পাউণ্ড। 
উদ্দাহ্রণ 6. দুইটি কব্জার সাহায্যে একটি দরজা এমনভাবে ধৃত যে, উপরের 
কব্জাটির প্রতিক্রিয়া সম্পূর্ণভাবে অমুভূমিক। কব জা- 7 


দুইটির দূরত্ব 8 ফুট এবং দরজার ভার 60 পাউণ্ড, 32% 
কব্জাদবয়ের যোজকরেখা হইতে 33 ফুট দূরে 9ч 

রেখায় সক্রিয়। প্রত্যেক কবজার প্রতিক্রিয়া নির্ণয় j 
কর। (0. U. I.Se. 1944) p 


4 ও в কবজা-ছুইটির মধ্যে উপরিস্থ PETR 
4 কব্জার প্রতিক্রিয়া ও অন্ুভূমিক বল এবং দরজার А 
ভার 60 পাউণ্ডের ক্রিয়ারেখা যেন 0 বিন্দুতে ছেদ টিন 
করে। তাহা হইলে সাম্যাবস্থার শর্তান্ুসারে তৃতীয় বল В বিন্দুর প্রতিক্রিয়াও 
0 বিন্দুগামী হইবে । এখন B বিন্দুর চারিদিকে ভ্রামক লইলে, 
8.4B~=60 x83 বা 9৪৪07; :৪৪১৯-10 পাউণ্ড। 
আবার, АВО ত্রিভুজের АВ, ВО ও টির বাহু যথাক্রমে দরজার ভার 60 পাউণ্ড, 
কব জার প্রতিক্রিয়া Е এবং 4 কব জার প্রতিক্রিয়া 8 বলের দিক্‌ স্থচিত করে বলিয়া, 
60 Se 41146 NES 
4B BC 8. 4G): 2/85 
8-90 х4 ,/85=10 47 পাউণ্ড-99:2 #1981 


গ. (хп)—15 
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উদ্বাহরণ 7. একটি ধাতু-গোলকের ব্যাসার্ধের দ্বিগুণ этч] একগাছি দড়ির এক 

প্রান্ত একটি Saa দেওয়ালে একটি বিন্দুর সহিত এবং অপর প্রান্ত গোলকটির উপরিস্থ 

একটি বিন্দুর সহিত যুক্ত আছে। গোলকটি সেই অবস্থায় দেওয়ালে ঠেস দিয়া স্থির 

রহিয়াছে। গোলকের ওজন ৪ পাউণ্ড ও দেওয়ালটি মস্থণ হইলে, দড়ির টান ও 
দেওয়ালের উপর গোলকটির ক্রিয়ার পরিমাণ নির্ণর কর। 

[ Oxford and Cambridge Jt. Board 1 


গৌলকটির কেন্দ্র যেন 0 বিন্দু। উহার উপরিস্থ 0 বিন্দুর সহিত যুক্ত দড়িগাছি 
দেওয়ালের В বিন্দুতে যুক্ত রহিয়াছে ।  গোলকটি এইভাবে 
ঝুলন্ত অবস্থায় দেওয়ালের উপর 4 বিন্দুতে স্পর্শ করিয়া আছে। 
4 বিন্দুতে প্রতিক্রিয়া R, দড়ির টান T এবং গোলকের ভার 
৪ 9799—48 তিনটি বলের ক্রিয়ায় গোলকটি স্থির আছে। 
অতএব উহার একই বিন্দু 0-তে মিলিত হইবেই। 

স্পষ্টতই, উল্লিখিত বল-তিনটি дов ত্রিভুজের 
ক্রমানুসারে গৃহীত 40, ОВ ও БА বা দ্বারা স্থচিত হয়। 
ТВ Е D OTH 8980-200-210; 
` 840=0B এবং ВА= 4টি 10? 

= 49205-40হ =2 V3.0 


Өз 


808. 8.320 
а а уйдо ӨМ পাউও। 
বিশেষ দ্রষ্টব্য £ মহুণ সমতলের প্রতিক্রিয়া তলের লশ্বাভিমুখী ধরিতে হয়। 
13'13. হলামিল সূত্ৰ 05018 theorem)? একই বিন্দুতে 
aaa ভিনডি বল সাম্যাৰস্থাপন হইল, উহাতে 
শ্রভ্যেকডি ss জুইিল অক্তর্বর্ভী কোশেত সাইন 


> > — 
9 বিন্দুতে যথাক্রমে 0%, OY чтол Y 


বরাবর সক্রিয় P, 0 ও R এই তিনটি বল যেনা ৪ z 
সাম্যাবস্থাপন্ন | е 
প্রমাণ করিতে হইবে যে, го Р A X 


T a ৬ ই 
sin YOZ sin ZOX ` sin XOY 989: চিত্র 
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এখন, 03এর ОЛ অংশ যেন মানে Р একক স্থচিত করে, OYA ОВ অংশ 
যেন সেই মাপে 0 একক সুচিত করে। তাহা হইলে 04 ও ОВ যথাক্রমে P ও 9 
বলকে দিকে ও মানে সুচিত করে। স্থতরাং, তাহাদের লব্ধি ОДОВ সামান্তরিকের 
00 কর্ণ দ্বারা দিকে ও মানে স্থচিত হইবে | 
р, 0 ও В সাম্যাবস্থাপন্ন বলিয়া, Р ও 0-9 লব্ধি নিশ্চয় অবশিষ্ট বল 7-এর 
সমান ও বিপরীতমুখী । কাজেই, СО দ্বারা 78 বল অবশ্ই দিকে ও মানে স্থচিত 
হইবে। 
এখন ত্রিকোণমিতি অনুসারে 040 ত্রিভুজে, 
ОЛ TOCE TA 
sin 400 віп СОА віп ОАО’ 
কিন্তু, sin ACO = sin ООВ =sin (180° – YOZ) = sin YOZ, 
sin ООА = віп (180° ZOX) =sin ZOX, 
віп ОАО = віп (180° – ХОУ) = ѕіһ ХОУ, 
এবং 04, 40 ও 00 যথাক্রমে P, Q ও Б-с দিকে ও মানে স্থচিত করে। 
ыан шй. _ 
sia YOZ sin ZOX sin XOY 
1314. aa সুূতের লিস্লীভ্ভ еә (Converse of 
Lams theorem) £ সমবিন্দু তিনটি বলের কোনটির ক্রিয়ারেখ। যদি 
অপর-দুইটি বলের ক্রিয়ারেখার অন্তর্ভুক্ত কোণের মধ্যবর্তী না হয় এবং 
উহাদের প্রত্যেকটি ও অপর-দুইটির ক্রিয়ারেখার অন্তর্বর্তী কোণের 
৪৪-এর অনুপাত যদি একই হয়, তবে বল-তিনটি সাম্যাবস্থায় থাকিবে। 


১82 
0 বিন্দুতে যথাক্রমে ОХ, ОУ এবং 07 বরাবর সক্রিয় 2, Q ও В তিনটি 
বল এইরূপ যে, 


Р = 9 = R * oe ৪৮৮ (1) 
sin YOZ sin ZOX sin XOY 


প্রমাণ করিতে হইবে যে, 2, 0 ও Б বল-তিনটির লক্ধি ч | 
(9৪নং চিত্রে ) ZO কে 0 পর্যন্ত এরূপে বর্ধিত করা হইল, যেন ОО=В একক 
হয়। 00-কে কর্ণ লইয়া 0407 সামান্তরিক এরূপে সম্পূর্ণ করা হইল, যেন 04 ও 
Ов বাহু 0% এবং ОУ বরাবর থাকে। এখন, 040 ত্রিতুজে, 
OA сул MO 01551004284. 
sin ОСА вїп А00 sin ОАО sin ОАО 
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কিন্তু sin 004= sin BOC = sin (180° - YOZ)=sin YOZ ; 
sin AOC = віп (180°- ZOX)=sin ZOX 
এবং віш ОАО=вїп (180°— XOY) =sin XOY. 
ই Od LS TAO. =__Е ` ө (9) 
sin YOZ sin ZOX вш XOY 
৫) ও (2) নং সমীকরণ হইতে পাওয়া যায়, P= 03 এবং 0-20. 
তাহা হইলে 0 বিন্দুতে সক্রিয় 2, 0 ও R বল-তিনটিকে 040 ত্রিভুজের 
করমান্থসারে গৃহীত বাহু-তিনটি ЧП দিকে ও মানে স্থচিত করা যায়। 
P, 0 ও R বল-তিনটি সাম্যাবস্থাপন্ন। 


উদাহরণ 1. бл, ОВ ও 00 বরাবর সক্রিয় Р, 0 ও R বল-তিনটি 
সাম্যাবস্থায় আছে। 0, ABO ত্রিভুজের পরিকেন্দ্র হইলে, প্রমাণ কর যে, 
Р 9 Е 
LTTE TIE TERE TEE ЛА а, be 
58702 рая T OE PE azt а — пара 
যথাক্রমে BO, 04 ও AB বাহুর দৈর্ঘ্য। 
P, QS В সাম্যাবস্থায় আছে । .. লামির সুত্র অনুসারে, 


ЕЕ Н резо Жү ЧАШ 
6 sin ВОС віп А00 sin АОВ 
ү AN কিন্তু сез 47800 -9» পরিধিস্থ / B40= 94, 
\ tee IREA L400= 2B এবং 403 = 90, 


0888 ә. йа 

99নং চিত্র віп 24 віп 273 еш 90 
বা салеры Q ৯৪ 
* 2 вір А 60৪4 9вїп B cos B 2 sin О cos 0 


এখন, ভ্রিকোণমিতির নিয়মে, 


@ b. в 
sind sinB sin 725 
раседа 

2bc г 


2 2L p2 
са в=%+а?-Ь 


е а? +52 -e 
এবং сов С রান 


9л Р С йа 1S еы А. ০১ 
এত হজ E b (c* +а2 – 53) g.e (a +b? - с?) 


2R 206 2R 2ab 
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’ G+) p Cita? =b") 7 @*+ь*—0°) 
abc.bc abc.ca abc.ab 
পাটি: Оа R j 
a 5 АРГА Е Аа 


0 00 LR: Н ее АИА 


карыз ttai заа Тр дра 
উদ্দাহরণ 2. একটি qez চতুর্ভুজের 47 ও AD বাহু বরাবর সক্তিয় দুইটি বল 
2 0-1% 40 কর্ণ বরাবর সব্রিয়। প্রমাণ কর যে, 
77:01: 78707): CB: BD. 


2; 0 বলের яй 2, 40 বরাবর সক্রিয়। স্থতরাং, 


ID বরাবর Р, Ар বরাবর 0 এবং 04 বরাবর R 
(অর্থাৎ Р ও 0-এর লক্ধির সমান В বলের বিপরীত 
দিকে) কাজ করিলে, Р, 0 ও সাম্যাবস্থায় থাকিবে। 
অতএব, লামির ЭШ অনুসারে, 100% চিত্র 
ЕМ E 
sin DAE sin ВАБ sin BAD 


বা Р Е @ = R 2৫ 
› sin (180°—ОАР) віп (180°- EAF) sin (180°— BOD) 
[7з বৃত্স্থ চতুর্ভুজের বিপরীত কোণের সমষ্টি = 180°] 


оли уе GN ҮЗЕ, Е Е 
বা rE E E TE ov Es EEG AS! 


বা Деш сл ше ЯР 
› віп ОВЮ sin BDO sin ВОР 
[একই চাপের উপর দণ্ডায়মান কোণ-সকল সমান বলিয়া] 


কিন্তু ত্রিকোণমিতির নিয়মে, 
sin CBD 5920 В. BDO _sin BCD batt 
টিটি নত BD IR 
[ যেখানে R ত্রিভুজ BODA পরিবৃত্তের ব্যাসার্ধ ] 
sin 0BD = 1:00, sin BDO ~ BO, এবং їп вор-5Вр. 
7 হু 1৮ j 
ঢা бр w "ВО. 2787 
SPOR 
বা, ср-во BD 


P:Q:R=0D: BO: BD. 
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উপর টান নির্ণয় কর। 

2. পরস্পর হইতে অন্কুভূমিক রেখায় 9 ফু. 6 ই, দূরে অবস্থিত দুইটি বিন্দু 
হইতে যথাক্রমে এ ফু. ও 1 ফু. 6 ই. লম্বা দুইগাছি দড়ির সাহায্যে 95 পাউণ্ড-ভার 
ঝুলানো রহিয়াছে। দড়ির উপর টান নির্ণয় কর। 


3. 50 পাউণ্ড ভরবিশিষ্ট একটি বস্তকণাকে 3 ফুট ও 4 ফুট দীর্ঘ দুইটি তার দ্বারা 
5 ফুট দূরবর্তী একই অন্ুভূমিক রেখায় অবস্থিত দুইটি বিন্দু হইতে ঝুলানো হইয়াছে। 
তার-দুইটির টান নির্ণয় কর। [ W. В. Н. S. 1969] 
4. 7 ও 94 ইঞ্চি দুইখণ্ড দড়ির প্রত্যেকটির এক প্রান্তে 10 পা. ভর বাধা এবং 
অপর প্রান্ত-দুইটি একটি 25 ইঞ্চি দণ্ডের এক এক প্রান্তে বীধা। бс যদি 
এমনভাবে ধারণ করা যায় যে, উহার ঠিক মধ্যবিন্দুর তলার দিকে ভরটি ঝুলিয়া থাকে, 
তবে দড়ির টান-ছুইটি নির্ণয় কর। [ W. В. Н. ৪. 1966] 
5. 4 বিন্দুতে কবজ! чї বদ্ধ একটি সরল দণ্ড AB ও নত দড়ির সাহায্যে 
অমুভূমিক রেখায় ধৃত রহিয়াছে। 0 বিন্দু 4 বিন্দু হইতে Фан রেখার উপরিস্থ এমন 
একটি বিন্দু যে, ВО দড়ির দৈর্ঘ্য ДВ দণ্ডের 99911 В বিন্দু হইতে দণ্ডটির সহিত 
20 পাউণ্ড-ভার ঝুলানো থাকিলে, দড়ির উপর টান এবং কবজার প্রতিক্রিয়। নির্ণয় কর | 
6. 10 পাউণ্ড ভারী БО দণ্ডট বিন্দুর চারিদিকে অবাধে ঘুরিতে পারে। 
বিন্দুর সহিত একই অন্ুভূমিক রেখায় কোন বিন্দু 4 হইতে ৪ ইঞ্চি ач] একটি দড়ি 
0 বিন্দুর সহিত যুক্ত রহিয়াছে। যদি 25-10 ইঞ্চি এবং দণ্ডটি 6 ইঞ্চি লঙ্কা হয়, তবে 
40-র টান নির্ণয় কর। [ U. P. В. 1.8с. 1950] 
7. 5 ইঞ্চি লম্বা ভারহীন একটি দণ্ড উহার দুই প্রান্তে যুক্ত ? ইঞ্চি লম্বা একগাছি 
দড়ির সাহায্যে একটি মণ পেরেকের উপর ঝুলানো রহিয়াছে এবং দণ্ডটির দুই প্রান্তে 
৪ ও 4 পাউগ্ডের ভার ঝুলিতেছে। প্রমাণ কর যে, দড়িগাছির দুই অংশ এবং пећ 
একটি সমকোণী faga গঠন করিলে, тє সাম্যাবস্থায় থাকিবে। 
[ U. P. B. 1.8с. 1946] 
8. 4 বিন্দুতে কব্জাবদ্ধ АВ দণ্ডটি 4 বিন্দুর পিছনকার তলস্থিত 0 বিন্দুর 
সহিত যুক্ত একগাছি দড়ির সাহায্যে এমনতাবে ধৃত যে, দণ্ডটি 4 বিন্দুগামী অনুভূমিক 
তলের সহিত 60° কোণ উৎপন্ন করে। যদি Аб = АВ হয়, তবে А বিন্দুর প্রতিক্রিয়ার 
দিক্‌ নির্ণয় কর। ГС. U. 1.8е. 1948 ] 
9. 498 হালকা দণ্ডটি 4 বিন্দুতে এমনভাবে কবজাবদ্ধ যে, উহা একটি 
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Фила ঘূর্ণনক্ষম। দণ্ডটির 0 বিন্দু, 4 বিন্দুর taa রেখার উপরিস্থ р বিন্দুর সহিত 
একটি হালকা শিকল দিয়া যুক্ত| 40D faga সমবাহু এবং 40807. В বিন্দু 
হইতে যখন একটি 9 পাউগ-ভার ঝুলানো হয়, তখন শিকলের উপর টান এবং 
4 বিন্দুতে প্রতিক্রিয়ার দিক্‌ ও মান নির্ণয় কর। 


10. 77 সমদণ্ড 10 পাউণ্ড ভারী এবং 15 ইঞ্চি লঙ্কা । উহা একটি দেওয়ালের 
সহিত 4 বিন্দুতে মস্থণভাবে কবজ! দিয় আটা এবং ВО দড়ির সাহায্যে অষ্ুভূমিক 
রেখায় ধৃত। 0 বিন্দু 4 বিন্দুর উল্ন্বদিকে উপরে অবস্থিত এবং ДО, ৪ ইঞ্চি দীর্ঘ। 
দড়ির টান এবং দণ্ডের উপর দেওয়ালের প্রতিক্রিয়ার দিক্‌ ও মান নির্ণয় কর। ভারী 
দণ্ডটির স্থলে যদি একই দৈর্ঘ্যের ভারহীন অপর একটি দণ্ড থাকে এবং উহার B প্রান্তে 
যদি 10 পাউণ্ডের একটি ভার ঝুলানো হয়, তবে প্রমাণ কর যে, দেওয়ালের প্রতিক্রিয়া 
এইবার অনুভূমিক হইবে। [ Oxford & Cambridge Jt. Board ] 


11. 90 ফুট লম্বা একটি মই-এর এক প্রান্ত ভূমি হইতে 90 ফুট উচ্চ একটি 
দেওয়ালের উপরে এবং অপর প্রান্ত অমস্থণ ভূতলে শ্বাপিত। মই-এর ওজন 60 পাউণ্ড 
এবং সেই ভার মই-এর নিয়প্রান্ত হইতে 10 ফুট উপরে এক বিন্দু দিয়! সক্রিয়। ভূমির 
প্রতিক্রিয়ার দিক্‌ ও মান নির্ণয় কর । 

19. এ ফুট দীর্ঘ ও 5 ফুট প্রস্থ একটি আয়তাকার দরজার ওজন 100 MES | 
এই ওজন দরজাটির жї ছেদবিন্দু দিয়া সক্রিয়। দরজাটি প্রস্থের দিকে খুঁটির 
সহিত 4 ও В বিন্দুতে কবজার সাহায্যে ধৃত। 4 ও 7) বিন্দু প্স্থের মধ্যবিন্দু হইতে 
প্রত্যেকে ৪ ফুট দূরে 'অবস্থিত। উপরিস্থ কব জা 4-এর প্রতিক্রিয়া অগ্কৃভূমিক। 
Baa প্রতিক্রিয়ার দিক্‌ ও মান নির্ণয় কর। এইবার দরজাখানিকে যদি 
এমনভাবে লাগানো হয় যে, উভয় কব্জার প্রতিক্রিয়ার মান সমান হয়, তবে এ দুইটির 
প্রতিক্রিয়ার দিক্‌ নির্ণয় কর। [ Oxford & Cambridge Jt. Board ] 

18. একটি আয়তাকার দরজার কব জা-দুইটির দূরত্ব যদি 4 ফুট, দরজাটির প্রপ্থ 
10 ফুট এবং ওজন 500 পাউণ্ড হয় এবং নিচের কব জাটিই যদি সমগ্র ভার বহন করে, 
তবে উপরের কব.জার উপর চাপ নির্ণয় কর। [U. Р. В. 1.8с. 1949] 

14. একটি দরজা দুইটি কব জার উপর এমনভাবে স্থাপিত যে, উপরের কব জাটির 
প্রতিক্রিয়া সম্পূর্ণভাবে অনুভূমিক। কবজা-দুইটির দূরত্ব 5 ফুট এবং দরজার ভার 
10091991. এই ভার কবজা-দুইটির যোজকরেখা হইতে 9? ফুট দূরে উল্লদ্ব রেখায় 
সক্রিয় হইলে, প্রত্যেক কবজার প্রতিক্রিয়া নির্ণয় কর। LO. 0. 1.8с. 1950] 


15." 5 ইঞ্চি ব্যাসারধঘুক্ত 19 পাউণ্ড ভারী একটি গোলক অনুভূমিক তলের সহিত 
60° কোণে নত একটি মস্থণ তলের উপর স্থির রহিয়াছে। গোলকটির উপরিস্থ একটি 
বিন্দু ও তলের উপর অপর একটি বিন্দুর সহিত ৪ ইঞ্চি লঙ্গা একটি দড়ি যুক্ত রহিয়াছে। 


988 বলবিদ্যা 


দড়ি-রেখাটিকে বর্ধিত করিলে, কেন উহা অবশ্যই গোলকটির কেন্দ্র দিয়! যাইবে তাহা 
ব্যাখ্যা কর। 
দড়ির টান এবং তলের উপর গোলকটির প্রতিক্রিয়া নির্ণর কর । 
[ Oxford & Cambridge Jt. Board ] 
16. 200 গ্রামের একটি গোলক বরগার সহিত একটি আংটা হইতে দড়ির 
সাহায্যে ঝুলানো রহিয়াছে।- উল্লন্ব রেখার সহিত 45° কোণে একটি বল এ গোলকটির 
сеч বরাবর উপরের দিকে এমনভাবে ঠেলিয়া রাখিয়াছে যে, দড়িটি бач রেখার সহিত 
30° কোণ উৎপন্ন করিয়াছে । একটি চিত্র অঙ্কন করিয়া গোলকটির উপর সক্রিয় বলগুলি 
দেখাও এবং উহাদের প্রত্যেকটির মান নির্ণর কর। [ London University ] 
17. 10009090 একটি হাল্‌ক৷ অপ্রসার্ধ তারের দুইপ্রান্ত ' দূরবর্তী একই 
mags রেখায় অবস্থিত দুইটি বিন্দু 4 ও 7-তে বাধ! হইয়াছে। w ভারবিশিষ্ট 
একটি মহুণ আংটি তারের মধ্য দিয়া গলিয়া যাইতে পারে। আংটিটি একটি чау 


বল Хет ক্রিয়ার বিন্দুর নিচে Фич রেখায় স্থির হইলে, প্রমাণ কর যে, প্র 
এবং তারের টান হইল чаги) [ W. В. Н. S. 1961 ] 


18. একটি ভারী সমসত্ব দণ্ড 37-র এক প্রান্ত 4 একটি মস্থণ দেওয়ালের উপর 
স্থাপিত এবং অপর প্রান্ত 9 হইতে দড়ি বাধিয়া д-т бач দিকে 0 বিন্দুর সহিত 
ঝুলানো আছে। 28-40 9 হইলে, баң রেখার সহিত দণ্ডটির কোণ এবং 
প্রতিক্রিয়ার মান নির্ণয় কর। [ W. В. Н. 8. 1969] 

19. 3 ফুট লঙ্কা এ দণ্ডটির ভার এ 91891 উহার 4 প্রান্ত একটি মস্থণ 
দেওয়ালের উপর স্থাপিত। В প্রান্ত ও 4-র aa দিকে 0 বিন্দুর সহিত দড়ি বাধিয়া 
দণ্ডটিকে Фа তলে এমনভাবে ধারণ কর! হইয়াছে যে, উহা অনুভূমিক তলের সহিত 
80° কোণ উৎপন্ন করে । BOA দৈর্ঘ্য ও দড়ির টান বাহির কর। 

[ W. В. Н. 8. 1965] 

20. 6 ফুট দীর্ঘ 48 সমসব দণ্ডটি 4 বিন্দুতে একটি কব.জার চারিদিকে অবাধে 
ঘুরিতে পারে। А হইতে 15 ইঞ্চি দূরে দণডটির к বিন্দুতে বাধা একটি দড়ির অপর 
প্রান্ত 4 বিন্দুর Gaa দিকে উপরে 0 বিন্দুতে আটকানো আছে। দণ্ডটির ওজন 
40 পাউণ্ড এবং দড়ির টান 120 পাউণ্ড হইলে, দেখাও যে দড়িটির দৈর্ঘ্য 25 ইঞ্চি | 

[ W. В. H. 9. 1964] 

91, একটি эг দেওয়ালের উপর এক প্রান্ত এবং ও দেওয়ালের সহিত 9 কোণে 
নত একটি чэн তলের উপর অপর প্রান্ত রাখিয়া একটি ভারী সমসত্ব দণ্ড সাম্যাবস্থায় 
রহিয়াছে। অনুভূমিক রেখার সহিত দণ্ডটির কোণ а হইলে, প্রমাণ কর যে, 

tan а=} tan б. [ W. В. Н. 8. 1967] 
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22. 1 মিটার লম্বা ও ৪ কি,গ্রা, ভারী একটি সমসত্ব দণ্ড IB মস্থণভাবে А 
বিন্দুতে কব জায় আট! P কি-গ্রা. পরিমাণ একটি অনুভূমিক বলের ক্রিয়ায় В প্রান্তটি 
অনুভূমিক তলের সহিত 60° কোণ উৎপন্ন করিয়া সাম্যাবস্থায় আছে। 4 প্রান্তের 
প্রতিক্রিয়ার দিক্‌ ও মান এবং £-এর মান নির্ণয় কর । [ W. В. Н. 8. 1969] 

28. W ভারবিশিষ্ট ДОВ সমদগুটির В বিন্দু সর্বোচ্চ প্রান্ত। 4 প্রান্তটিকে 
একটি মস্থণ খাড়া দেওয়ালের গায়ে রাখিয়া 05 দড়ির সাহায্যে এ দণ্ডটিকে টানিয়া 
রাখা হুইয়াছে। BD অনুভূমিক এবং бр দেওয়ালটির সহিত 80° কোণে অবস্থিত। 
দড়িটির টান ও দেওয়ালের প্রতিক্রিয়| নির্ণয় কর। [ W. В. Н. 8. 1971] 

24, О, АВО ত্রিভুজের অন্তঃকেন্জর। 0 বিন্দুতে স্থাপিত কোন বস্তকণার উপর 
তিনটি বল 2, 0 ও R যথাক্রমে 04, 07 ও 00 বরাবর সক্রিয়। প্রমাণ কর যে, 
বল-তিনটি সাম্যাবস্থায় থাকিলে 


РФ А 
27 
гт নদ лир 


25. 0, АВО ত্রিভুজের পরিবৃত্বের কেন্্র। 04, OB ও 00 বরাবর সক্রিয় 
P, 0 ও В বল-তিনটি সাম্যাবস্থায় থাকিলে, দেখাও যে, 


фик)” I=)" 

যেখানে a, & ও с যথাক্রমে 70, 04 ও АВ বাছুর Си | 

26. АВО ত্রিভুজের বাহ-তিনটির উপর লঙ্গভাবে সক্রিয় তিনটি বল সাম্যাবস্থায় 
আছে। দেখাও যে, বল-তিনটি sin 4, sin 1) ও sin 0-র সমানুপাতিক | 

27. তিনটি বল 0 বিন্দুতে নির্দিষ্ট অভিমুখে সক্রিয় এবং সাম্যাবস্থা-সম্পনন। 
0 বিন্দু দিয়া অঙ্কিত কোন বৃত্ত বল-তিনটির ক্রিয়ারেখাকে যথাক্রমে 4, B8 0 বিন্দুতে 
ছেদ করিলে, প্রমাণ কর যে, বল-তিনটি АВО ত্রিভুজের বাহগুলির দৈর্ঘ্যের 
সমান্গপাতিক। 

нав. 4, в ও 0 কোন বৃত্তের পরিধিস্থিত বিন্দু। IB এবং ВО বরাবর 
উহাদের দৈর্ঘ্যের ব্যন্তান্মপাঁতিক মানের দুইটি বল সক্রিয়। দেখাও যে, উহাদের aà 
В বিন্দুতে অঙ্কিত স্পর্ণক বরাবর সক্রিয় 


SpA saa 
সমান্তরাল বলশ্রেণী ও ভারকেন্দ্র 


( System of a parallel forces and centre of gravity ) 


1411. সমাজ্তৱাল্ন атс ল্ধি 2 (Resultant of a 
system of parallel forces)? দুইটি সমান্তরাল বলের ক্রিয়ারেখা একই সমতলে 
থাকিবেই। অথব] দুইটি সমান্তরাল বলের ক্রিয়ারেখা দিয়া একটি সমতল অবশ্যই 
আকা যায়। এখন ছুইয়ের অধিক কয়েকটি সমান্তরাল বল ছুইভাবে থাকিতে পারে ঃ 
তাহারা হয় (i) একই সমতলে, নতুবা (ii) একাধিক সমতলে সক্রিয় হইতে পারে। 
প্রথমে একই সমতলে সক্রিয় একশ্রেণীর সমান্তরাল বলের লব্দি-নিরয়ের প্রণালী 
আলোচনা কর! হইতেছে। 

(৫) একই সমতলে সমান্তরাল বলশ্রেণীর লব্ধি (Resultant of 
coplanar parallel forces) 2 

Ру, Pe, Ps, Р,,... প্রভৃতি বলগুলি যেন একশ্রেণীর সমাস্তরাল বল । 

উহারা একই সমতলে সক্রিয়। উক্ত সমতলের 

পরিজ: যে-কোন একটি বিন্দু 0 হইতে এ বলগুলির 

ক্রিয়ারেখাসমূহের উপর অঙ্কিত 04 яч 

Ру, Pa, Ps, Р,,... প্রভৃতির ক্রিয়ারেখাকে 

যেন যথাক্রমে 4,, Да, Аз, Aan প্রভৃতি 
বিন্দুতে ছেদ করে। 

বলগুলি সমান্তরাল বলিয়া, উহাদের বৈজিক 

সমষ্টিই উহাদের =з মান স্থচিত করিবে। 
নি R=Pi tP, + Pa PP (д 


দ্বিতীয়ত, এই লি যদি 04 রেখায় ও বিন্দুতে সক্রিয় হয়, তবে О বিন্দুর 
চারিদিকে ভ্রামক লইলে, 
Е.06=Р,.04;+Р,..ОАз+Р,.ОАз +Р,.ОА, + 
অথবা (р. + P+ Ps +--) 0G 
=Р,.ОАу +Р,.0А,+Р,.ОАз +Р,.ОА+ ~. 
[ (4) হইতে, Е= Р, +Р,+р.+Р,+.-: বলিয়া ] 
й Ру. А ЕРЫ 5) ЕН 
৪৫০৯০১47৬৬২ এ 
এইরূপে ৫) হইতে নির্ণের afia মান ও (i) হইতে উহার অবস্থান পাওয়া যায়। 
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(9 একাধিক সমতলে সক্রিয় সমান্তরাল বলঙ্রেণীর লব্ধি ঃ 

যথাক্রমে 4, В, Ов р বিন্দুতে 
সক্রিয় 2, 0, R ও বল-কয়টি যেন 
সমান্তরাল ও. বিভিন্ন সমতলে, সক্রিয়। 
উহাদের яч. মান ও অবস্থান নির্ণর 
করিতে হইবে। 4 ও В যুক্ত হইল। 
28-1 উপর и এমন. একটি বিন্দু যে, 
P.AE=Q.BE. . তাহা হইলে р ও QA 
লক্ধি P+ নিশ্চয়ই п হিন্দুগামী এবং P 

Р+О+Е+5 ও 0 বলের সমতলে ®[ | 
109নং চিত্র আবার, Б ও 0 বিন্দু যুক্ত করিয়া 

HOR উপর এমন একটি বিন্দু F লওয়া হইল যে, (7+0).7777-7.077 হয়। তাহা 
হইলে к বিন্দুতে সক্রিয় PQ বল ও 0 বিন্দুতে ARA БЕ বলের লক্ধি নিশ্চয়ই P বিন্দু 
দিয়া যাইবে এবং উহার মান হইবে (Р+0+Б). উহা 7+0 ও 2 বলের সমতলে 
afaa l 

তৃতীয়বার, Fs р বিন্দু যুক্ত করিয়া, উহার উপর এমন একটি বিন্দু ৫ লওয়া 
হইল যে, (7+0+73)%71৫-8.7)6 হয়। তাহা হইলে, P বিন্দুতে সক্ৰিয় 
(Р+@+ В) বল ও р বিন্দুতে সক্রিয় 9 বলের লব্ধি উহাদের সমতলে ৫ বিন্দু দিয়! 
যাইবে এবং উহার মান হইবে (P+Q+R +3). 

©. 4 বিন্দুতে সক্রির Р বল, В বিন্দুতে সক্রিয় 9 বল, О বিন্দুতে সক্রিয় 
в ও р বিন্দুতে সক্ৰিয় 5 বলের ARA মান 2+ 0+ +5 ও অবস্থান ৫ বিন্দু 
দ্বারা স্থচিত হইবে । এইভাবে বিভিন্ন সমতলে সক্রিয় যে-কোন-সংখ্যক সমান্তরাল 
বলের লক্গির সক্রিয় মান ও অবস্থান নির্ণয় কর] যায়। A 


142. a3 SIA aeaa cee (Centre of parallel 
force)? একশেণীর সমান্তরাল বলের লব্দিও তাহাদের সমাস্তরাল। এই а মান 
ও অবস্থান এ বলগুলির বিভিন্ন মান ও অবস্থানের উপরই মাত্র নির্ভর করে । এইরূপ 
সমান্তরাল বলশ্রেণীর দিক্‌ ЧЇЙ পরিবতিত, হয়, তবে লব্দিরও একই অভিমুখে দিক্‌ 
পরিবর্তিত হইবে $ কিন্তু যতক্ষণ প্রথমোক্ত বলগুলির মান ও অবস্থান অপরিবতিত 
থাকিবে, ততক্ষণ ARTS মান এবং অবস্থান অপরিবতিত থাকিবে। 

তাহা হইলে, স্বভাবতই এইরূপ একটি সিদ্ধান্ত হয় ঃ 

এক শ্রেণীর যে-কোন-সংখ্যক বলের а এমন একটি বিন্দু দিয়া 
যায়, যাহার অবস্থান এ বলশ্রেণীর দিক্‌-নিরপেক্ষভাবে কেবল মান ও 
অবস্থানেরই উপর নির্ভর করে। 
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এইরূপ এক শ্রেণীর সমান্তরাল বলের লন্ধির অবস্থানসূচক বিন্দুটিকেই 
ওঁ সমান্তরাল বলশ্রেণীর কেন্দ্র বলা হয়। 

অনুসিদ্ধান্ত । এক শ্রেণীর সমান্তরাল বলের কেন্দ্র কখনও একাধিক হইতে 
পারে না। কারণ সংজ্ঞা অনুসারে সমান্তরাল বলগুলির মান ও অবস্থানের উপরই & 
কেন্দ্রের অবস্থান নির্ভর করে। দিক্‌ তাহাদের যে-মুখেই পরিবতিত হউক না, 
তাহাদের মান ও অবস্থান সর্বদা একই থাকিবে এবং যতক্ষণ থাকিবে ততক্ষণ উহাদের 
কেন্দ্রের অবস্থানও এক ও অভিন্ন হইবে। স্থতরাং, সমান্তরাল বলের কেন্দ্র অনন্ত 


(unique). 


143. একই aaa с=з বিভিন বিন্দুতে Абы 
সমস্ত ৱান্স усана CE £ (101নং চিত্ৰ দেখ) Pa, Ps, Pa, Parse 
প্রভৃতি সমান্তরাল বলগুলি যদি একটি রেখা DAA যথাক্রমে Д,, Aa, 4১, Aane 
প্রভৃতি বিন্দুতে সক্রিয় হয়, তবে (14 অনুচ্ছেদ অনুসারে ) তাহাদের লক্ধি 04 রেখারই 
এমন একটি বিন্দু ৫ দিয়া যাইবে যে, 

0৫-75:045+125.045 + Р».ОА» + Р,.ОА, ++ 

Pit Pat Pat Pit m 
এই Ол রেখাস্থিত ৫ বিন্দুই আলোচ্যমান সমান্তরাল বলগুলির сеа | 


144. SEC (Contre of gravity)? পৃথিবী তাহার উপরিস্থ বা 
নিকটবর্তী সকল বস্তুকেই আপন কেন্দ্রের দিকে আকর্ষণ করে। বস্তবিশেষকে পৃথিবী 
এইভাবে যে-বলে আকর্ষণ করে, তাহাকেই 2 বস্তুর ভার বলা হয়। আমরা ইহাও 
জানি যে, বস্তনিচয়ের ভার তাহাদের ভরের সমান্গপাতিক। 


এখন, বস্তকণার উপর পৃথিবীর আকর্ষণ যে-রেখায় সক্রিয় হয়, তাহাকে উল্লঙ্ 
রেখা বলে। এইরূপ бач রেখাগুলি অস্তিমে পৃথিবীর কেন্দ্রে যাইয়া মিলিত হয়। 
তবে কাছাকাছি দুইটি бач রেখাকে সমান্তরাল বলিয়া ধরা যায়। কারণ পৃথিবীর 
ব্যাসার্ধ প্রায় 4000 মাইল দীর্ঘ। যেহেতু এত বিপুল দূরত্বে যাইয়া উল্লস্ব রেখাগুলি 
মিলিত হয়, সেইহেতু উহাদিগকে সমান্তরালই বলিতে হয়। 

দ্বিতীয়ত, প্রত্যেক কঠোর বস্তু কতকগুলি সুসংহত ভারী বন্তকণার দ্বার! গঠিত। 
ইহার প্রত্যেকটি বস্তকণার ভর-পরিমাণ সমান ধরিলে, উহাদের প্রত্যেকের উপর 
পৃথিবীর আকর্ষণ-জনিত বল বা অভিকর্ধজ বলও সমান ধরিতে হইবে। এই বলশ্রেণী 
যেহেতু ©яч রেখায় সক্রিয়, দেইহেতু ইহাদিগকে এক শ্রেণীর সমান্তরাল বল বলা যায়। 
স্বতরাং, যতক্ষণ বস্তুটির আকার ও অবয়ব অপরিবন্তিত থাকিবে, ততক্ষণ Å বলশ্রেণীর 
লক্ধি অর্থাৎ ভার নিশ্চয়ই একটি বিন্দু বা কেন্দ্র দিয়া যাইবে। এই বিন্দুটিই আলোচ্য 
বস্তুর ভারকেক্জ্র বলিয়া পরিচিত। 
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তাহা হইলে ভারকেন্্র বিশেষ শ্রেণীর সমান্তরাল বলেরই কেন্দ্র বল! চলে | 
অভিকর্ষজ বলের দিক্‌ অবশ্য নির্দিষ্ট, কাজেই ag- 
বিশেষের কণাগুগির উপর সক্রিয় এই বলমমূহের ০ দূ 
দিকৃ-পরিবর্তন করা মানুষের সাধ্য নয়। কিন্তু 
বস্তটাকে ওলট-পালট করিলে, উহার তুলনায় 
ওঁ বস্তুটির কণাগুগির উপর অভিকর্ষজ বলগুপির 
৪ с ев পাল্টাইয়া যাইতে পারে। উদাহরণস্বরূপ, € Ңң 
4801) একটি আয়ত পাত। উহার 2 কণার উপর 
108()-চিত্রে 7ট0-র সমান্তরালভাবে অভিকর্ষজ 108(Ь)а চিত্র 

108(0)9 চিত্র বল সক্রিয়, কিন্তু পাতটিকে 1080)-চিত্রের মতো 
ধরিলে, р কণার উপর অভিকর্ষজ বল ABA সমাত্তরাগভাবে সক্রিয় হইবে। স্পষ্টতই, 
পাতটির তুলনায় একই কণার উপর অভিকর্ষজ বলের দিক্‌ বদলাইয়া গেল। কিন্ত 
এইরূপ উল্টাইয়া-পাল্টাইয়া যেমন খুশী করি-না কেন, পাতটির অবয়ব ও আকার 
যতক্ষণ অপরিবর্তিত থাকিবে, ততঙ্গণ উহার কণাগুলির উপর অভিকর্ষজ বঙশ্রেণীর 
сече এক ও অভিন্ন থাকিবে ; এবং যেহেতু এই কেন্দ্রই ভারকেন্ত্র, সেইহেতু উহারও 
কোন পরিবর্তন হইবে না। তাহা হইলে কঠোর বস্তুর ভারকেন্্র 9 বস্তুসাপেক্ষে নির্দিষ্ট। 
বস্তুটি নড়িলে-চড়িলে উহাতে নির্দিষ্ট থাকিয়াই ভারকেন্দ্রও সঙ্গে সঙ্গে নড়াচড়া করিবে । 

তৃতীয়ত, ভারকেন্ সর্বদাই যে বস্তবিশেষের নিজের মধ্যেই অবস্থিত থাকিবে, 
তাহা নয়। উদাহরণস্বরূপ, বৃত্তাকার একটি ধাতৃবলয়ের কেন্্রই উহার ভারকেন্দ্র, অথচ 
এই কেন্্র-বজয়টির ভরের উপর অবস্থিত নয়। 

চতুর্থত, সকল 41918 ভারকেন্দ্র আছে। বস্ত কঠোর হইলেই মাত্র ভারকেন্ 
থাকে, নহিলে থাকে না-_একথা সত্য নয়। কথাটা এইমাত্র যে, নমনীয় বস্ত্র ভারবেন্দ 
ততন্গণই নির্দিষ্ট থাকে, যতক্ষণ উহার আকার ও অবয়ব অপরিবঠ্িত থাকে | উদাহরণ- 
স্বরূপ, একটি লম্বা, সরু ও সমসত্ব (uniform) তার যতক্ষণ সরল রেখায় বিশ্তারিত 
থাকে, ততক্ষণ উহার ঠিক মধ্যস্থলে থাকিবে উহার ভারকেন্্র। কিন্তু উহাকে যদি 
বাকাইয়। বৃত্তাকার কর! হয়, তবে এ তারের ভারকেন্দ হইবে এ বৃত্তের CFA | 

উপরের আলোচনা হইতে ভারকেক্্র সম্বন্ধে এরূপ একটা সংজ্ঞা পাওয়া যায় £ 

একটি বস্তুর আকার ও অবয়ব যতক্ষণ অপরিবর্তিত থাকে, ততক্ষণ 
উহার তুলনায় যে নির্দিষ্ট বিন্দু দিয়া উহার কণাগুলির উপর সক্রিয় 
অভিকর্ষজ বলশ্রেণীর লক্ধি সর্বদা সক্রিয় থাকে, সেই বিন্দুকে এ বস্তুর 
ভারকেন্দ্র বলে। 

অথবা, আরও সংঙ্গেপে বলা যায় যে 

কোন নির্দিষ্ট আকার ও অবয়বযুক্ত বস্তুর ভারকেন্দ্র বলিতে সেই 
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বিন্দুকেই বুঝায়, যে-বিন্দুতে বস্তুটির যে-কোন অবস্থানে, উহার সমগ্র ভার 
সক্রিয় বলিয়। কল্পন! কর! যায়। 


ভারকেন্দ্রের ইংরেজী নাম Centro of Gravity, সেইজন্য সংক্ষেপে উহাকে 
0.9. লিখিয়া বুঝানো হয়। 


14'5. বস্ত-নিশেন্সের SECR অনন্য £ বস্তুবিশেষের আকার 

ও অবয়ব যতক্ষণ অপরিবতিত থাকে, ততক্ষণ উহার ভার একটি নির্দিষ্ট বিন্দু দিয়া 

নিচদিকে সক্রিয় হইবে। বস্তুটিকে উল্টাইয়া-পাল্টাইরা যে অবস্থানেই রাখা! হউক-না, 

ভারের ক্রিয়ারেখা সর্বদা সেই নির্দিষ্ট বিন্দু দিয়া উল্লধভাবে নিয়মুখী হইবে | চিত্রে 

প্রদর্শিত বস্তুটির ভারকেন্দ্র যেন ৫. যদি উহার দ্বিতীয় আর-একটি ভারকেন্দ্র থাকা সম্ভব 

হয়, তবে তাহা যেন ৫, এখন বস্তটিকে এমন অবস্থানে রাখা! 

ও_ ৫) হইল (1, @@' অন্ভূমিক হয়। সংজ্ঞা অনুসারে বস্তটির ভার 

\ / উহার যে-কোন অবস্থানে নিয়াভিমুখী হইবে। কাজেই এক্ষেত্রে 

GG রেখায় সেই. ভারকে নিয়াভিমুখী হইতে হয়, কিন্তু তাহা 

অসম্ভব । GE অনুভূমিক রেখা, উহার উপর бич 42 ভারের 

অভিমুখ । ৫ ও а একই বিন্দুতে মিলিত হইলেই মাত্র ভার তাহাদের মধ্য দিয়া 

নিয়াভিমুখী হইতে পারে । অতএব একটি নির্দিষ্ট আকার ও অবয়বযুক্ত বস্তুর একাধিক 
ভারকেন্দ্র থাকিতে পারে না। অর্থাৎ বস্ত-বিশেষের ভারকেন্দ্র অনন্ত | 


14:6. Sacma: বন্ত-বিশেষের কণাসমুহের উপর সক্রিয় 
উহাদের (কণাগুলির) ভরের সমানুপাতিক একশ্রেণীর সমান্তরাল বলের 
যাহ! কেন্দ্র, তাহাই এ বস্তুর ভরকেন্দ্র। 


আপাতদৃষ্টিতে ভরকেন্দ্র ও ভারকেন্দ্রের পার্থক্য ধরা পড়ে না। কিন্তু কার্যত 
এক হইলেও, যুক্তির দিক দিয়া উহার! এক ও অভিন্ন নহে। পরবর্তী অনুচ্ছেদে তাহাই 
আলোচন! করা, হইতেছে। 

147. Saa ও ভ্ডান্লন্কেত্দ্র £ সাধারণত ভরকেন্্র ও ভার- 
কেন্দ্রের কৌন পার্থক্য ধর! পড়ে না। একটি বস্তুর মধ্যে যত কণা আছে, তাহাদের 
প্রত্যেকের উপর তাহাদের ভরের আনুপাতিক একশ্রেণীর সমান্তরাল বল সক্রিয় 
রহিয়াছে বলিয়া যদি কল্পনা কর! যায়, তবে এ বলশ্রেণীর লক্ষি বস্তটির একটি নির্দিষ্ট 
বিন্দুর মধ্য Ra যাইবে | উহাই উক্ত সমান্তরাল বলতেণীর কেন্দ্র এবং বস্তুটির 
ভরকেন্ত্র। -ভারকেন্দ্র বগিতেও, বস্তুবিশেষের কণাগুলির উপর সক্রিয় তাহাদের 
ভরের সমানুপাতিক অভিকর্ষজ বলসমূহের লঙ্ষির প্রয়োগ-বিন্দুই বুঝায়। কাজেই 
একই স্থানে বস্তুবিশেষের ভরকেন্দ্র ও ভারকেন্দ্র একই বিন্দু হইবেই। 


কিন্তু এমন স্থানও আছে যেখানে অভিকর্ষজ বল প্রায় নাই | সেখানে বস্তুর 


1049: চিত্র 
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ভারও থাকিবে না, ভারকেন্দ্রও থাকিবে না; কিন্তু ভরকেন্দ্র থাকিবে। দ্বিতীয়ত, 
অভিকর্ষজ বল পৃথিবীর সর্বত্র সমান নয়। একটি বর্গতলের উপর দণ্ডায়মান হিমালয়ের 
একটি সমদত্ব স্তম্ভের ঠিক মাঝামাঝি একটি অশ্ুভূমিক বর্গতল কল্পনা করিলে, & বর্গের 
efan ছেদবিন্দু হইতে weha উপরে ও নিচে ভর নিখুঁতভাবে সমান হইবে। 
কাজেই উহার এ প্তস্তটির ভরকেন্্র হইবে | কিন্ত এ ভরকেন্দ্রে উপরকার ভরের 
উপর অভিকর্ষজ বল নিচেকার ভরের উপর অভিকর্মজ বল অপেক্ষা বেশ খানিকটা 
কম হইবে। কারণ দূরত্বের বর্গের সহিত অভিকর্ষজ বল ব্যস্ত সমান্পাতিক। স্থতরাং, 
черт ভারকেন্দ্র উহার ভরকেন্দ্র হইতে একটু নিচেই অবস্থিত হইবে। 

স্পষ্টতই, তাহা হইলে, সুক্মবিচারে ভরকেন্দ্র ও ভারকেন্দ্র এক নয়। বাস্তব 
ক্ষেত্রে অবশ্য এত বিপুল বস্তুর বা অভিকর্ষজ বলের আওতার বাহিরে বস্তর আলোচন! 
করা হয় না। সেইজন্য ভরবেন্দ্র ও ভারকেন্দ্র PÁS এক ধরিলেও খুব একটা ভুল 
হয় না। 

14:8. বিশ্েমণাত্মক পদ্ধতিতে Saca (еы 
(Analytical determination of centre of дгауйу)$ নিচে বিশ্লেষণাত্মক 
পদ্ধতিতে কি-ভাবে ভারকেন্দর নির্ণয় কর! যায়, তাহার বিবরণ দেওয়া হইতেছে। 

0 একটি সরলরেখার বিভিন্ন বিন্দুতে অবস্থিত কয়েকটি ভারের ভার- 
কেন্দ্ৰ (Centre of gravity of a system оў particles lying on a straight line) $ 

ОХ সরল রেখায় wy, Wa, Wa, а 


ইত্যাদি কয়েকটি বস্তকণার ভার 0 হইতে ০ | হার 
যথাক্রমে шу, та, тз, প্রভৃতি দূরত্বে সক্রিয় + а 


রহিয়াছে। উহাদের ভারকেন্্র যদি এ রেখার 
а বিন্দুতে অবস্থিত হয়, এবং 06 দুরত্ব যদি 
দ্বার! স্থচিত হয়, তবে 0 বিন্দুর চারিদিকে ভ্রামক লইয়া, 


(ш, Hwa +05 +) T= Wit + Was + Wst + 
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e = WD, айа + WsTs +++ Ут, К. 
ছি Wi + Wa + Ug + = yw а) 


বস্তকণাগুলির ভর mi, 9, тз, ইত্যাদি হইলে, 
а-н, কারণ ভার, ভরের সমান্গপাতিক। 
0) একই সমতলস্থিত বন্তকণাসমুহের ভারকেন্দর (Contre of gravity of 
a system of particles lying on a plane) 2 


একটি সমতলে шу, Wa, wa, ইত্যাদি ভারবিশিষ্ট কণা যথাক্রমে А,, 42, А», 
ইত্যাদি বিন্দুতে অবস্থিত। এ সমতলে পরম্পর লক্বচ্ছেদী দুই রেখা ОХ 0)-কে 
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যথাক্রমে এ ও অক্ষ ধরিলে, Aa, 49, Aa ইত্যাদি বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক হয় 
Y যথাক্রমে (шу, у), (22, уз), (шь, V), ইত্যাদি । 
কণাগুলির ভারকেন্দ্র যেন ৫ বিন্দু এবং ৫ বিন্দুর 
স্থানাঙ্ক যেন (৮, 0), স্পষ্টতই ৫ বিন্দুতে কণাগুলির 
ভারের সমষ্টি, অর্থাৎ р, + wa +৪ 4... পরিমাণ 
ভার সক্রিয়। 

এখন, ОХ রেখাকে ঘুরাইয়া অনুভূমিক 
করিয়া লওয়া হইল। ইহাতে ভারকেন্দ্রের অবস্থান 


106নং চিত্র পরিবতিত হইবে না। এইবার о বিন্দুর চারিদিকে 
ভ্রামক লইলে, 
(wi + wa + Ws + Уш = шуш, + шаша + Wars + 
д = 10101 + Wata + Wats + Хот ধা 
HA ша Fwa + Ws + ++. Уш 20) 
আবার, তলটিকে এমনভাবে ঘুরানো হইল যে, ОУ রেখা зеб হয়। ইহার 
О বিন্দুর চারিদিকে ভ্রামক লইলে, 
(шу + ша + ws + +) 0 = 01у 12022 + Ways + 
74 ZYL + Ways + Ways + Ху 
‚+ Wit Wa FW +e t у 4% 


ভার ভরের সমানুপাতিক বলিয়া, বস্তকণাসমূহের ভর যথাক্রমে ma, Ma, ma, ইত্যাদি 
হইলে, 


2 


27723777902 + masts + =m 
Жа + та + Mg + Хт 


= „Жау + maya + тву, + Уту. 
САВ y ОЙЛЕН е. Хт 

কিন্তু বস্তকণাসমূহ বিভিন্ন বিচ্ছিন্ন বিন্দুতে অবস্থিত না হইয়া, যদি একটি দৃঢ় বস্তুর 

বিন্দুতে অবিচ্ছিরভাবে «ә হয় (continuously distributed), [ যেমন ТӨ 
বা পাত-আকুতির বস্তুর ক্ষেত্রে ], তাহা হইলে সমাকলন দারা এসকল বস্তুর ভারকেন্্র 
БФ করা যায়। নিচে উহা আলোচনা করা হইল। 

কৌন বস্তুর কোন বিন্দুতে অবস্থিত একটি т বন্তকণার ভর যদি om 
হয়, তবে (1) ও (9) নং সমীকরণ হইতে পাওয়া যায়, 


= = Хй.ӧт 
ШЕ ш 
= 20:0", — Уу.ӧт | © (4) 


m 7 ০৪, 
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কলন গণিতের সমাকলনের প্রতীক অনুসারে, উপরোক্ত সমীকরণ-দুইটিকে লেখা 


যায়, 
а-в . (8) 


dm 


5-120%, =, [уйт k 
এবং g Тай, у Jans © (6) 


যেখানে সমাকলন প্রক্রিয়াটি, যে-বস্তুটির ভারবেন্দ্র নির্ণয় করা হইবে, তাহার সমগ্র 
ভরের উপর প্রযুক্ত। 

149. Ga ыта ааа ভাৱক্কেভ্দ্ৰ ATE (реіег- 
mination of centre of gravity of bodies of different shape) $ নিচে 
বিভিন্ন আক্বৃতির বস্তুর етсе নির্ণয়ের পদ্ধতি আলোচিত হইল । 

(1) একটি সরল ও AIAI দণ্ডের ভারকেন্দ্র (Contre of gravity of 
a straight uniform rod) 8 

АВ সরল দণ্ডের দৈর্ঘ্য / এবং ДХ-С® যেন £-অক্গ ধরা ZZN | 

এখন, 4 বিন্দু হইতে যথাক্রমে % ও %+-6% দুরে ? ও 0 যেন দুইটি সন্নিহিত 
বিন্দু। স্থতরাং 70৪৮. দণ্ডটির পদার্থের 


A Ра в х 
а. তাহা হইলে 2 বিন্দুতে অবস্থিত অমিতক্ষুদ্র г 
বস্ভকণার ভর m= ৫.62.০, যেখানে а ও p 
ফ্রুবক। 


4 বিন্দু হইতে দণ্ডটির ভারকেন্দরের দুরত্ব যেন £; স্বতরাং А বিন্দুর চারিদিকে 
ভ্রামক লইলে, 


2.5 a ôx.p= X a 620.2 
বা, 2,5৮৮ ৫.8 ( উভয়পঙ্গকে а, দ্বারা ভাগ করিয়া) 
৪০-৯০ হইলে, সীমান্তমান লইয়া, 


সমাকলনের সীমা 0 হইতে 1 পর্যন্ত লওয়া হইয়াছে, কারণ সমগ্র দণ্ডটির ক্ষেত্রে ৫-এর 
মান 0 হইতে 1969 পরিবর্তিত হয়। 
সুতরাং সমসত্ব সরল দণ্ডের ভারকেন্দর উহার মধ্য বিন্দু! 


গ. (хп)—16 
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(9) ত্রিভুজাকৃতি лал পাতলা পাতের Starra (Centre of 


gravity of a thin uniform triangular lamina)? АВО যেন একটি 
ত্রিভুজাকৃতি সমস পাতলা পাত। উহার ভূমি -এর মধ্যবিন্দু D. 
এখন, সমগ্র পাতটিকে ВО রেখার সমান্তরাল কতকগুলি: 


N яе ও সূস্ম দণ্ড দ্বারা গঠিত বলিয়া কল্পনা করা যায়। 
৮ এইরূপ тези অন্যতম একটি 20. ВО দণ্ডের ভারকেন্দর 
а М উহার মধ্যবিন্দু р. 4 ও D যুক্ত হইলে উহা] যেন РО দণ্ডকে 
কন জো এ В বিন্দুতে ছেদ করে। PR যেহেতু BD- সমান্তরাল 

108я চির সেইহেতু ЛАВР ও ДАРВ সদৃশ | 


PREAB টার (i) 
ВР AD যা 

অন্থরূপভাবে, AADO ও A420 সদৃশ বলিয়া, 29-45 ce (i) 
PR_RO. BD=D0. 2. ББ-75 
БОЛОП কিন্ত 5р-р0. „©. PR RQ. 


7. RRAPO দণ্ডের মধ্যবিন্দু, কাজেই উহার ভারকেন্্। এইভাবে воя 
সমান্তরাল প্রত্যেকটি দণ্ডের ভারকেন্্র 47) মধ্যমার উপর অবস্থিত। 

আবার, পাতটিকে যদি ОД বাহুর সমান্তরাল কতকগুলি সমসত্ব ও সুন্ম দণ্ডের 
সমষ্টি বলিয়া কল্পনা করা যায়, তাহা হইলে সমগ্র পাতাটির әсән ВЕ মধ্যমার 
উপরও অবস্থিত হইবে। 

অতএব, AD ও BEA সাধারণ বিন্দু যদি ৫ হয়, তবে সেই ৫ বিন্দুই পাতটির 
ভারকেন্্র। স্পষ্টতই ৫ মধ্যমাত্রয়ের ছেদবিন্দু। 

Re, ত্রিভুজাকৃতি একটি সমসত্ব পাতলা পাতের ভারকেন্্র এ ত্রিভুজের 
মধ্যমাত্রয়ের ছেদবিন্দু। 

(99) একটি ত্রিভুজের তিনটি শীর্ষে স্থাপিত সমান তিনটি বস্তকণার 
ভারকেক্দ্র (Centre of gravity of three equal particles placed at the 
vertices of a triangle)? АВО ভূ 
প্রত্যেক শীর্ষে যেন একটি %-পরিমাণ ওজনের ভর 
স্থাপিত। 

вес বিন্দুস্থিত ॥ ও w ওজন-ছুইটি সদৃশ 
সমান্তরাল বল। স্থতরাং তাহাদের Їй 9 ভূমি 
BOA মধ্যবিন্দু 7) দ্বারা সক্রিয় | 

আবার, А বিন্দুস্থিত % এবং  বিন্দুগামী 
2% দুইটি সদৃশ সমান্তরাল বল। উহাদের afè AD 
রেখায়, ধরা যাক, ৫ বিন্দুতে সক্রিয়। 


A aw 
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ЧӨП, w.AG=2w.DG; 2. === с 


৫ বিন্দু মধ্য মাত্রয়ের ছেদবিন্দু, কাজেই ত্রিভূজটিরও ভারকেন্দ্র। 
- чөй, নির্েয় ভারকেন্দ্র G. 


(ঞ) ত্রিভুজাকারে সজ্জিত AIAG সরল দণ্ডের ভারকেন্দ্র (Centre 
of gravity of three straight uniform rods forming a triangle) АВ, 
BO ও 04 এই তিনটি সমসত্ব সরল দণ্ড АВО ত্রিভুজের আকারে সঙ্জিত। AB, BO 
ও 04-র ভারকেন্্র যথাক্রমে তাহাদের মধ্যবিন্দু р, ESF. 7) ও এর, LESH এবং 77 
ও 7) যুক্ত হইল। АДВ, 70 ও 07 দণ্ড-তিনটির ভার তাহাদের দৈর্ঘ্যের আ্ুপাতিক। 
өя р বিন্দুতে সক্রিয় АВ ভার এবং F বিন্দুতে সক্রিয় 40-ভারের লব্দি যদি ОР 
রেখার বিন্দু দিয়া যায়, তবে, AB.DX = ЛО.РХ, 


7740 ._9 Рв, 
অর্ধ কবর 
ЕХ রেখা LDEF- সমদ্বিখণ্ডক। 
г. বিন্দুতে 47 ও 40 দণ্ডের লক্ষি এবং Е বিন্দুতে ВО দণ্ডের ভারের nfà 
নিশ্চয়ই ИХ রেখার কোন বিন্দুতে সক্রিয়। 
অনুরূপভাবে, AB ও ВО দণ্ডের ভারের AA  D'%-এর табат Ру ও 
DEA ছেদবিন্দু Y বিন্দুতে সক্রিয় হইবে। AN АВ ও BOA ভারের লব্ষি এবং 
CAA ভারের লব্দি 177-এর কোন বিন্দুতে সক্রিয়। 
অতএব, АВ, ВО ও 04 দণ্ডের ভারের লব্ধি EX ও FY উভয় রেখার 
সাধারণ বা! ছেদবিন্দু ৫ দিয়া যাইবে। এ বিন্দুই, তাহা হইলে, AB, ВО ও 04 দণ্ড- 
তিনটি দ্বারা গঠিত ত্রিভুজের ভারকেন্্র ৫. স্পষ্টতই G বিন্দু DEF ত্রিভুজের অনস্তব্বত্তের 
сні 
স্থতরাং, ব্রিভুজাকারে সজ্জিত সরল ও সমসন্ব দণ্ডত্রয়ের ভারকেন্দর 
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Taraa মধ্যবিন্দুর সংযোজক রেখা-তিনটি দ্বারা গঠিত ত্রিভুজের অন্তব্বত্তের 
কেন্দ্র। 

(8) সমসস্ব সামান্তরিক পাতের ভারকেক্দ্র (Centre of gravity of a 
uniform lamina in the form of a parallelogram)? ABCD যেন একটি 
সমসত্ব পাতলা পাত। পাতটি 47 ও 07)-র সমান্তরাল কতকগুলি সরু ও সমসত্ব 

দণ্ডে গঠিত বলিয়া কল্পনা কর] যায়। XY যদি 


৮ ы € এইরূপ একটি দণ্ড হয়, তবে উহার মধ্যবিন্দুই উহার 

% Ү ভারকেন্দ্র। এখন, 8 ও ODA মধ্যবিন্দু যথাক্রমে 

R s 2 ও এ যুক্ত করিলে, 28 ও 0D-র সমান্তরাল ХУ 
দণ্ডের ন্যায় প্রত্যেকটি দণ্ডের মধ্যবিন্দু 20 রেখার 

А Р B উপরই অবস্থিত হইবে | স্থতরাং সমগ্র 47701) 


সামান্তরিকের ভারকেন্দ্র নিশ্চয়ই 20 রেখার উপর 
1114 চিত্র অবস্থিত | 

অন্থুরূপভাবে, সমগ্র পাতটিকে ВО ও ADA সমান্তরাল কতকগুলি সরু ও সমসত্ব 
দণ্ডে বিভক্ত কল্পন! করিলে, 70 ও ADA মধ্যবিন্দুদ্ধয়ের সংযোজক RS রেখার উপরও 
পাতটির ভারকেন্দ্র অবস্থিত হইবে | তাহা হইলে, АВО পাতের ভারকেন্দ্র ро ও 
ও 5 উভয়েরই উপর রহিয়াছে। সুতরাং 70 ও 7$-এর ছেদবিন্দু ৫-ই সেই 
ভারকেন্দ্র। স্পষ্টতই ৫ নামাস্তরিকটির কর্ণদ্বয়ের ছেদবিন্দু। 

অতএব, একটি সামান্তরিক পাতের асти ছেদবিন্দুই উহার 
ভারকেন্দ্র। 

(4 বৃত্তাকার পাঁতের ভারকেক্দ্র (Centre of gravity of a uniform 
circular lamina) 2 АРВО যেন একটি বৃত্তাকার A 
সমসত্ব পাত। AB ও 07 উহার দুইটি ব্যাস। 

ABA উপর লম্ব XY একটি জ্যা। পাতটিকে 
EY সমান্তরাল জ্যা-সমূহের ন্যায় কতকগুলি দণ্ড 
দ্বারা গঠিত বলিয়া কল্পনা করা যায়। XY দণ্ডের 
মধ্যবিন্দুই উহার ভারকেন্দ্র। YA সমান্তরাল 
অন্য সকল জ্যা-এর উপর লঙ্ব বলিয়া АВ ব্যাসের 
উপর নিশ্চয়ই উহাদের মধ্যবিন্দুগ্তলি অবস্থিত। 
স্থতরাং এ জ্যা-গুলির ভারকেন্তরসমৃহ, অর্থাৎ, সমগ্র 
পাতটিরই ভারকেন্্র AB- উপর অবস্থিত। 19% চিত্র 

অন্থরূপভাবে, পাতটিকে যদি 67)-র উপর 919-971 70-র সমান্তরাল কতকগুলি 
0 দু TD ব্যাসের উপরও অবস্থিত 

| 
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qea, বৃত্তাকার পাতটির ভারকেন্ত্র ДБ ও Ор উভয় ব্যাসের উপরেই 
'অবস্থিত। কাজেই উহাদের ছেদবিন্দু অর্থাৎ еба কেন্্রই এ পাতটির ভারকেন্্র। 

স্থতরাৎ, বৃত্তাকার AIAG পাতের কেক্দ্রই উহার ভারকেন্দ্র। 

(4৫) эля পাঁতের বৃত্তাকার বলয়ের ভারকেক্দ্র (Centre of gravity of a 


uniform lamina in the form of a ring) 3 

арво যেন একটি ধাতুনিমিত সমসত্ব বলয়। UD উহার একটি ал! AB এই 00 miaa 
লব্বদ্বিখগডক ব্যাস। ОР বরাবর বলয়টির অন্তববত্তের জা-টি 
ст হইলে, DD = 00°. 

বলয়টি সমসত্ব বলিয়া, 00’ ও DD'-এর ভার সমান এবং 
সেই কারণে উহাদের afa ОР জ্যা-এর মধ্যবিন্দু 17-তে সক্রিয় 
হুইবে। এইভাবে UDa সমান্তরাল অন্ত জ্া-গুলি বিবেচনা করিলে 
উহাদের মধাবিন্দুগুলি সমস্তই AB ব্যাসে অবস্থিত হইবে এবং 
এই ব্যামের উভয় দিকে বলয়টির 00 ও 00 -এর মতো! প্রত্যেক 
জোড়া অংশের ভারকেন্ত্র 47-র উপর থাকিবে। সুতরাং, সমগ্র 
ৰলয়টিরই ভারকেন্দ্র ABa উপর অবস্থিত হইবে। অনুরূপভাবে, 
অন্য যে-কোন ব্যাস লইয়। উপরিউক্ত পন্থায় দেখানো যায় যে, 
বলয়টির ভারকেন্দ্র উহার উপর অবস্থিত। অতএব, দুইটি ব্যাসের 
саб অর্থাৎ বলয়টির কেন্্রই উহার ভারকেন্র। 

(5) দুইটি বস্তুর ভারকেন্দ্র জান! থাকিলে, তাহাদের সমবেত ভারের 
ভারকেক্ fafa: দুইটি বস্ত 47307) ও B0EF-এর ভারবেন্দ্র যেন যথাক্রমে ৫, 
i ও @ এবং ভার যথাক্রমে 00; ও ша. 

৫, ও ৫5 যুক্ত হইল | 

৫, ও Ga RS যথাক্রমে w, ও 
шз ভার সক্রিয় বলিয়া ধরা যাইতে পারে। 
шу ও wa ভার-দুইটি সদৃশ সমান্তরাল বল। 
তাহাদের লক্ধি 762 রেখার ৫ বিন্দুগামী 
হইলে, এ G বিন্দু ш, ও %৪-র সমবেত 
ভরের ভারকেন্দ্র এবং 13, GG; = wa AGa. 

wa wa ভার ও буй 06 জানা থাকায়, এই সমীকরণ দ্বার! সহজেই 
а বিন্দুর অবস্থান বাহির করা যায়। 

বি. দ্র.। উপরি-উক্ত পন্থায় দুইটি বস্তর ভারকেন্ত্র ও তৃতীয় বস্তুর ভারকেন্দ্ 
লইয়া তিনটির ভারকেন্দ্র জানা যায়। তিনটির ভারকেন্্র ও চতুর্থ 'আর-একটি বস্তুর 
таста জান! থাকিলে, সমবেতভাবে এ চারিটির ভারকেন্ত্র জান! বায়। এইভাবে 
যে-কোন-সংখ্যক чач ভারকেন্্র জান! থাকিলে, সমবেতভাবে উহাদের ভারকেন্দ্ নির্ণয় 


করা যায়। 


118নং চিত্র 


athe 


пая চিত্র 
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উদাহরণ 1. 4B তারটি 0 বিন্দুতে АВО কোণে এমনভাবে বাকানো যে, 
৪ 40৩0 সরল রেখা। তারটির ভারকেন্দ্র বাহির 
কর। 


с F 


40 ও ОВ অংশের ভারকেন্দ্র যথাক্রমে Б ও 
Р হইলে, Б বিন্দু :40-র এবং F বিন্দু ОВ 
মধ্যবিন্দু। ঘ ও ফু যুক্ত হইল। 
Ee 10S ОВ তারখগু-দুইটির ভার তাহাদের 
А দৈর্ঘ্যের আনুপাতিক সুতরাং, ИЕ রেখায় ৫ বিন্দু 
টপ Е@=Вб.Е@; 
BG _ 
তব] 86. ইহা হইতে G-A অবস্থান স্থচিত হয়। 
উদ্দাহরণ 2. একটি সমগ্র বস্তুর ও উহার একটি অংশের ভার ও ভারকেন্দ্র প্রদত্ত 
হইলে, এ অংশ বাদে বস্তুটির অবশিষ্টাংশের ভারকেন্দ নির্ণয় কর। 
[7-ভারযুক্ত একটি বস্তুর ভারবেন্দ্র 0 এবং উহার 
£5-ভারযুক্ত একটি অংশের ভারকেন্দ্র যেন 2. এই অংশ 
বাদে বস্তুটির বাকী অংশের ভার 77-%5. এই а: 
ভারযুক্ত অংশের ভারকেন্দ্র নির্ণয় করিতে হইবে। РО 
যোগ করিয়! বর্ধিত করিলে, উহার উপর ৫ বিন্দুই যেন নির্ণেয় 


ভারকেন্্র। তাহা হইলে, пе 
(7-%,).00-%,.05 7; ~. 08-7002. 
-Ww 
ইহা! হইতে ৫ বিন্দুর অবস্থান পাওয়া যায়। 


উদ্দাহরণ 8. ৪ ফুট লম্বা ও ৪ পাউণ্ড ভারী АВ সমদণ্ডটির А হইতে যথাক্রমে 
1, 8, 6 ও ৪ ফুট দূরে 8, 5, 7 ও 1 পাউণ্ড ভার যুক্ত আছে। উহাদের ভারবেন্দর নির্ণয় 


] 
теб ও উহার সহিত যুক্ত ভারসমূহের লন্ধি-৪+8+5+%+ 
= 24 পাউণ্ড-ভার। 
4 হইতে сія ভারকেন্দ্রের দূরত্ব যেন % ফুট। দগুটির ভার 4 হইতে 4 ফুট 
দুরে সক্রিয়। এ-র চারিদিকে ভ্রামক লইয়া, 
942=3х1+5х3+8х4+7х6+1х8 
=3+15+392+49+8=100. 
2= 2 ৮4 ফুট । 
анаа 


সমান্তরাল বলশ্রেণী ও ভারকেন্্ кл 
Еб ক্কেতে ভালক্কেত্ুদ্র লা ভল্রক্কেত্দ্র নিল 


Barza 1. একটি ত্রিতুজারুতি পাতের বাহু-তিনটি যথাক্রমে 8, 6 ও 
10 ফুট। উহার বৃহত্তম বাহু হইতে ভারকেন্দ্রের দুরত্ব নির্ণয় কর। 
* [ 0. U. Matric. 1910 ] 
АВО ত্রিভুজের АВ=10 ফুট, 70৪ ফুট 
এবং 04=6 ফুট। এখন 8° +62=100=10°. М 
2. АВО একটি সমকোণী (пуш! 0 কোণ У 
সমকোণ। 0 হইতে মধ্যম! 0D =}43 =5 51 
б মধ্যমার উপর ৫ বিন্দু যেন ত্রিতুজটির ^ Сю 53 
ভারবেন্দ্র। তাহা হইলে, 87)-$07)-4 ফুট । 1179 চিত্র 
0 হইতে 27-র উপর ОР 941 
এখন AAFO ও ДАОВ সদৃশ । 


8149 0’ ৪ 
OF _ ВО, тпа ВО оа ৮8৯6৫ 
САТ ЯВ 08৮ 48'64 0 5 হুট! 


আবার, ACFD, AGED সদৃশ বলিয়া, 


বৃহত্তম বাহু হইতে ত্রিভুজাক্ৃতি পাতটির ভারকেনদ্ের দূরত্ব 18 ফুট। 

উদাহরণ 2. প্রত্যেকটি 4 ইঞ্চি э] ছয়টি সমদণ্ড ছার! 2403 сла 
গঠিত। উহার মধ্যে двор বর্গাকৃতি এবং РАВ veraia বাহিরের দিকে একটি 
সমবাহ ত্ৰিভুজ । саба কেন্দ্র হইতে 24)03-এর ভরকেন্দের দূরত্ব নির্ণয় কর। 
[ W. В. 8. F. 1952 ] 
আমরা জানি, বর্গক্ষেত্রের ভরকেন্্র উহার বিপরীত বাহুর মধ্যবিন্দুর সংযোজক 
রেখাদবয়ের ছেদবিন্দু। উহাকেই বর্গের কেন্দ্র বলে। 4707) 
বরগক্ষেত্রের কেন্দ্র যেন 0. АРАВ সমবাছ বলিয়া Р 

হইতে IBA উপর РЕ মধ্যমা ABA উপর TT | 


এই মধ্যম! 0 বিন্দুগামী। 


APABA ভরকেন্জ যেন РИ মধ্যমার Ga বিন্দুতে 
1189 চিত্র 
অবস্থিত। 


248 বলবিদ্যা 
তাহা হইলে, &:77-$717-$ /РД#—(1АБ)* 
e a =} এল ইঞ্চি । 
PADOB ক্ষেত্রের ভরকেন্ত্র যেন 0.0 রেখায় ৫ বিন্দুতে অবস্থিত 1. 
4707 ক্ষেত্রের ভর ০5 হইলে, PAD ত্রিভুজের ভর 8 аз, 


4 
a°w О@= № а®*ш.@б.. 


BUR 49 (GE + ও) 


85851521775 
নল Жү эт Ө ЛЗ. б 
ов 8) 508-042; 


2 
22017487058 2+9,/8 (2+2 J34- ৪) 


96. - ৪ хар Ва 48 16-3 
_2+6/3_ 2+6х1'739 2+10'399 = 12392 
18 18 13 = 795 ইঞ্চি। 


7. АВОр বর্গের কেন্দ্র হইতে 74790) ক্ষেত্রের ভরকেন্দ্র '95 ইঞ্চি দূরে 
অবস্থিত। 

উদ্দাহরণ з. (i) 4707) একটি আয়তাকার শক্ত মলাটের কাগজ । উহার 

АВ বাহু-6 ইঞ্চি, AD বাহু-৪ ইঞ্চি এবং ДЕ বাহুর মধ্যবিন্দু х. 70-বাহুর উপর 

у এমন একটি বিন্দু, যেন BY =2 ইঞ্চি । 4707) হইতে BYZX আয়তটি কাটিয়া বাদ 

€ দেওয়া হইল। AB ও AD হইতে অবশিষ্ট অংশের 
ভারকেন্দ্রের দুরত্ব নির্ণয় কর। 

G) উপরের উদাহরণে, কাটা অংশ বাদে বাকী 

------ 6 অংশটি 47০কে অনুভূমিক তলে রাখিলে, Sarsia স্থির 

থাকিবে কি? [ London University ] 


(i) ABCD, BXZY এবং 45207) ক্ষেত্রের 
ভারকেন্দ্র যথাক্রমে যেন ৫, ৫, ও ৫2. প্রতি'বর্গ-ইঞ্চির 
1199; চিত্র ভার ш পাউণ্ড ধরিলে 4701) ক্ষেত্রের ভার 6бхёш= 
48w পা.১ BXZY ক্ষেত্রের ভার 3x 2w=6w পাউণ্ড এবং АХЛҮСӘ ক্ষেত্রের 
ভার (48-6)৮=492% #1991 AB বাহু হইতে G এবং ৫; বিন্দুর দূরত্ব 


A 57 х B 


; 

| 

5 

‹ 
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যথাক্রমে 4 ইঞ্চি ও 1 ইঞ্চি। ধর, ДВ ও 47) হইতে Ga বিন্দুর দূরত্ব যথাক্রমে 
= у. АВ বাহুকে উল্লম্বভাবে স্থাপন করিলে উল্লিখিত ক্ষেত্রগুলির ভার AB-I 
সমান্তরাল হইবে । তখন В বিন্দুর চারিদিকে ভ্রামক লইলে, 
‚ 48w x 4 = 67৮ X 1+ 49002, 
অথবা, 186= 42%, অথবা, &= = 4 ইঞ্চি। 
АВ হইতে Ga বিন্দুর দূরত্ব 4? ইঞ্চি। 

আবার, AD হইতে ৫ ও G, বিন্দুর দূরত্ব যথাক্রমে 9 ইঞ্চি ও 4ঠ ইঞ্চি । 

47-কে ®ач রেখায় রাখিয়। 4 বিন্দুর চারিদিকে ভ্রামক লইলে, 

48w x 3=6w x $ + 42wy, 

অথবা, 144-27-42/) 2. y= h ইঞ্চি। 

BXZY ক্ষেত্র বাদে ABOD CRA SINSA AB ও 47) হইতে 
বথাক্রমে 4} ও 983 ইঞ্চি দূরে অবস্থিত। 

Gi) АХ যদি অন্থভূমিক থাকে, তবে বাকী অংশের ভারকেন্দর ৫9 হইতে ©нч 
রেখ| উহার ভিতর দিয়! বায়। কারণ 428 ইঞ্চি, কিন্তু 4D হইতে 0*-গামী 
бах রেখার দূরত্ব о}; ইঞ্চি। কাজেই এই অবস্থানে стай} স্থির থাকিবে। 

উদ্দীহরণ 4. двор এমন একটি আয়তক্ষেত্র যে, AB=12 ইঞ্চি এবং 
70-90 ইঞ্চি। M বিন্দু ODA মধ্যবিন্দু। 0৩ 7) কোণ মুড়িয়া বিন্দুতে মিলিত 
করা হইল। এইরপে 47777) ক্ষেত্র উৎপন্ন হইল। ABFE ক্ষেত্রের SINF 
হইতে এই নৃতন ক্ষেত্রের ভারকেন্দরের দূরত্ব নির্ণয় কর। 

প্রতি বর্গ ইঞি ক্ষেত্রের 699 যেন ш পাউও। MN রেখা স্পষ্টতই ABFE 
আয়তের ভারকেন্দ্র G, দিয়া যাইবে । EFOD ক্ষেত্রের 037) কোণ মুড়িবার পর 
МЕЕ (аач সৃষ্টি হইল | ইহার 911099 
а-в му রেখায় অবস্থিত। 

GIN FIN} ৮০৮৪ ইঞ্চি। 
GIN} *24=19 ইঞ্চি। 
8,0০-19+9-14 ইঞ্চি। 1009: চিত্র 

এখন, АВРМЕ ক্ষেত্রের ভারবেন্দ্র যেন 0,05 রেখার উপর б, বিন্দু হইতে 
* ইঞ্চি দূরে অবস্থিত GRAL £১777/-র ভার= ЕРО আয়তের ভার 
=6х 12w = 720 পাউণ্ড এবং ABFE ক্ষেত্রের ভার = 19 x 24w পাউণ্ড । 

10-23% হইলে, 0.0 (04-а) ইঞ্চি 
19 х 94102 = 790 (14- т), 
অথবা, 42=14- 0, 
অথবা, 5৪-14; 7. 2৮১৪ ইঞ্চি=28 ইঞ্চি। 


950 310491 


উদ্দাহরণ 5. ? ব্যাসার্ধের একটি বৃত্তাকার পাত হইতে +-ব্যাসযুক্ত একটি 
বৃত্তাকার অংশ বাদ দেওয়া হইল। অবশিষ্ট অংশের ভারকেন্ত্র নির্ণয় কর। 
[U. P. В. 1949] 


পাতটির ক্ষেত্রফল = nr? বর্গ-একক এবং কাটিয়া বাদ- 
r 2 ar? 
দেওয়া অংশের счета) Е বর্গএকক। 
Ж, পাতের কেন্দ্র 0 এবং কাটা অংশের বৃত্তটির কেন্দ্র যেন Р. 
КШ) 0 হইতে 20 রেখায় নির্ণের ভারকেন্দ্র ৫ যেন £-একক 
দুরে। প্রতি বর্গ-একক ক্ষেত্রের ওজন যেন  পাউণ্ড। 
тїс ছি তাহা হইলে % পরিমাণ стщ বাদ যাওয়ার পর 


2 
‚ বাকী অংশের ক্ষেত্রফল =ar? - * = Far? বর্গ-একক। 


*._Ёлг®шхд=1{дт%ш x РО, 


অর্থাৎ, 2৮07 অথবা, ৪০-০- 5: 2. а= 


Л. পাতাটির কেন্দ্র হইতে উহার ব্যাসার্ধের $ অংশ দুরে নির্ণেয় ভারকেন্দ্র 
অবস্থিত | 

উদ্দাহুরণ 6. একটি বগ্গেত্রের শীর্-টারিটি ও উহার কর্ণদবয়ের ছেদবিন্দুতে 
যথাক্রমে 1, 2, 3, 4 ও 5 পাউণ্ডের ভর স্থাপিত। উহাদের ভারকেন্দ্র নির্ণয় কর। 

[ С. U. І.8о. 1950] 

4201) বর্গক্ষেত্রের শীর্ষবিন্দু 4, B, 0 ও р এবং উহার কর্ণদ্য়ের ছেদবিন্দু 
0 বিন্দুতে যথাক্রমে যেন 1, 9, 3, 4 ও 5 পাউও-ভর 
স্থাপিত। ব্গন্গেত্রটির প্রত্যেক বাহুর দৈর্ঘ্য যেন ৫-একক ^ 
এবং {ЧӨЯ ভারকেন্দ্র যেন AD হইতে &-একক এবং 
АВ হইতে &-একক দূরে অবস্থিত। 0 হইতে IBT 
উপর OM এবং др উপর О 919 | 

স্পষ্টতই তম” 471-8০ এবং ОМ -AN ৮৫. 

ভারগুলির з= +9+3+4+$-1ঠ পাউণ্ড। 1927 চিত্র 

AB-S says ধরিয়া 4 বিন্দুর চারি দিকে ভারগুলির ভ্রীমক লইলে, 
152=1х0+90+3а+4х0+5х3а 

= ба+ја= ২6৫ ; 


За. 


ЕВ 
2x15 
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আবার, 47-কে অন্ুভূমিক রেখায় রাখিয়! 4 বিন্দুর চারিদিকে ভ্রামক লইলে, 
1бу=1х0+9х0+8а+4а@+5Х%а 


*, দুটি 20-9 অক্ষয় ধরিলে নির্ণেয় ভারকেন্দ্ের স্থানাঙ্ক (ba, 38a), 
যেখানে а প্রদত্ত বরগক্ষেত্রের একটি বাহুর бї! 


ভারকেন্ড্রের ধর্ম ( Properties of Centre of Gravity ) 8 
সুস্থিত, দৃস্থিত ও উদাসীন স্থিতি 


( Stable, Unstable and Neutral Equilibrium ) 


1410. =б==557 বল gA ভজন্ত ক্ষোন হেল 
SÑ ==, এসন একটি aas দি একডি লিল্দুতে 
Gaer saa কলা যাত, ভৰে এ বিন্দু ও aefa 
SaF একই Baa ত্রাস NETA | 

বস্তুটির ভারকেন্দ্র ৫. উহাকে 4 বিন্দুতে স্থিরভাবে ধারণ করা হইয়াছে। 
তাহা হইলে чарт উপর li) ৫ বিন্দুতে উহার ভার Sarola নিচুদিকে এবং 
(0) 4 বিন্দুতে ভারের প্রতিক্রিয়া সক্রিয়। 


дэ 25 


198(৫)নং চিত্র 199()নং চিত্র 298(0নং চিত্র 


যেহেতু এই দুইটি বল সাম্যাবস্থায় রহিয়াছে, সেইহেতু তাহারা সমান, সমরেখ 
ও বিপরীতমুখী । সুতরাং ৫ ও 4 একই উল্লম্বরেখায় অবস্থিত। 
দ্রষ্টব্য ৪ এখানে উল্লেখযোগ্য এই যে, একটি তলের উপর একটিমাত্র বিন্দুতে স্থাপিত (এ চিত্র ) 


чең] একটি বিন্দুতে ঝুলানো! ( চিত্র) অথবা একটি বিন্দুতে ঘুর্ণনক্ষম অবস্থায় স্থাপিত (৫ চিত্র) বন্তর 
ক্ষেত্রেই উপরের হৃত্রটি প্রযোজা। 
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1411. পৰীক্ষা = সমসসত্ত্ৰ পাত эз eaa ভাব- 
cea faca: 149 অনুচ্ছেদে বর্ণিত স্থত্রটির প্রয়োগে আমর! পরীক্ষা ছার! 
সমসত্ব পাত ও দণ্ডের ভারকেন্দ্র অতি সহজে নির্ণয় করিতে পারি। 


194(а)я চিত্র 1940)নং চিত্র 194(да চিত্র 


() একটি পাতকে একটি বিন্দু হইতে tarota 4911211 পাতের উপর এ বিন্দু 
হইতে একটি Saaai আকিতে হয়। আবার পাতটিকে ঘুরাইয়৷ ঝুলাইয়৷ দিলে, 
উহার উপর আর একটি উল্লম্বরেখা পাওয়া যায়। আমর! জানি, এই উভয় রেখার 
উপরই পাতটির ভারকেন্্র থাকিবে । কাজেই তাহাদের ছেদবিন্দুই পাতাটির ভারকেন্দ 
নির্দেশ করিবে। 

(Ы) একটি সমসত্ব দণ্ডের বেলায়, দ্ডটকে উভয় প্রান্তে একখণ্ড শক্ত, 194 ও 
হালক! দড়ির ছুই মাথায় আটকাইয়া ঝুলাইয়া দিতে হয়। দড়িটির যে-বিন্দুতে ধরিলে 
এই দণ্ডটি সুস্থিত হয়, সেই বিন্দু হইতে Бено койге যে-বিন্দুতে ছেদ করে, 
উহাই তাহার ভারকেন্দ্। দেখা যায়, এই ভারকেন্দ্র দণ্ডটির মধ্যবিন্দু। 

14112. ওলন-দত়িঞ্ধ (1078-1106) з পূর্ব অনুচ্ছেদে দেখা গেল 
ভারকেন্দ্র নির্ণয়ের সময় উল্লম্বরেখা টানা প্রয়োজন হয়। এইজন্য রাজমিন্ত্রীরা একটি 
সহজ উপায় অবলম্বন করে। তাহারা একটা সরু দড়ির মাথায় একটুকরা সীদার ভার 
বাধিয়া ঝুলাইয়া দেয়। সীনার ভার তখন এ দড়ি বরাবর সক্রিয় হয়। আমরা জানি, 
উহাই অভিকরষর্জ বলের দিক্‌, কাজেই ভারের AgI উহাকেই Фич দিক্‌ বলিয়া ধরা 
হয়| রাজমিস্বীর এইরূপ সীসা-বাধা দিকে ওলন-দড়ি বলে। 

1413. কান SA aare অদি Baa ভাবরকেল্ডে 
saa কর! আঃ ভৰে উহা! সকল অবস্থানেই AININ 
শাক্িন্রে £ 

একটি বস্তু যদি তাহার ভারকেন্দ্রে ধৃত হয়, তবে-_ 

(i) প্রথমত, qaia ভার উহার ধারণ-বিন্দুকে কোনদিকে সরাইতে পারিবে না। 


: * ল্যাটিন ভাষায় Plumbum শব্দের অর্থ সীস!। স্থতরাং সীসা-বাধা দড়ি অর্থে Plumb-line 
কথাটির ЭЁ হইয়াছে। 
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কেননা, উহা! বস্তটির ভারকেন্দ্রের সহিত মিলিত। ভারকেন্দ্র যেহেতু বস্তটির মধ্যে 
নির্দিষ্ট, এ ধারণ-বিন্দুর অবস্থানও সেইজন্য অনড় এবং সেই কারণে বস্তুটির ভার সর্বদা এ 
বিন্দু দিয়া যাইবেই 1 

Gi) দ্বিতীয়ত, «гай ভারকেন্দ্রের চারিদিকে উহার ভারের ভ্রামক чз | কাজেই 
З ধারণ-বিন্দুর চারিদিকেও বস্তুটির ভারের ভ্রামক শূন্য । স্থতরাং এ বিন্দুর চারিদিকে 
বস্তটির ভার নড়াচড়া করিতে পারে না। 

অতএব, বস্তমাত্রই উহার ভারকেন্দ্রে ধৃত হইলে, সকল অবস্থানে স্থির 
থাকিবে । 

এইজন্ বস্তুর ভারকেন্দ্রকে অনেক সময় উহার ভৌল-বিদ্দু (Balancing point) 
বলা হয়। 

14714. ক্ষোন সসভল্লেল উপল বস্ত-বিশেনস্নের ভিত্তি 
Бі: এইবার আমরা একটা সমতলের উপর বস্ত-বিশেষ কখন স্থির থাকিবে, 
কখনই বা থাকিবে না, তাহার বিচার করিব। তাহার জন্তু একটি সংজ্ঞা জানা 
প্রয়োজন । নিচে সেই সংজ্ঞাটি দেওয়! হইল £ 

ভুমি (ва): কোন বস্তু বদি একটি তলের উপর অবস্থিত থাকে, 
তবে তাহার যে-অংশটুকু তলটির সহিত লাগিয়! থাকে, সেই পরিমাণ স্থান 
q| তলকে (area) বস্তটির ভূমি (Base) বলে। 

1415. কোন স্তনকে абе এটি ভল্েল Baa লা 
নস, তৰে ааба SEA হইতে Apiece Dera- 
লেখাটি এ বস্তুর ভূমির RAAR বিন্দু দিন| গলে 
মাত্র ва এ ভলের Соја биш Меса з নচেৎ Ba 
SaGa পড়িলা যাইনে। 

() двор বস্তুটি একটি তলের উপর 
এমনভাবে রহিয়াছে যে, উহার ভারকেন্্র ৫ হইতে 
অঙ্কিত উল্লম্বরেখাটি উহার ভূমির AB রেখাকে 
এ বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে 1 (afia যেন বস্তুটির 
অবস্থান স্থচিত করে ॥ এখন, ভন রেখায় বস্তটির 


ভার সক্রিয়। В বিন্দুর চারিদিকে এই ভারের ভ্রামক Bes 


আছে এবং সেই ভ্রামক বস্তুটির এর হইতে যে-পাশে PEDS 
4, সেই পাশের সমস্ত অংশটিকে নিচুদিকে ঘুরাইতে Ф 
সচেষ্ট। কিন্তু তলটির প্রতিক্রিয়া এই ঘুনিপ্রয়ানকে 105(а)я চিত্র 


রোধ করিতেছে। স্থতরাং বস্তুটির উপর অন্যতর 


954 বলবিদ্যা 


বলের ক্রিয়া নাই বলিয়া, উহা এ তলের উপর স্থির থাকিবে। বস্তুটিকে যদি একদিকে 
D একটু তুলিয়া ছাড়িয়া দেওয়া যায়, তবে উহার ভার 

© বস্তুটিকে আবার পূর্বের অবস্থানে ফিরাইয়া আনিবে। 
Д বলা বাহুল্য, তলের প্রতিক্রিয়া থাকিলেই ইহা 

| সম্ভব। 

) Gi) অপরপক্ষে, 4707) বস্তুটিকে যদি কোন তলের 
XA উপর ()-চিত্রের ন্যায় এমনভাবে রাখা হয় যে, উহার 
ভারকেন্দ্র হইতে taad ভূমির বাহিরের তলটির 

М Е বিন্দুতে স্পর্শ করে, তবে বস্তুটি উল্টাইয়া পড়িবে। 
৮ কারণ, В বিন্দুর চারিদিকে বস্তটির ভারের ভ্রামক 
যে ঘূর্ণন স্থ্ট করিবে, তাহাকে রোধ করার জন্তু তলটির কোন প্রতিক্রিয়া নাই। ফলে 
чаба ভূমি উপর দিকে উঠিতে থাকিবে এবং সেই কারণে উহা হেলিয়া পড়িয়া বাইবে। 


1416. ভিনশ্রক্বার সাম্যাবহ্ছ। з সাম্যাবস্থা তিন প্রকারের ঃ 
স্মস্থিত, দুস্থিত ও উদাসীন 1 

1. সুস্থিত সাম্য (Stable Equilibrium)? কোন স্থিরবস্তকে সামান্য 
একটু নাড়াইবামাত্র বদি উহ! আগেকার স্থির অবস্থানে ফিরিয়া আসে, 
তবে এ বস্তুকে সুস্থিত 41 সু প্রতিষ্ঠ সাম্যে রহিয়াছে বল! হয়। উদাহরণস্বরূপ, 
সাধারণ তুলাযন্ত্র এবং মেঝের উপর একটি কড়াই স্থস্থিত সাম্যাবস্থায় থাকে। একটু 
নাড়াইবামাত্র তাহারা এদিক-ওদিক একটু ছুর্ণিয়া, আবার আগের অবস্থায় ফিরিয়া 
আদে। 

2. দুস্থিত সাম্য (Unstable Equilibrium)? কোন বস্তুকে জামান 
একটু নাড়াইলেই যদি স্থির অবস্থান হইতে ক্রমাগত দুরে সরিয়। যাইতে 
চায়, তবে তাহার স্থিতিকে দুস্থিত а] অপ্রতিষ্ঠ সাম্য বল! হুয়। টেবিলের 
উপর দণ্ডায়মান একটি পেন্সিল, রুদ্ধগতি সাইকেলের উপর atya, বাটির উল্টা-পিঠে 
স্থাপিত গুলি প্রভৃতি দুস্থিত সাম্যের উদাহ্রণ। এইরূপ সাম্য লাভ করা কষ্টসাধ্য । 
দ্বিতীয়ত, সামান্য একটু নাড়িলেই উহা সেই সাম্যের অবস্থান হইতে অনেক দূরে সরিয়া 
যায়। 

з. উদ্বাসীন সাম্য (Neutral Equilibrium) 3 কোন বস্তু যদি সামান্য 
একটু নাড়াইলে আগেকার স্থির অবস্থান হইতে নড়িয়া নৃতনতর স্থির অবস্থান গ্রহণ 
করে, তবে তাহাকে উদাসীন সাম্যে অবস্থিত বলা হয়। 

সমতলে খেলার বল, কব্‌জার উপর জানালা বা দরজা, মাটির উপর রোলার 
(উহার বক্রতলের উপর স্থাপিত) প্রভৃতি উদাসীন সাম্যের উদাহরণ। এইগুলিকে 
একটু নাড়িলে নৃতন অবস্থান গ্রহণ করে এবং সেই নৃতন অবস্থানে সাম্য লাভ করে। 


চস 
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শঙ্কু (cones তিনপ্রকার সাম্যাবস্থারই সাধারণ উদাহরণ বলা চলে। উহা! 
যখন উহার সমতলভূমির উপর অবস্থিত, তখন উহার স্থস্থিত সাম্যাবস্থা ; শীর্ষের উপর 
যদি উহাকে দাড় করানো যার, তবে উহা৷ তাহার দুস্থিত সাম্যের অবস্থা) এবং যখন 
উহা বক্রতলের উপর অবস্থিত, তখন উহার উদাসীন সাম্যের অবস্থা | 


1417. একটি বিন্দুতে ভাঙানো ভ্ভল্প সাম্যাৰস্থা- 
Rsa: о বিন্দুর চারিদিকে অবাধে ঘুরিতে পারে এমন একটি ভারী বস্তুর 
ভারকেন্্র যদি G হয়, তবে G বিন্দু О বিন্দুর উললঙ্দিকে (i) নিচে থাকিলে, বস্তুটি স্থস্থিত 


Ф Ф 


126(а)я চিত্র 196(0)নং চিত্র 196(0)নং চিত্র 
সাম্যে এবং (Н) উপরে থাকিলে, ছুস্থিত সাম্যে থাকিবে এবং liii) ৫ বিন্দুর সহিত 
0 বিন্দু মিলিত হইলে, উহা উদাসীন সাম্যে থাকিবে 1 


(«са ৫ বিন্দু 0 বিন্দুর নিচে, কিন্ত ঠিক tarada নাই। কাজেই 
৫ বিন্দুতে বস্তুটির ভার 0 বিন্দুর চারিদিকে যে-্রামক উৎপন্ন করিবে, তাহার টানে 
বস্তুটির ৫ সরিয়া 0 বিন্দুর নিচে উল্ম্বরেখায় স্থস্থিত হইবে। 

(8-চিত্রে & বিন্দু 0 বিন্দুর উপরে | ছাড়িয়া দিলেই উহা৷ 0 বিন্দুর চারিদিকে 
নিজ ভারের ভ্রামক দ্বারা ঘুরিয়া এ বিন্দুর ঠিক নিচে উল্ল্বরেথায় স্থির হইবে । স্বতরাং, 
উহা দুস্থিত সাম্যে আছে। 

(9-চিত্রে ৫ বিন্দুতেই বস্তুটি ধৃত বলিয়া, বস্তুটিকে যেমন খুশী অবস্থানে স্থির রাখা 
যায়। কাজেই, উহা উদাসীন সাম্যে অবস্থিত। 

14'18. aaea স্থাপিত sea (К-а: তলার 
অংশটুকু উত্তল এমন একটি ঘনবস্তকে কোন সমতলে স্থাপন করিলে দেখা যায় যে, 
উহার স্পর্শবিন্দুতে সমতলের প্রতিক্রিয়া, এ বস্তুর উত্তল ভাগ যে-গোলকের অংশ, 
তাহার сеч দিয়া যায়। বস্তুটির ভারকেন্দ্র এই গোলকের কেন্দ্রের Фа СФ, (1) যদি 
নিচে থাকে, তবে উহা Рә সাম্যে, (i) যদি উপরে থাকে, তবে উহা দুস্থিত সাম্যে 
এবং (iii) ভারকেন্দ্র ও কেন্দ্র একই বিন্দু হইলে, বস্তুটি উদাসীন সাম্যে থাকে। 

(৫)চিত্রে বস্তুর іст উল্লিখিত গোলকের কেন্দ্র 0 হইতে নিচে থাকায়, 
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0 বিন্দুর চারিদিকে বস্তুর ভার যে-ভ্রামক উৎপন্ন করে, তাহার টানে বস্তুটি সমতলে 


স্থিত হয়। 


()-চিত্রে ভারকেন্দ্র G গোলকের কেন্দ্র 0-র উপরে থাকায়, বস্তুর ভার О বিন্দুর 
চারিদিকে যে-ভ্রামক উৎপন্ন করে, তাহার টানে বস্তুটি সমতলে শুইয়া পড়ে ; কাজেই 


বস্তুটির সাম্য এখানে দুস্থিত। 


Фф 


197(a)নং ра 


197(0)9: চিত্র 197(09: চিত্র 


(০)চিত্রে বস্তুটির ভারকেন্দ্র গোলকটির কেন্দ্র 0-তে মিশিয়া আছে। কাজেই 
0 বিন্দুর চারিদিকে বস্তটির ভারের কোন ভ্রামক নাই বলিয়া, উহাকে গড়াইয়া দিলে 
নৃতনতর অবস্থানেও উহা স্থির থাকিবে। অতএব এক্ষেত্রে বস্তুটি উদাসীন সাম্যে 


অবস্থিত। 


উদ্বাহরণ 7. একটি চোঙ-এর ভূমির ব্যাস উহার উচ্চতার অর্ধেক। এ ব্যাস 


128%; চিত্র 


9/5 ফুট হইলে, চোঙটিকে না উল্টাইয়া উহার একটি 
কিনারাকে সর্বাধিক কত উচ্চে তোলা যাইবে? 

4701) যেন বৃত্তাকার চোঙটি। উহার ভূমির 
ব্যাস AB, উচ্চতা AD. ANAA, 28=+4р. 
৫ যেন চোউটির কেন্দ্র, GF যেন ABA উপর э! 
অতএব, GP=}AD. LBAE=a ধরা হইল। 
এখন চোটি সর্বাধিক ততটুকুই উপরে তোলা যায়, 
যতটুকু পর্যন্ত তুলিলে, G হইতে Canadi GA, EA 
রেখার 4 বিন্দুর বাহির দিয়া যায় না। এ উল্লগ্বরেখা 
4 বিন্দু দিয়া গেলে চোঙটি উল্টাইবে না এবং সেই 
পর্যন্তই চোঙটিকে উপরে ওঠানো যাইবে | 


এখন FA Зич এবং ДЕ অনুভূমিক হইলে, 4 бАЕ=90° এবং / GFA 


= 90°, 


*, এ কোণ бАРЯ পূরক= / АДР. 
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IE an am tan, КОРЕР ЧАВ ABE TAD T 


এখন, ВЕ= АВ sin a. 
এখন, {апа=# বলিয়া) cot a=2 ; 
7. 1+соф%а=1+4=5; 


০০28 = 5, অথবা, sin 1754 


3102৫ 5 
ВЕ= АВх 5р С^ 28-9 /5 5] 
=2 ফুট। qoal, চোঙটির এক প্রান্ত 2 ফুট পর্যন্ত ওঠানো! যাইবে | 
প্রশ্নমাল। 17 

1. 43,6 পাউণ্ড-ভর ও 14 ফুট দৈর্ঘ্যবিশিষ্ট একটি সমদণ্ড। А হইতে 3 ফুট 
পরপর 2, 4, 6 ও 8 পাউণ্ডের বস্তগুলি স্থাপিত। দণ্ডটির ধে-বিন্দু দিয়া লব্ধিনভার 
যাইবে, А বিন্দু হইতে তাহার দুরত্ব নির্ণয় কর। 

2. একটি সমদণ্ডের দৈর্ঘ্য 6 ফুট ও ভর 9 পাউণ্ড। উহার প্রান্তদয় হইতে 
যথাক্রমে 6 ও 19 পাউণ্ডের দুইটি ভর ঝুলানে! আছে। দণ্ডটির কোন্‌ বিন্দু হইতে 
ঝুলাইলে, উহা! অনুভূমিক রেখায় স্থির থাকিবে? [ 0. U. Matric. 1910 ] 

3. 8 পাউণ্ড ভরযুক্ত একটি সমসত্ব দণ্ডের একপ্রান্ত হইতে 0, 1, 2, 3 এবং 


4 ফুট দূরে, যথাক্রমে 1, 9, 8, 4 এবং 5 পাউণ্ডের ভরগুলি স্থাপিত রহিয়াছে। দণ্ডটির 
দৈর্ঘ্য 10 ফুট হইলে, এ দণ্ড ও উহার উপর স্থাপিত পাঁচটি ভরের ভারকেন্দ্র নির্ণয় কর। 


4... 19 ইঞ্চি লম্বা АВ রেখায় Ав 73 হইতে যথাক্রমে 1 ও 8 ইঞ্চি দূরে 1 ও 

3 একক ভর স্থাপিত হইয়াছে । 2 এককবিশিষ্ট তৃতীয় একটি ভরের এমন একটি অবস্থান 
নির্ণয় কর, যেখানে এ ভর থাকিলে, ভর-তিনটির ভারকেন্দর 48 রেখার মধ্যবিন্দু হইবে | 
FC. U. 1.80: 1919, 4] 

5, একটি মাছ ধরিবার:ছিপ গোড়া হইতে আগার দিকে ছু চালো তিনটি অংশে 
বিভক্ত। এইরূপ প্রত্যেক অংশ ৪ ফুট লম্বা এবং অংশগুলি পরস্পরের সহিত g দিয়! 
আটা। অংশগুলির ভার যদি 9:7:5 অন্পপাতে থাকে এব প্রত্যেক অংশের 
ভারকেন্দ্র যদি উহার বৃহত্তর প্রান্তের 1 ফুট দূরে থাকে, তবে সমগ্র ছিপটির গোড়া হইতে 
ভারবেন্দ্রের দূরত্ব নির্ণয় কর | [ London University ] 


6. 40 সমকোণী ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দুগ্ুলিতে 2, 2 ও 2 এই তিনটি সমান্তরাল 
বল এবং ত্রিভুজটির বাহুগুলির মধ্যবিন্দুতে 22, 22 әр এই তিনটি সমাস্তরাল বল 


গ. (хп)—17 
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সক্রিয়। সমকোণের সন্নিহিত বাহু-ছুইটির দৈর্ঘ্য যথাক্রমে 6 ও ৪ ইঞ্চি হইলে, З 
সমকোণ О হইতে বলগুলির কেন্দ্রবিন্দু দূরত্ব নির্ণয় কর | [ U. Р. B. 1947 ] 

т. একটি সমসত ত্রিতুজারুতি পাত একটি শীর্বকোণ হইতে এমনভাবে ঝুলিতেছে 
যে, উহার ভূমি অন্থভূমিক। প্রমাণ কর যে, পাতট সমঘ্িবাহু। 

8. একটি ত্রিভুজের শীর্ষকোণ-তিনটিতে তিনটি সমান্তরাল বল সক্রিয়। বল- 
তিনটি G) সমান হইলে, অথবা, (ii) উহার! 1:1:4 অঙ্গপাতের হইলে, তাহাদের 
ভারকেন্দ্র নির্ণয় কর। [ С. 0. 1.80.1916 ] 

9. (Gi) একটি সমসত্ব সমদ্ধিবাহ ত্রিভুজের 5 ফুট করিয়া দুইটি বাহু এবং ভূমি ৪ ফুট 
হইলে, উহার ভারকেন্দ্ নির্ণয় কর । 

(i) ত্রিভুজটির ওজন 5 পাউণ্ড হইলে এবং উহার শীর্ষবিন্দু হইতে 10 পাউণ্ড ভার 


ঝুলাইলে, সমগ্র বস্তুটির ভারকেন্দর নির্ণয় কর। LO. U. [.8০. 198] 
10. একটি лучу ত্ৰিভুজাকৃতি পাত 470-র 4 শীর্ষে ত্রিতুজটির ওজনের সমান 
ওজন স্থাপিত হইলে, ভারকেন্দ্র কোথায় থাকিবে? LO. U. Matric. 1930 ] 


11. 14 ইঞ্চি na একটি সমসত্ব তার 4-কে 4 হইতে 6 ইঞ্চি দুরে 0 বিন্দুতে 
এমনভাবে বাকানে| হুইল যে, উহার 40 ও 08 এই দুইটি সরল অংশের অন্তর্গত 
কোখটি এক সমকোণ হয় ; 40-র মধ্যবিন্দু হইতে ভারের ভারকেক্দ্রের দূরত্ব নির্ণয় 
কর। [ London University ] 

19. একটি আয়তাকার পাতলা পাত 480D-এর ওজন নগণ্য। উহার АВ 
ও 0 чїч 9 ইঞ্চি এবং БО ও Др яйы 6 ইঞ্চি লঙ্কা। 1, 2, 9 এবং 4 
পাউণ্ড ভর যথাক্রমে А, B, 0 এবং D শীর্বকোণে স্থাপিত রহিয়াছে। পাতাটির 
ভারকেন্ত্র নির্ণয় কর । . 

পাতটিকে যদি উহার 4 শীর্ষ হইতে ঝুলানো হয়, তবে 4 হইতে ঝুলানো ওলন- 
দড়িটি এ পাতের একটি বাহুকে কোথায় ছেদ করিবে? [ London University ] 

18. একটি fagar সমতলস্থিত একটি নির্দিষ্ট রেখা হইতে উহার শীর্ষত্রয়ের 
দূরত্ব যথাক্রমে 11, Za ও 5. এ রেখা হইতে ত্রিভূজটির ভারকেন্দ্ের দূরত্ব নির্ণয় 
কর। [0. ঢ. 1.8с. 1947, '49, W. В. Н. 8. 1968] 

14. একটি বর্গক্ষেত্রের একটি বাহুর উপর বাহিরের দিকে একট সমদ্বিবাহু ত্রিভুজ 
দণ্ডায়মান fargada উচ্চতা যদি উহার ভূমির সমান হয়, তবে Э ক্ষেত্রটির фи 
নির্ণয় কর। 

15, দুইটি ত্ৰিভুজ একই ভূমির উপর দণ্ডায়মান হইলে, প্রমাণ কর যে, তাহাদের 
С ভারকেন্দ্রের সংযোজক রেখা উহাদের শীর্ষদ্বয়ের সংযোজক রেখার সমান্তরাল | 
[ C. U. Matric. 1911 ] 
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16. АВО ত্রিভুজের ভূমি 790-এর মধ্যবিন্ু 0; প্রমাণ কর যে, АВр ও 
407) ত্রিভুজের ভারকেন্দ্রছয়ের দূরত্ব 8730. [ б. U. Matric. 1925 ] 

17. সমান-সমান চারিটি বরগক্ষেত্রে বিভক্ত একটি বর্গক্ষেত্র হইতে কুদ্রতর এ 
চারিটির একটি বরক্ষেত্র বাদ দেওয়া হইল। অবশিষ্টাংশের -ভারকেন্্র হইতে মূল 
বর্গক্েত্রটির ভারকেন্দ্রের দূরত্ব নির্ণয় কর 1 [0. б. Matric. 19121 

18. একটি সামাস্তরিকের কণ্ণদ্বযন ছারা বিভক্ত চারিটি-অংশের একটি কাটিরা 
বাদ দেওয়া হয়। অবশিষ্ট অংশের ভারবেন্দ্র নির্ণয় কর | ГО. 0. Matric. 1914 ] 

19. ABO ত্রিভুজের ভারকেন্দ্র G বিন্দুকে БО বাহুর ছুই প্রান্তের সহিত যুক্ত 
করিয়া প্রাপ্ত вао ব্রিভূজটিকে কাটিয়া বাদ দিলে, ত্রিভুজের অবশিষ্ট অংশের ভারবেন্দর 
নির্ণয় কর । [ 0. U: Mattie. 1932 ] 

20. 47307) বগ্গেত্রে উহার কর্ণছয়ের oR О; উহা! হইতে ДОБ 
fagam কাটিয়া বাদ দিলে, অবশিষ্টাংশের ভারকেন্র নির্ণয় কর। 

21. 3 ফুট ব্যাসার্ধযক্ত একটি বৃত্তাকার থালার কোথায় 1 ফুট ব্যাসাধধুক্ত একটি 
ফুটা করা যায়; যাহাতে থালাটির অবশিষ্ট অংশের ভারকেন্দ্র থালার ভারকেন্্র হইতে 
2 ইঞ্চি দূরে অবস্থিত হয়। [ P. U. 1948, W. В.Н. 8. 1970] 

29. ? ব্যাসাধযুক্ত একটি ama বৃত্তাকার থালা হইতে উহার কেন্দ্রগামী ও 
$৮ ব্যাসযুক্ত একটি বৃত্ত কাটিয়া বাদ দেওয়া হইগ। অবশিষ্ট অংশের ভারকেন্্র 
নিৰ্ণয় কর। 

оз, 19 সে.মি. ব্যাসাধুক্ত একটি সমসত বৃত্তাকার ধাতুর পাত থেকে উহার 
কেন্দ্র হইতে 6 সে.মি. দূরস্থিত একটি বিন্দুর চারিদিকে 5 সে.মি, ব্যাসার্ধযুক্ত বৃত্তাকার 
অংশ কাটিয়া বাদ দেওয়া হইল। পাতটির মূল ভারকেন্দ্র এখন কত দুরত্বে সরিয়া গেল, 
তাহা নির্ণয় কর| 

94. ABCD. বর্গক্েত্রের АВ е AD বাহুর যথাক্রমে এর ও Р মধ্যবিন্দু। 
বৰ্গক্ষেত্ৰটি হইতে АЕР অংশ বাদ দিলে, অবশিষ্টাংশের ভারকে্্র নির্ণয় কর। 

95. একটি আয়তাকার পাত 47301)-এর О শীর্ষটিকে এমনভাবে মুড়িয়া ভাজ 
করা হইল যে, БО যেন 74-এর সহিত মিলিয়া যায়। 4119 ইঞ্চি এবং 
яй—4 ইঞ্চি হইলে, АБ ও Лр হইতে ভারকেন্দরের দূরত্ব নির্ণয় কর | 

26. явор বরগ্ষেত্রের প্রতিটি বাহু ৪ ইঞ্চি দীর্ঘ। উহার 7) ও 0 їйгє 
মুড়িয়া এমনভাবে ভাজ করা হইল যে, উহারা বরগক্ষেত্রটির কেন্দ্রে মিলিত হুয়। এইরূপে 
পরিবর্তিত ক্ষেত্রটির ভারকেন্দ্র নির্ণয় কর । 

97. একটি সমস বোর্ড 10 ইঞ্চি বাহুযুক্ত একটি সমবাছ ত্রিভুজ ABCA 9191 
উহার ওজন 3 পাউণ্ড; 4 ও 5 পাউণ্ডের দুইটি ভার যথাক্রমে 4 ও B হইতে 


960 বলবিদ্যা 


ঝুলিতেছে।  বোর্ডখানির উপর এমন একটি বিন্দু নির্ণয় কর, যে-বিন্দু হইতে ঝুলাইলে 
উহা бегет АБ বাহুকে অনুভূমিক রেখায় এবং 0 বিন্দুকে ABA তলায় রাখিয়া 
ঝুলিতে থাকিবে । [ London University ] 

28." একটি বৃত্তাকার চোঙ-এর ভূমির ব্যাসার্ধ 8৪ ইঞ্চি। চোঙটি অমস্থণ তলে 
স্থাপিত রহিয়াছে। : তলটির এক প্রান্তকে ভূমি হইতে 30° পর্যন্ত উপরে উঠাইলে 
চোউটি উল্টাইয়৷ পড়ে না উহার উচ্চতা কত? 

29. একটি বৃত্তাকার চোঙ-এর ভূমির ব্যাসার্ধ 2 ফুট । উহার উচ্চতা 4 ফুট | 
না উল্টাইয়া কত উচ্চতা পৰ্যন্ত চোঙটির একটি ধার উপরে ওঠানো যাইতে পারে? 

30. একটি ধাতুর পাতের 47901) অংশ একটি বর্গক্ষেত্র এবং অপর অংশ 70-এর 
উপর একটি সমদ্বিবাহু ত্রিভুজ । বরগক্ষেত্রটির বাহু 19 ইঞ্চি এবং ত্রিভুজটির উচ্চতা 
9 ইঞ্চি হইলে, AD রেখা হইতে পাতটির ভারকেন্দরের দূরত্ব নির্ণয় কর। 

[ W: В. Н. ৪. 1969 ] 

31. ট্রাপিজিয়ম আকারের 407 পাতটির সমান্তরাল বাহু ДБ ও 00 
যথাক্রমে ав b একক দীর্ঘ । প্রমাণ কর যে, ДВ হইতে পাতটির ভারকেন্দরের 


দুরত্ব tE, যেখানে AB ও ত7-এর মধ্যে দূরত্ব... ГҮР. B. H. 8. 1963 ] 


32. একটি বৃত্তাকার পাত. হইতে বর্গাকতি একটি অংশ কাটিয়া বাদ দেওয়া 
হইল। এ বর্গাক্ৃতি অংশের কর্ণ еба একটি ব্যাসার্ধ। প্রমাণ কর যে, অবশিষ্ট 


অংশের ভারকেন্তর বৃত্তের কেন্দ্র হইতে ga দূরত্বে অবস্থিত, যেখানে এ বৃত্তের ব্যাস 


=a. [ W. В. Н. 8. 1967 

33. একটি পাতলা পিতলের পাত, 4707) আয়ত ও আয়তের বাহিরে 
ори ত্রিভুজের সমবায়ে গঠিত। АБ=10 সে.মি, 27-4 সে.মি. এবং 
00-00-13 সে.মি. হইলে, 47 বাহু হইতে সমগ্র পাতটির ভারকেন্দ্রের দূরত্ব 
নির্ণয় কর। [ W. В. Н. S. 1964 

34. 4807) একটি সমসত্ব বর্গাকুতি কাগজ।' উহার 4 ও B কোনাদুইটিকে 
{ып বরগক্ষেতরটির কেন্দ্র 0 বিন্দুতে মিলাইয়া, দেওয়া হইল কাগজটির ыен 
নির্ণয় কর। [ W: 3. ল. 8. 1969] 

85. একই ভূমি এ্ট-এর বিপরীত দিকে দুইটি সমদ্বিবাহু ত্রিভুজ САВ এবং 
DAB অঙ্কিত হইয়াছে। প্রথম ত্রিভুজের উচ্চতা 9 ইঞ্চি এবং দ্বিতীয় ত্রিভুজের উচ্চত 
6 ইঞ্চি। САРВ ক্ষেত্রের ভারকেন্ত্র নির্ণয় কর] ГҮ В. ল.9.1971 
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প্রশ্মমাল। 1 
10) 6/3; Gi) 90°; (iii) 60°; (iv) 190°; (v)-60°. 2. 6/5 ফু/সে, 1 
8,190 47 5 মা./ঘ. 1 5. 190° ;6./8 ফু./সে.। 


6. পূর্বের 30° 9174,80 ফু./সে.। 8. 8 মাইল]. _ 10. 23:09 ফু./সে.| 
11. নদীর প্রস্থস্ুচক রেখার সহিত а কোণে, যেখানে зїп а=. 19. - 100 ফুট । 
18; “নদীর 212569 রেখার সহিত а কোণে, যেখানে sin а=#; 20/5 সেকেণ্ড। 
14. দক্ষিণ-পূৰ্বদিকে 10 ২5 মাঘ, 1 
15. বিমানের গতিমুখের বিপরীতদিকে চূড়ার অঙ্কুভূমিক রেখায় 550 ফুট দুরে | 
16. প্রারম্ভিক বেগের সহিত 190” কোণে 4 ফু./সে.৪। 

17. প্রারম্ভিক বেগের সহিত 30° কোণে 19 ফু./সে. 1 18. 90 ফুট দূরে। 
19. Bar রেখার সহিত 60° কোণে 199 ফু./সে.] 90. 6T ফু./সে.) ৪ CTPS | 
91. 2, এ. 22. লম্বাভিমুখে ; 2 মিনিটে অপর পারে সৌজা বিপরীত বিন্দু 


হইতে 880 ফুট দুরে | 23: নদীর প্রস্থের সহিত a কোণে, যেখানে віп а= 8; 1 মি. 
16 সে.। 94. 50 ফু./সে.$ অনুভূমিক রেখার সহিত 9 কোণে, যেখানে tan 0 = 8, 


96. 15 গ/মি.॥ 27. নদীর স্বোতমুখের সহিত а কোণে, যেখানে cos a= – = ; 


নদীর লঙ্কাভিমুখে ) a (৮:৮5) যেখানে নদীর প্রস্থ এ. 


о ৯/০৪-% 
{ті 2 

1. (i) 148 মা./ঘ. ; 15 মাঘ, | (3) 6 ফু./সে.) 0 ফু./সে.। 

Gii) 0 ফু/সে. ; 20 ফু./সে. | (89 ৭য় মিএমি.) 15.8 মি/মি.। 

(৯) প্রত্যেকটি 12.729 । (৮3) -5 ৩০ ফু/সে.) 5 42 ফু/সে.। 

দি ৪78 গ./মি.;& গ/মি.। 

(уй) —10 কি.মি./ঘ.; 10/8 কি.মি./ঘ. | (іх) প্রত্যেকটি 24 ফু./সে.। 
9. ২/% একক দক্ষিণ-পশ্চিমে | 3. 39 মাইল । 


4. 13 ফু./সে. পূর্বদিকের সহিত 9 কোণে, যেখানে tan 0= ও. 
5.5 10 49 ফু./সে. ; উত্তর-পূর্ব দিকে । 6. (/9+9) u: 


98. 


1 
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4 ফু./সে. ; প্রথম বেগ 4 ফু./সে.-এর সহিত 60° কোণে সক্রিয়। 
90 মা./ঘ. পশ্চিমদিকের সহিত ৪ কোণে, যেখানে sin 6 =. 
9% সেকেণ্ড। 10. 2,29 মা./ঘ.; লোকটির গতিমুখের সহিত 135° কোণে। 
15 মা./ঘ. পশ্চিমদিকের সহিত Ө কোণে, যেখানে sin ৪ = 
15 ফু./সে. ব্যক্তিটির গতিমুখের সহিত 9 কোণে, যেখানে sin 0 =. 
(6 মা./ঘ. বেগ) еч রেখার সহিত 30° কোণে। 14. 8৪/9 মা./ঘ. দ.-পু | 
সম্মুখ হইতে লাইনের সহিত 30° কোণে 48 মা./ঘ.। 
(778 মা./ঘ. বেগে) Gaa রেখার সহিত Ө কোণে, যেখানে tan 6 =. 
15 মা./ঘ. বেগে, উত্তর-পূর্ব দিকে। 
E Ун 


„/Ә1 মা/ঘ.$ লোকটির গতিপথের সহিত 9 কোণে, যেখানে tan 0= — 


4 J2 মা./ঘ., উত্তর-পশ্চিম দিক্‌ হইতে। 20. 45 মা./ঘ.। 
10 মা./ঘ., উত্তর-পশ্চিম দিক্‌ হইতে 1 


3 ২7 মা./ঘ., পূর্বের দক্ষিণে а কোণে, যেখানে sin a= ga 


. বায়ুর বেগ দক্ষিণমুখী ও লোকটির বেগের সমান। 


পশ্চিম-দক্ষিণ হইতে ঘণ্টার 4 /2 মাইল । 


. ঘাত্রাবিন্দুতে একটি এবং বৃত্তের উপর তাহার ঠিক বিপরীত বিন্দুতে অপর কণাটি 


যখন একমুখী ও সমান্তরাল, তখন তাহাদের গরিষ্ঠ আপেক্ষিক বেগ 9৮. .: 
যাত্রাবিন্দুতে. যখন তাহার! মিলিত ও বিপরীতমুখী তখন তাহাদের লখিষ্ঠ 
আপেক্ষিক বেগ 9৮ বেগের অভিমুখে =v. 


‚ লোকটির গতিমুখের সহিত 150° কোণে ঘণ্টায় 2/8 মাইল। 


Зан রেখার সহিত 0 কোণে, যেখানে tan ৪= 3, 8 V10 কি.মি./ঘ.। 
প্রশ্নমাল! ৪ 
6-28; -2; 2 ফুট প্রতি সেকেণ্ড, - 2 ফুট প্রতি বর্গ সেকেণ্ড। এ. 9 সেকেও? 


16 ফুট । 8. 40 ফুট প্রতি সেকেণ্ড; 25 ফুট । 4. 1 ফুট প্রতি отте; 
9 ফুট প্রতি সেকেগ্ড। 5. 11 ফুট। 6. 11 ফুট প্রতি সেকেণ্ড ; 9 ফুট প্রতি বগ 
সেকেণ্ড। 7. $. 8. 16 ফুট প্রতি সেকেণ্ড। 10. 11968 ফুট। 11. (i) 18 ফুট) 


б) t= 19. (a) зг -H +; (9 41-7; বদ্থকণাটি স্থির হইবে, 
যখন 5 = 57 এবং 289. {с 280 ফুট প্রতি সেকেণ্ড ; 182 নেকেণ্ড ; 5625 ফুট 
14. 4 ফুট প্রতি সেকেণ্ড; - 40 ফুট প্রতি সেকেগু ; 295 ফুট । 15. 45 ফুট | 


16. 9 ফুট, 20 ফুট, 11 ফুট | - 17. 24 ফুট; 14 ফুট প্ৰতি বর্গ সেকেও। 
18. 33 ফুট ; 27 ফুট প্রতি সেকেণ্ড । 19. 498 ফুট ; 24 ফুট প্রতি সেকেণ্ড l 


20. 97 ফুট প্রতি সেকেণ্ড ; 9 ое; 162 ফুট । 
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21. 2@.;4@; 


4 ফুট প্রতি সেকেণ্ড ; 8 ফুট প্রতি সেকেওু। 29. 10668 ফুট ; ৭2 ফুট প্রতি সেকেণ্ড | 


23. 


9. (i) 2 V10 সে.) 64 VIO ফু./সে.। 
Gii) 2 /& সে.) 8 ফু/সে. 1 


4 সে.মি./সে.* 1 

19% সে. 1 9, 
11 ফু./সে.*। 5. 
8 ফু./সে.*। 8. 
90 ফুট | 11. 
T/A. 1 14. 


7 ফু./সলে.; 4 ফু./সে.*। 17. 
8সে.। 20. 
5 ফু/সে.। 4 ফু./সে.* 1 98. 
যাইবার সময় 10 সে.। 94. 
5 সে:; 695 সে.মি. । 97. 


Фе! 4 

11 ফু/সেহ, 1 8. 40 ফু/সে. 1 

931 ফুট । 6. T5 সে.মি./সে.*। 
বুৰ ফু./সে.*, 135 সে. | 9. 10791 


1মাইল। 12. 80 ফু./সে.; -2 ফু./সে.*। 
18 ফু./সে.৪। 15. 2 মিনিট । 

19 সে.; 288 ফুট । 18. $ ইঞ্চি। 

35 ফুট | 91. 16 ফু./সে.*; 30 ফু./সে.। 


30 ся, 10 সে., ফিরিবার সময় 30 সে. এবং 
14 ফু./সে.*। 25. 12% গজ 1 
"207 সে. 1 98, 5 ফু./সে.; $ ফু./সে.*। 


#3 ফু/সে.৪7 441.1 80. (i) 20 ফু./সে,*; Gi) 75 ফুট 1 


‚ সমত্বরণের সহিত সঙ্গতিপূর্ণ; 2 ফু./সে.*। 


এ ফু/সে.* 607.1 34. 


32. 48 সে., 16 সে. | 
15 ফু./সে.; 8 ফু./সে.*। 


155 ফু./সে.; 24'5 ফু./সে. | 37. (1) 8 ফু./সে. 1 Gi) 9 ফু./সে.। (ii) 711 


94 ফু.) 4 সে.। 
88 সে.; 4 %./01°. 1 


47. 


34 মাইল। 
51. 


эре 5 


(1+ 49) সে.। 


+ (i) 144 ফুট ও 96 ফু./সে. ; 4410 সে.মি. এবং 2940 সে.মি./সে.। 


(ii) 129600 ফুট ও 2880 ফু./সে. ; 3969000 সে.মি. এবং 88900 সে.মি./সে. 1 
(3) 116640000 ফুট ও 86400 ফু./সে. ; 8572100000 সে.মি. এবং 


9646000 সে.মি./সে. 1 


(у) 4 ফুট ও 16 ফু./সে. ; 1225 সে.মি. এবং 490 সে.মি./সে. । 


100 V5 


(т 


সে.) 14000 /5 সে.মি./সে.। 


(i) ৪45 সে.) 64 45 ফু./সে.। 
Gv) $ ২/6 সে. ; 700 V6 সে.মি./সে, 1 


3. 96 ফু/সে.। 


॥ সে. বা 4 সে.) 48 ফু./সে.। 5. 3801.5 1% সে.। 6. 95 ফুট। 


100 ফুট? 1} সে.। 8. 
10 সে.। 
1 সে.। 


12 সে.$50 ফু, । 9. {3 সে) 8953 ফু.। 


11. 1} সে. 86 ফু.। 19. 96 ফু./সে. 3 144 ফু.। 
14. প্রথম হইতে 3 সেকেও পর মাটি হইতে 
এ বিন্দু হইতে 176 ফুট উপরে ও 304 ফুট নিচে। 16. 150 ফুট । 


886 ফুট উচ্চে। 
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17. 100 ফুট। 18. 307098 | 19. 695 ফুট ; 25 সে. | 

20. 2576 ফুট ; 4 সে. । 9]... 98 সে.। 22. 925 ফুট ; 40 ফু./সে.। 
23. 184 ফুট । 24. 993 ফু./সে.। 95. নিয়মুখে 43 ফু/সে.$ 86 ফুট। 
26. 4080 ফুট | 97. 784 ফুট। 98. 1094 ফুট। 99. 100 ফুট। 
30. 15 সে.। 31. 683% ফু./সে. ; 80638 ফুট | 39. 119 ফুট। 
33 1296 ফুট ; 1980 ফুট | 34. 840 ফু./সে, ; 1800 ফুট | 

88. ঠ 0179; 100 ফুট। 41. 64 ফুট। 


эрт 6 
1. 48/5 ফু./সে.; অস্্ভূমিক তলের সহিত 30° কোণে। 
9. 94° 20"; 549 ফু./সে. | 3s 96 ফু/সে, 1 4. 80 ফু/সে;। 
5. 18°75 ফুট, 433 ফু. । 6. (a) 1600 ফুট (b) 6400 4/3 ফুট। 
(о):20 CTl Ti £40/ঠ ফুট 18, 40/330 T/A 9; 160/2 ফু./সে. | 
10. 40/2 ফু./সে,। 11. 80 ফু./সে. ১ অন্থুভূমিক তলের সহিত tan 4. কোণে। 
19, ৪ 4৪ ফু/সে.5 (প্রায় ) 4 ফু. 1 13. (i) £2 সে.) (ii) 45 Y/C; 
Gii) ৪6 ফুট । 14, 40/6 ফু./লে. ; অনুভূমিক তলের সহিত 45° কোণে | 
15. & সে. ১:64 ২৪ ফুট । 16. 30 সে.। 17. 60.8 ফুট। 
18. 96 ২৪ ফু.। 19. 696 ফু./সে. ; чуу রেখার নিচে 73°18 কোণে, 
50:6 ফুট । 20. 9600 y3 ফুট |. 91. 19 V29 ফু./সে.; 
অঙ্কুভূমিক তলের সহিত tan! & কোণে। এ. 12 ফু.) 15° 17560, 
28. tan™* $; 200 ফু./সে.) 10 সে,। 


প্রশ্মাল। т 

1. (i) 19 পা.-ফু-সে.। , (31) 5876 পা.-ফু.-সে.$ 

(iii) 8601600 পা.-ছু-সে.; Giv) 490 গ্রাম-সে.মি.-সে.। 
9. (i) 25 পা.-ফু.-সে. ; (ii) 100 গ্রাম-সে.মি.-সে.) 

(9) 80 পা.-ফু-সে.) (іу) 10000 গ্রাম-সে.মি.-সে. | 
8. (i) 720 পা.-ফু.-সে. ; Gii). 2688 পা-ফু,-সে.; 

(30) 56 „/9 গ্রাম-পে.মি-সে. ; . (৮) 700 ১/2 গ্রাম-সে.মি.-সে. l 
4. (0) 1 পা-ফু-সে.; Gi) 48 পা-ফু-সে.; 

(2) 10000 গ্রাম-সেমি-সে. ১. (іу) 5 গ্রাম-সে.মি.-সে.। 
5. 9 ফু/সে.৪। 6. ৪ পা. । 7. 6) 40 পাউণ্ডাল ; Gii) 13 পা.। 
8. (i) 200 পাউগ্তাল ; Gi) 6} পা.-ভার। 
9. (а) ({) 960 পাউণ্ডাল ; (i) 71680 পাউণ্ডাল ; 

(iii) 16128 পাউণ্ডাল ; Чу) ৪ পাউণ্ডাল ; 

(৮) 100 পাউণ্ডাল। (b) (i) 49 x107 ডাইন ; 


Gi) 292 ডাইন ; Gii) 49 x 104 ডাইন। 
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(в) G) 314 পা.-ভার ; (3) ঞুপা-ভার। 
(a) G) 50 গ্রাম; = Gi) 429 গ্রাম। 
10. 158 পা-ভার। lls 6.919917; 13 পাউগ্ডাল। 19. 66664 ডাইন। 
13. 60 পাউগ্ডাল। 14. <37} ডাইন। 15. (i) 200 পা-ভার ; 
Gi) 400 পা.-ভার 1- 16. 180 ফু. । 17. 5933 পাউগ্তাল। 
144 পা--ভার 1 18. 36329 সে.মি./সে. з 18188 সে.মি. ; 
918992 সে.মি. 1 19. 9159 পা. । 20. 4807.1 
21. 40 সে.মি./সে.। 22. 90 ফু./সে,; 100 ফু.। 23.. 14 সে. । 
94. গায় সে.। 25. 949 টন-ভার। 26. 47.1 
27. 404 পা-ভার 98. 50$ A-517 1 99. 490 পা.-ভার। 
30. 1190 5./সে. |" 31. 15 ই.) 39. (a) 946 পাউগ্ডাল ; 
(9 7596 পাউগ্ডাল। 33. ৪৪ গ্রাম। 34. 960 গ্রাম । 
35. 87% 591 36. 1760 ফু.) 1976 পা.। 37. 9594095 7391 
প্রশ্মমাল। ৪ 
1. (i) 6 পা.-ফু-সে.) (38) 22 পা-ফু-সে.| 9. (i) 27} সে.-পাউগ্ডাল; 
60 ফু.-সে. বেগের দিকে । (i) ৪$$ পা.। 3. 150 পা. ফু./সে. ; 
15,000 পাউগ্ডাল। 4. 20 ফু./সে. ; 1007. 1 5.72 
6. 140 একক ; 68 ফু./সে.। 8, 3984 সে.মি./সে. | 9.. 8 টন। 
10. 4$ মা./ঘ. 1 11. ] ফু/সে.; 19 পা-ভরের দিকে। 
19. ৪ ফু./সে.। 13. 6 পা.-ভরের গতিমুখে ) 19 ফু./সে. 1 
14. 19 ফু/সে.। 15. 8x10° পাউগ্তাল। 16. 300 পাউগ্ডাল। 
17. 133 ফু./সে.। = 18. 31950 পাউণ্ডাল ; 15 সে. 1 
19, 1594688 পাউগাল। 90. 200-80] ал. 188.1 
29. 1600 পাউগ্ডাল। 93. 200 ফু./সে. | 94. 19:7; 
25. G) 2% ফু/সে. 5 (ii) 4989.5 (5) Зр সে.। 96. тол ফু/সে.। 
97. 18884 ফু./সে.। 98. ৪ ফু./সে.; 8 সে.-পাউগ্ডাল। 
99. 488 টন-ভার। 30. (а) 1050 পা.-ভার ; (6) тв সে.। 
81. 2100 পা.-ভার। 39. £ ফু. । 33. 100 পা.-ভার | 
34. 295 পা.-ভার। 35. 3863 পা.-ভার 1 86. 7545 পা.-ভার। 
37. 95 পা.-ভার। 38. 960 পাউণ্ডাল ; 48 ফু./সে.এ। 
39. (i) 3200 পা-ভার ; (і) 2320 পা.-ভার | 40. 5868 ফু./সে. । 


41. 6 ফু./সে.। 42. 3'8 ফু./সে.5 200 পা. 1 
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প্রশ্নমালা 9 
ত্বরণ 0; ৪ ফুট প্রতি সেকেণ্ড। 9. = সেকেণ্ড ; 5 ফুট ; 16 পাউগ্ডাল । 
10 ফুট প্রতি সেকেণ্ড ; л সেকেণ্ড । 4, 18 ফুট ; л সেকেওড। 
4 сев! 6. 0167 সেকেও। 7. 347 সেকেণ্ড; 1118 সে.মি. । 
0, 20 সে.মি. প্রতি সেকেণ্ড ; 40 সে.মি. প্রতি от, 0; 89 সে.মি. 


প্রতি отсев", 19 সে.মি. প্রতি সেকেও। 10. এ, 


ооо н 


প্রশ্নমাল 10 
1. (а).18 পা.) (0) 3 টন বলের গতিমুখে 1 টন; . (9 50 পা. ; 
(৫) 15 পা, বলের গতিমুখে 5 পা.; (e) 10 পা.। 3.. 80 পা.) 72 পা.। 
4. 8.91.51 পা,। 5. 50পা.; Я11 10. . 340. 
142,19 পা.) 15. 190°. 16. 10 পা.। 


eaaa 11 


1% 2P ; 0B মুখে। 2. 2 পা. বলের মুখের সহিত 60° কোণে 10 পা. | 

3. বলের সহিত সমকোণে 9 ন্ট. 4. 5 পা. ; 2 পা. বলের সহিত 6 কোণে, 
যেখানে ৮০০4, 5. 9019511! 6. 195 পা.। 7. 5পা.। 

8. ৪$ পা.) 98 পা.। ` 9. গখান্ু পা.) (3-245ু) 91.1 

11. ৮৮5; 2P-এর সহিত 210 কোণে । 19. 37-এর সহিত 910° কোণে; 
2 VSL. 


প্রশ্নমাল। 12 
1. (a) (i) 7; 4 হইতে 91 ই. দূরে। (i) 11; 4 হইতে 2 ফু. দূরে। 
(i) 16; 4 হইতে 9 ফু. দূরে। (у) 18; A হইতে 14 ই. TA | 
(v) 14; 4 হইতে 17 ফু. দূরে । (b) (i) 1; ট হইতে 4 ফু, দূরে। 
(ii) 3; 4 হইতে 78 ফু. দূরে। (i) 8; B হইতে 1} ফু. TA | 


(iv) 7%; B হইতে 18 ফু. WAI 2. (৫) 0) 10 ই.) (i) 4 একক; 
(ii) 24 একক |) (i) 23.; (8) 17549; (i) 4 একক i 
8. 19পা.; 7 পা. বল হইতে 10 ই. দূরে। 4. 1795 পা.) 87% পা. । 
5.1} পা.। 6.35 সের; 95 সের। : 7. অধিকতর শক্তিশালী ব্যক্তিটি 
হইতে 9 ফু. দূরে। в. দুর্বলতর ব্যক্তিটি হইতে 4 ফু. দূরে। 
9. 101.3 15 পা.। 10. ফু.) $ফু। 11. দণ্ডটির মধ্যবিন্দু হইতে 
যথাক্রমে & ফু.) ই ফু. দূরে । 19. 188 ই.; 16} 3.1 13. 8%; 15 %1 
TATE 15. ৪ পা.। 16. 5ফু। 
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17, көя মধ্যবিন্দু হইতে যথাক্রমে 584638 ই. দূরে। 78. দণ্ডটি যে-বিন্দুতে 
58: 958 অনুপাতে বিভক্ত, সেই বিন্দুতে । 19. 650 পা.। 

20. 98 পা.) 70 পা.। 91. 195 পা.$ 100 পা.। 22. 5 1.1 

93. 434 পা. 3 188 পা. 24. 16% ই) 95. 33$ ফু. | 26. 1%.! 

от. ৪য় পা.; যে-প্রান্তে 4 পাঁ-ভার ঝুলানো, সেই প্রান্ত হইতে ТЇ ই. দুরে । 

99. 99Р. 39. $7.1 33. পা.। 34. 168 পা.) 280 পা.। 

35. 4 পা, বলের দিকে 1 ই. সরিয়া যাইবে । 36. 24 কি.গ্রা.; 36 FF.. 

37. 185 পা. ; 40 পা.। 


, প্রশ্নমাল। 13 
1. 11 পা.) ভারকেন্দ্র হইতে এ ই. দূরে । 2. 17 একক প্রাস্তুটি হইতে 
3yr ফু. দূরে । 2. 155 পা. ; 195 7.1 4, নিচুদিকে 1 পা. ; 


প্রথমোক্ত বলের 5 ফু. বামদ্িকে। 5. 173পা.; 298 পা; А প্রান্ত হইতে 
11} ফু. দুরে। 6. দশুটির যে-প্রাস্তে 6 পা.-ভার ঝুলানো আছে, সেই প্রান্ত 
হইতে 38 ফু. দূরে । 77 যেনপ্রান্ত হইতে 4 পা.-ভার ঝুলানো আছে, সেই 
প্রান্ত হইতে 24 ফু. দূরে। 8. 16%.! 9. 20 পা.। 

10. যে-প্রান্তে চাপ 19 পা.) সেই প্রান্ত হইতে 3А ফু. দূরে । 11. উল্লিখিত 
প্রান্ত হইতে 4 ফু. দুরে |: 19. 9$ পা.। 18. 4০80 সে.মি. । 

14. 38 টন; 4ঠ টন । 15. 3359; 4% টন। 16. 44 পা.-ভারের 
বালকটি ফে-প্রান্তে আছে, সেই প্রান্ত হইতে 8% ফু. WAI 17. লোকটি হইতে 
18 ফু. দুরে । 18. অধিকতর শক্তিশালী লোকটি হইতে 8 ফু. দুরে । 

19. 58 পা.-ভার ; 49 পা-ভার। 90. 314 পা.) 12}. 1 

21. ঠকিগ্রা.। 92. ৪ পা. i- 93. পাগড়ি মাথায় থাকিলে লোকটি বেশী 
ভারী হইবে। 24. 205 পা.$ তির সহিত о কোণে, যেখানে 
ап 9-$76 ফুট | 26. ঠ একক 97. ভূমি হইতে 90 ফু, উপরে দড়িটি 
বাধিতে হইবে । 98. 45°; 100 ৪ পা.। 99. 4ঠ পা.। 

80. 30 পা.। 31. 51 39. 45°. 38. 9 পা.। 34. 1440 পা.। 

35. ঘড়ির কাটার দিকে? ফু.-পা. একক ; 4 হইতে 2 ই. নিচে। 

36. 20 পা. 515 পা.। 


{дїгї 14 
1. 55.1 9. 5.1! 3. (8, а) যুগাবল, যেখানে বর্গন্গেত্রের এক বাহুর দৈর্ঘ্য 
এ ফু. ; (8,10) যুগবল। 4. 4:3. 5. 5a একক, যেখানে বর্গক্ষেত্রটির একটি 
বাহুর দৈর্ঘ্য a একক । 6. 96 একক, যেখানে বর্গক্ষেত্রটির একটি বাহুর দৈর্ঘ্য 
a একক। ৭. 38 পা-ফু. একক ; ABCD মুখে । ৪. প্রদত্ত 10 পা. বলের 
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সমান্তরাল ও 9 ফু. দূরে সক্রিয় 10 পা. বল। 9. DO বরাবর সক্রিয় 2P বল 
10. এফু,। 11. প্ৰদত্ত 10 কি-গ্রা. বলটি হইতে 20 ফুট দূরত্বে উহার একই মুখে 
সমান্তরাল 10 কি.গ্রা. বল। 


প্রশ্নমাল। 15 
4. 1% 340. 

প্রশ্নমাল। 16 
1. 18 4/ পা. | 2. 15 91. ; 20 পা.। 3. 40 W. ; 80 পা.। 
4. 98 পা., 9 পা.। 508 э, 80818 পা. 47 বরাবর | 
6. ৪ পা.। ৪. 4 বিন্দুগামী অন্ুভূমিক তলের সহিত 6 কোণে, যেখানে 


tan 0=— 3> 9. 19 পা.$ 108 পা.) Фич রেখার সহিত 73° 56'. 
10. 106 পা.; অনুভূমিক রেখার-সহিত 98° 4/ কোণে 10:6 পা.। 


11. ®ач রেখার সহিত 16° 49' কোণে, 6964 পা. । 19. 87'5 পা. ; 
1895 পা. ; উল্নন্ব রেখার সহিত 41°11 ও 60° 15/. 18. -800 পা. । 
14. গঠ পা, 195 পা.। 15. 11:8 পা.) 103 পা.। 16. 1466 গ্রাম) 


1085 গ্রাম; 18. 45°; দণ্ডটির ভারের অর্ধেক। 19. 8'9 ফু.) 96 পা. | 

22. উল্লম্ব রেখার সহিত 6 কোণে 878 কি.গ্রা., যেখানে tan Жону 28 бей. 
зв. 21548, АВ, যেখানে W দওটির ভার । 
প্রশ্মমাল! 17 

1. 815 ফু.। 9. বৃহত্তর ভর হইতে গ$ ফু. দূরে | 3. উল্লিখিত প্রান্ত 

হইতে ৪: ফু. দূরে। 4. 4 হইতে 4 ই.দূরে। 5. 3 ফু.। 6. 81 ই.। 

8. () ত্রিভূজটির энтек; (3) প্রথমোক্ত বলের প্রয়োগ-বিন্দু ও ত্রিভুজের 

ভারকেন্দরের সংযোজক রেখার মধ্যবিন্দু। 9. G) ত্রিভুজটির শীর্ষ হইতে মধ্যমার 

উপর এ ফু. দূরে ; (4) শীর্ষ হইতে মধ্যমার উপর $ ফু. দূরে 10. 4 হইতে 

ВО বাহুর উপর মধ্যমা ADA উপর 0 এমন একটি বিন্দু, যেন 40=34D. 

11. 98 ই. । 19. 4D ও АВ হইতে 4 ই. দূরে ; ওলন-দড়ি রেখা Ор বাহকে 


& বিন্দুতে ছেদ করিবে, যেখানে DE =6 ই. | 19. ре একক। 


м. ত্রিভুজের শীর্ষ হইতে বর্গক্ষেত্রের কেন্দ্রগামী রেখার Па একক দূরে, যেখানে 
বর্গক্ষেত্রের একটি বাহু ৫ একক দীর্ঘ । 17. কাটা-অংশ বাদে অবশিষ্ট অংশের 


উত্তরমালা 969 


ভারকেন্দ্র G এমন একটি বিন্দু, যেন ০৫০ যেখানে 0 বর্গক্ষেত্রটির эцен 


এবং а একক উহার একটি বাহুর দৈর্ঘ্য 1 18. সামাস্তরিকটির কর্ণদ্বয়ের 
ছেদবিন্দু হইতে পরিত্যক্ত বাহুটির সন্নিহিত একটি বাহুর সমান্তরাল রেখায় এবং 
ওঁ বাহুর ক অংশ দুরে । 19. G হইতে ৫4 রেখায় $ 4৫ অংশ দুরে । 
20, AB ও ODA মধ্যবিন্দুর সংযোজক রেখায় 0 হইতে 07-এর দিকে বরগন্গেত্রটির 
একটি বাহুর $ অংশ দুরে। 91. থালাটির ফুটা-অংশ বাদে, অবশিষ্টের ভারকেন্দ্রগামী 


ব্যাসের উপর থালার কেন্দ্রের অপরদিকে 16 ই. দূরে 2. কাটা-অংশ বাদে, 
অবশিষ্টের ভারকেন্দ্রগামী ব্যাসের উপর থালাটির কেন্দ্রের অপরদিকে থালার ব্যাসার্ধের 
zło অংশ দূরে | 98. 196 সে.মি. । 94. বর্গক্ষেত্রটির কেন্দ্র 
হইতে 0-с 4 বিন্দুগামী কর্ণের উপর উহার уу অংশ দুরে । 95. 4р 
হইতে ঠ% ই. এবং АВ হইতে 1% ই. দূরের বিন্দু। 26. АВ হইতে 98 ই. ও ВО 
হইতে 4 ই. দূরে। - 07. 4 হইতে 5'4 ই. দূরে | 28. 6/8 ই.। 
29. 29/9 ফু.। 30. 81% 3.1 33. 5'6 সে.মি. 
34. АВ হইতে 11 АВ একক দূরে। 35. ABA মধ্যবিন্দু О হইতে 


Ор রেখায় 1 ই. দূরে। 


ГЫ 


ক্রলন গণিতে JAS পল্লিভাজাক্স তালিকা 


Bound—সীমা 

Closed Interval—বদ্ধ-অবকাশ 

Constant— বক 

Continuity—সস্ততি 

Continuous—সস্তত 

Decreasing Function—হসমান- 
অপেক্ষক 

Юатгїуаййуе—'®%%Ф 

Differential. qF 

Differentiation —94%19 

Differential Coefficient 

_-অবকলনান্ক 

Differential Equation—অবকল- 
সমীকরণ 

70150076108০৪- সন্ততি-চ্যুত 

Domain—ব্যাপ্ধি 

Function—অপেক্ষক 

Half-open Interval—অৰ্ধমুক্ত অবকাশ 


Increasing Function—বর্ধমান 
অপেক্ষক 

Intesral—লমাকল 

Tntegration—সমাকলন 

TInterval—অবকাশ 

Inverse Circular Function 
বিপরীত বৃত্বীয় অপেক্ষক 

[801৮ সীমান্তমান 

Limits of Integration 191979 সীম 

Lower [001 নি্সীম! 

Monotonic Ресгеавіно 957919 

Monotonic Increasing— ক্রমবর্ধমান 

Open Interval JEF অবকাশ 

Primitive Function— nI অপেক্ষক 

Rangoe— Amta 

Trigonometrical Function 
_-ত্রকোণমিতিক অপেক্গক 

Variable—bলক 


শুদ্ধিপত্র 


— 1, পঙ্‌ক্তি _ 11, “সংখ্যা” স্থানে ‘সংখ্যার’ হইবে । 
90, শেষের পঙ ক্রি, 11,37 স্থানে 1,3 হইবে । 

= 95, পঙ্‌ক্তি — 4, *,/5=9=0' স্থানে “২/৪-৪-০, হইবে। 
= 81, চিত্র নং — 10, sing স্থানে ০০৪ % হইবে | 

= 68, পঙক্তি — 10, '£=৫' স্থানে ‘== হইবে। 

— 58, 


» = 18) 7-и) == (0-1) স্থানে 
г Уи) = + (и-1)' হইবে 


д а-у тэл স্থানে e>- T হইবে। 
=D, ®- 2 6 স্থানে "= 2—6 হইবে। 
п 45 ধরা স্থানে ‘'41' হইবে। 
sl Ту 7) স্থানে LE হইবে। 

20 a>) 
শেষের পঙ্ক্তি '.' স্থানে 2. হইবে। 


পঙ্ক্তি-- 11, 19, 'а' স্থানে Un’ হইবে। 


” — 7, '2 মানের অবকলনযোগ্য? স্থানে 
‘৫ মানের জন্য অবকলনযোগ্য’ হইবে 1 
” 7010, 1% স্থানে Де হইবে। 
ж ASSETS а т নো 
» = উত্তরমালায় (প্রশ্নমালা__16), 9ঠনং অঙ্কের উত্তরে 
Р স্থানে & হইবে। 


টি? 


$ 


ШШ 


